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® Parala aprobacion de este parcial se debera resolver correctamente un ejercicio y medio
como minimo.

 Este parcial contiene 6 paginas de letra (incluyendo esta hoja), 4 paginas de formulas y
un total de 3 ejercicios.

® No se permite ir al bafio en el transcurso de la prueba
No se permite utilizar material, excepto calculadora NO programable
Las respuestas pueden escribirse o marcarse en la letra u en la hoja de desarrollo
indistintamente
Las preguntas multiple opci6n tienen una tnica respuesta correcta.
Para todos los ejercicios considerar las hipétesis de pequefios desplazamientos y
pequefias deformaciones.

® En todos los ejercicios los elementos estructurales son homogéneos formados por un
material elastico-lineal e is6tropo.
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Ejercicio 1
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Sea el pértico de la figura donde todas las barras tienen largo L, 4rea transversal Q, inercia Iy
moédulo de Young E. Sobre la barras superior e inferior actda una carga uniforme por unidad
de longitud q. Los nodos 1 y 4 estin empotrados, el nodo 3 esta imposibilitado de girar y
desplazarse en horizontal, mientras que el nodo 2 no puede desplazarse verticalmente ni

horizontalmente.

Utilizando un elemento de Euler-Bernoulli (EB) de 2 nodos por barra, se pide:
1. Obtener el giro del nodo 2 y el desplazamiento vertical del nodo 3.

q

E

2. Utilizando las expresiones del MEF obtener la reaccién vertical en los nodos 1,2y4

en funcién de las incégnitas de la parte anterior.

3. Obtener el desplazamiento de un punto en la barra 2-3 ubicado a una distancia L/3 del

nodo 3.

4. Explique brevemente como es el elemento de 3 nodos y 1 grado de libertad por nodo
de barras. Plantee las condiciones que debe cumplir una de las funciones de
interpolacion (no obtenga la expresion de la funcion).
nodo 2 y el desplazamiento vertical del nodo 3.

\item Obtener el giro del
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VERDADERO / FALSO

S

1. El desplazamiento vertical de la barra 1-2 es nulo si se utiliza un elemento de
Timoshenko de 2 nodos por barra para resolver la estructura.

2. Utilizando un elemento de EB de 2 nodos por barra al obtener las frecuencias de la
estructura se obtienen 3 frecuencias.

3. Al estudiar el pandeo de la estructura es necesario obtener la matriz geométrica y dicha

matriz debe ser obtenida con integracion reducida para evitar el efecto de bloqueo.

Ejercicio 2

msia
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§

apa que se muestra en la figura, de espesor t, médulo de Young E y coeficiente

de Poisson v. Sobre la misma se encuentra una carga aplicada P. Se asume estado plano de

; l 3 l .
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MULTIPLE OPCION

1. Indique la expresion correcta para el desplazamiento vertical del nodo 2:

-3P
e A —
2
4\\ - —-3P
Q/ b 2t(D,+D3) x
C: —-3P
" 5(D;1+D3)
—-P

D oy
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2. Indique el valor correcto para la reaccién vertical en el nodo 6:
-P
e A —
2
-5pP
¢ B 2(D;+D5)
-3P
o C: 7
P
@ D: 7 X
VERDADERO / FALSO

F 1. La matriz de derivadas de las funciones de forma B para el elemento cuadrilatero

regular de 4 nodos en estado plano presenta todas sus entradas constantes en el
elemento.

v 2. Dada una estructura como en la figura a continuacién donde se asume estado plano de
deformaciones se tiene £33=0

>/
J 345 ﬁ{)p

> 4

1

3. Al utilizar elementos triangulares de 3 nodos CST en estado plano se cuenta con | grado
de libertad por nodo.
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Fjercicio 3
Multiple opcién y V-F:
Si se elige la opcién equivocada resta un punto
Si no se elige, no suma ni resta

Si se elige la opcion correcta suma dos puntos

CI:

Sea el elemento de losa de la figura:
Considerar todos sus lados empotrados.

Considerar una carga uniforme superficial g=-1

i calair |

En teoria de Kirchoff, la flecha cumple la siguiente igualdad W ("i',_‘l") = w(x) | [C

La matriz de rigidez de un elemento de Kirchoff con cuatro nodos es de dimensiones 16x16 F

La aproximacion de la energia intermna del elemento de Kirchoffes: U = -; ™K. ‘Vﬂ'l

En teoria de Kirchoff se considera £z=0 V

'En teoria de Reissner se considera yx2=0 F

En teoria de Kirchoff se considera Yyz=0 V

En teoria de Reissner se considera £z=0 V

Parte 2
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Sea la losa de la figura *

Si la flecha central es igual a -20 mm para un E de 34 Gpa., en caso que el material sea de
120 Gpa (espesor y valor de v se mantienen invariantes) la flecha es de:

(mm)

X

-34.40
-20.00

-17.50

-11.76

-12.45

Sila flecha central es igual a -20 mm para un espesor de 10 cm, en caso de que el espesor
‘sea de 15 cm (se mantienen las constantes mecanicas iguales)

(mm)

2

-67.50

~5.93

-30.00

-13.33

-10.00

Si la flecha central es igual a -20 mm para un espesor de 15 cm, en caso de que el espesor

(mm)

sea de 10 cm (se mantienen las constantes mecénicas iguales)

-67.50

-5.93

-30.00

-13.33

-10.00

_El giro Bx del punto central cuando v=0 es

rad

4@'

2.10E-03

-2.10E-03

5.20E-03

-5.20E-03

Si la flecha del punto central vale -20 mm con v=0.25, cuando v=0.30 vale

(mm)

-19.41

-19.31

-24.00

-16.67

-20.00
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Formulas:

Elemento de losa de Kirchhoff de 4 nodos

Para el elemento de dimensiones 2a X 25 x  se tiene:

3
K,=D-[K; + K, + K3 + K| D=12(El_tl}2)
[ 6 6a 0 -6 6a 0 =3 3a 0 3 3a 0]
6a 8a®> 0 —6a 4a? 0 =3a 2a%2 0 3a 4a2 0
0 0 O 0 0 0 0 00 0 0 0
-6 —6a 0O 6 —6a 0 3 =32 0 =3 —-3a O
6a 4a®> 0 —6a 8a® 0 —3a 4a®> 0 3a 2a 0
b 0 00 0 00 0 00 O 00
]\’; - =
6a? .
-3 —=3a 0 3 —3a 0 6 —6a 0 —6 —6a 0
3a 2a* 0 —-3a 4a®> 0 —6a 8% 0 6a 4a® 0
0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0
3 30 -3 3¢ 0 -6 6a 0 6 6a 0
3a 4a® 0 —=3a 2d® 0 —6a 4a®> 0 6a 8a* 0
0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 ]
[ 6 0 6 30 3 =30 3 =60 6b]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6b 0 8 3b 0 4b* —=3b 0 20» —6b 0 4b
30 3 60 66 -6 0 6b -3 0 3b
0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0
5 3b 0 4v* 6b 0 82 —6b 0 4b* —3b 0 22
Ko == 75
-3 0 =3b -6 0 —=Gb 6 0 —6b 3 0 =3b
0 0 0O 00 0 0 0 0 0 0 0
3b 0 200 6b 0 4b* —6b 0 8 —=3b 0 4V°
-6 0 =6b =3 0 =3b 3 0 =3b 6 0 —6b
0 0 0O 00 0 0 0 0 0 0 0
| 6b 0 A0 30 0 202 =30 0 4 —-6b 0 8V? ]
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Nombre:
K .
Ny = ———
: 2ab
1—v
Ko=r—x
7 30ab

-

1 a b

a 0 2ab

b 2ab 0

-1 0 —b

0 0 0

—-b 0 0

1 0 0

0 0 0

0 0 0

-1 —-a 0

—a 0 0

0 0 0
21 3a 3b
Ja 8a* 0
3b 0 8b?
-21 -3z ~3b
3a —2a? 0
-3b 0 —8b?
21 3a 3b
-3a  2a? 0
—3b 0 2
-21 ~3a -3b
~3a —8a? 0
3b 0 —2b?

p— ¢ .
0 0
~b 0
1 -
- 0
b —2ab
-1 a
a 0
0 0
1 0
() 0
0 0
-21 Ja
—3a  —2a?
-3b 0
21 =3a
-3a  8a?
3b 0
=21 3a
3a —8ad?
3b 0
21 —3a
3¢ 2a?
—3b 0

{© Docume

10, G

ptacion xQi:

QY e M"i’; Y
AN X

0

0

—3b
0
—8b*
3b
8b2
-3b
—2h%
3b

0
2b%

21
Ja
3b

-21
3a
-3b

21
-3a
—3b

-21
—3a

3b

—a
0
2ab

—3a
8a2
0

3a
~2a2

—( 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 b
0 0
0 0
a —1
0 —=2ab

-3 30
—8a* 0
0 =20
3a -3b
262 0
0 2
—3a 3b
—24? 0
0 -8
3a -3b
8a? 0
0 8 |
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Elemento de portico de Eule\xBenwﬁlli de dos nodos

Una vez combinados los efectos de directa y flexién, la matriz de rigidez resultante en
coordenadas globales resulta:

Matriz en coordenadas globales:

A B —6fs —-A —-B —6¢s

C 6lc —B —C 6flc

K _E_I 402 6fs —6fc 2¢2

CT 3 A B 6f&s

C -—-6fc

42

la cual es simétrica, con

mf': m ,'-: Q '-: ~
A=—_c+12¢, B=|—F —12)cs C=——s+12¢.

siendo s = sen (a) y ¢ = cos (a), con a el angulo medido de coordenadas globales a
locales en sentido antihorario.

Una carga uniformemente distribuida en el srea superior de la viga f = —qe; tiene un
vector de fuerzas equivalente:
qbl ., )
Fg=—-——16,006 —0(] .
f 77 16/ 4, 6 ]
Estado plano de Tensiones:
B
D)= |D, Dy O v
0 0 ﬂg . vE
D, = 1-v?
, E
D3 = 2(1+v)
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Elemento cuadrilatero regular de 4 nodos:

Los términos K;; se expresan en las ecuaciones que siguen:
ij P g

bDy abDg —aDy bDs
173 T 3 kas = =5 6a =7 3
D,+Ds _ ksg = kq4
kiz == k3s = kqq
kes = k2,
k13 — -~bDy al‘)g k34 — ‘-k12
3a 6b k - k k67 o “"k14
Dy~Ds 35 = K17
k14 = 4 ksg = k24
k3e = ky4
fo o = =20 _ 4D, ky7 = kqy
15 6a 6b k3; = kis
K K krg = —ky,
16— ™2 ksg = k1 keg = kyo
__bD; ab,
ki7 = 6a 3b kas = ky,
kig = —kq4 kys = —kq4
__aD, . bD, Kas = kag
k22 - ; 3a
ka7 = kqz
ko = —ki4
kag = k2
__ab, bD,
k2 = T k
55 = K4
kos = —ki; kss = kio
_ —aDl bD3
kae = 6b 6a
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Feb. 24-1

Sea el pértico de la figura donde todas las barras tienen largo L, area transversal 2, inercia I y moédulo d
Young E. Sobre la barras superior e inferior actiia una carga uniforme por unidad de longitud ¢. Los nodos 1
4 estdn empotrados, €l nodo 3 esta imposibilitado de girar y desplazarse en horizontal, mientras que el nodo |
no puede desplazarse verticalimente ni horizontalmente.

Yy ¥y ¥ ¥y ¥y vy v v ¥ v ¥
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Utilizando un elemento de Euler-Bernoulli (EB) de 2 nodos por barra, se pide:

1. Obtener el giro del nodo 2 y el desplazamiento vertical del nodo 3.
oty = 32 e L
n: v = g = —
oo 2 =96 ET YT T2E 121+ QL2

96 £ 1

siendo R = (Q L*)/I.

2. Utilizando las expresiones del MEF obtener la reaccién vertical en los nodos 1, 2 v 4 en funcién de la
incégnitas de la parte anterior.

(17 ) 6L 0\ [ 6 1

El L
Solucidn: ( | =—5| 6L -R +
\ ‘:1 0 —12 U3 1

3. Obtener el desplazamiento de un punto en la barra 2-3 ubicado a una distancia L/3 del nodo 3.
Solucion: M Y Up = %’1}3. //f,P = NA‘,(;&) 91

4. Explique brevemente como es el elemento de 3 nodos y 1 grado de libertad por nodo de barras. Plante
las condiciones que debe cumplir una de las funciones de interpolacién (no obtenga la expresién de |
funcién).

Solucion: El elemento es andlogo al de 2 nodos con 1 grado de libertad, con la unica diferencia qu
ahora hay 8 funciones de interpolacién, cada una de sequndo grado N; = a; x* + bjx + ¢;. Si el camyg
de desplazamientos u se obtiene como u = Nyuy + Noug + N3usg donde u; son los desplazamientos c

| /1L



cada nodo del elemento se debe cumplir para Ny que: Ny(xz1) = 1, Ny(zs) = Nyi(z3) = 0 donde z; es
coordenada del nodo i en coordenadas locales.

VERDADERO-FALSO

1. El desplazamiento vertical de la barra 1-2 es nulo si se utiliza un elemento de Timoshenko de 2 nodos p
barra para resolver la estructura.

Solucion: VERDADERO. El desplazamiento serd nulo ya que la flecha interpolada en este elemento d
penderd solo de la flecha de los nodos 1 y 2 que por letra valen 0.

2. Utilizando un elemento de EB de 2 nodos por barra al obtener las frecuencias de la estructura se obtienc
3 frecuencias.

Solucién: FALSO. Al resolver la estructura como se plantea en la letra se obtienen dos frecuencias.

3. Al estudiar el pandeo de la estructura es necesario obtener la matriz geométrica y dicha matriz debe s
obtenida con integracién reducida para evitar el efecto de bloqueo.

Solucion: FALSO. El efecto de bloqueo aparece en el elemento de Timoshenko. La matriz geométrica
puede obtener de forma exacta sin utilizar integracion reducida.
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