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Aclaración: Todas las hojas entregadas deben estar separadas por ejercicio, numeradas y deben tener
nombre. apellido y documento de identidad.

1. [34puntos] Sea el pórtico de la figura donde todas las barras tienen largo /, área trans-
versal A, inercia I y módulo de Young E. El nodo 1 esta empotrado y el nodo 3 está
imposibilitado de girar y desplazarse en horizontal. En el nodo 2 se impone un giro
pequeño 02 elue se asume conocido (la dirección es según er). En lo que sigue ,R : Al2 lI.
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Desarrollo Utilizando un elemento de Euler-Bernoulli de dos nodos por tramo, se pide:

(u) [g puntos] Obtener, en función de los parrá,rnetros del problema, Ios desplaza,rrientos
del nodo 2. i//to
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(b) t7 puntos] Obtener el valor del momento que debería aplicarse en el nodo 2 para

obtener Ia misma solución del problema.
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(b) t6 puntosl La reacción r-e¡tica-l del nodo 1. -R., 1. es:
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Verdadero / Falso:

(") [5 puntos] Las funciones de interpolación del elemento de ba,rra de tres nodos soll

cuadráticas.
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Solución Del sistema reducido se obtiene que M2 es:
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Solución Dei sistema global se obtiene que fi,y,1 es:

Ry,t
EI (,-,, u2) = $

Solución El elemento de tres nodos de ba¡ra efectivamente tiene funciones de

interpolación cuadráticas, ver Capítulo 2 de los apuntes del curso.
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con 1o cual se puede simpiificar a:

Solución EI sistema reducido es:

del cual es fácil obtener que:
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(b) [5 puntos] El elemento de viga que se obtiene u.edia,nte 1a teoría de Timoshenl<o

pa,ra vigas tisre un efecto no deseado Ilama'do efecto de blaqueo.

O 
ttt*¿t(rerl, \-,' r.rsg

Solución En el elemento de r-igas de Timoshenko efectivamente aparece el

efecto de bloque. temtrién conocido como shear locking. ver Capítu1o 4 de los

apuntes del cu¡so.

2. [33 puntos] Considere la chapa que se muestra en la figura, de espesor t, módulo de Young
E y coeficiente de Poisson y. Sobre la misma se encuentran aplicadas cargas P1 y P2. Se

a,sume estado plano de tensiones.
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Múltiple opción: Utilizando elementos triangulares de tres nodos, se pide
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Todos los elementos tienen rírea á : 12 12, con lo anterior se tiene que el sistema
reducido es:
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(b) [9 puntos] El desplazamiento vertical del nodo 3, u3, es
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Verdadero /. Falso:

(a) [5 puntos] Considerando argi:mentos de simetría se observa que: el mínimo número
de incógnitas cinem¡iticas ¿ dsf,s¡rninar para conocer el ca.rnpo de des¡rlezarniett¡g
de Ia estructura presentada en Ia imagen
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a contitruación es 3
P
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Verdadero Falso

(b) [5 puntos La mat¡iz B de deriradas de las fu:ciones de interpolación pa,ra el ele.
mento cuadrilátero bilineal de 4 nodos presenta todas sus entradas uniformes.

Verdadero FhIso

(c) [5 puntos] Un campo de desplazamientos definido por la expresión 12 + A podrá ser
representado de manera exacta utilizando elementos triangulares de tres nodos CST.
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los desplazamientos horizonta-Ies de los nodos dos 1, cuatro son opuestos. con
1o cual se redrrce en uno 1os grados de libertad. Por e1 mismo argumento el
desplaza.nisuto del nodo ¡res de ii:ra €structura 1- otra son opuestos. pero
como además son sl rnismo no,lo en ia e-.tructu¡a to¡al tienen que ser rgrrales

)-por tanto nulos. ctruita:rdo un nuero grado de hbe¡tad. En resumen se quitan
2 grados de übertad de ios -1 i¡iciales. por tanto se tiene utr roral de 2 grados
de Libertad al utilizar argtunentos de sim.etría.

nodo 3 p

Verdadero o Falso
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(u) [g puntos] El desplazamiento horizontal del nodo 1, 21, €si

t

Solución La,t firnciones de interpolación de este elemento tienen eI término
r y, con Io cual la matriz B, que en este elemento son derivadas primeras de
Ias funciones de interpolación, tiene términos lineales.

Solución Los elementos triangrrlares de tres nodos tienen funciones lineales de
interpolación del campo de d,esplazamiento, con lo cual no pueden representar
de forma exacta un polinomio de grado 2.
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3. -33purltos C--.-.-t:t -a -,-,sa.-]ue se rtuestra en J.a f,g,¡¡¿. de espesor t. módulo de Young
E r- cc,eL,:-tr-:t r: P,i.s',- r. E: el rrÉr.Lt:.-, la n:sra¿. se encuentra aplicada una carga
p : -pe. :a- ,--.- Sr ritiÉ-ti t: la l4',-:a. L,ts { iad,:s d.e Ia losa. de largo 4{.. están
e:oD otiac ls .
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Desa¡rollo Utilizando 4 eiementos de Kirchhoff cuadrados de tamaño 21. x 2l. como se
muestra en la figura a,nterior, se pide:

(a) [5 puntos] Justifica¡ que sin considerar argumentos de simetría Ia
gados de libertad es 3.

íbl i5 puntm] Justificar que considera-ndo argumentos de simetría la
gradc de libertad es 1.

üar¿ rr EiI -,S cie. prOblem.
(d) i5 puntos] Obtener la reacción vertical en eI nodo 7, R"J, en función de los parámo.

tros del problema.

(e) [5 puntos] Obtener la reacción vertical en el nodo 2, Rr,2, en función de los paráme-
tros del problema.
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. Debido al empotramiento los giros á, de los nodos en los bordes (,horizonta-

les" son nulos; análogamente en los bordes "verticales" 1o,s giros 0, sonnulos,
por tanto se reducen los grados de Iibertad a 1g - 6 - 6: 7.
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d) La reacción vertical en el nodo 1 se obtiene como:
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Matriz de rigidez en coordenadas
Bernoulli de dos nodos.

globales del elemento de pórtico de Euler_
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\Iatriz de rigidez del ere¡nento tria:rgura¡ de tres nodos ícSTr,

E.
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Matriz de rigidez del elemento rectangular de losa de Kirchhoff.
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