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Examen - 10 de diciembre de 2025

Métodos Computacionales Aplicados al Célculo Estructural (2380)
Ingenierfa Civil - Plan 2021

Grupo: Informética

Examen de UNIVERSIDAD
Métodos Computacionales Aplicados al Célculo Estructural (2380) Dt LA REPUBLICA
10 de diciembre de 2025 , (cf‘;g T
Tabla de puntaje (sélo para el uso docente) \:,\‘ Depto. de JCf‘zt\
Ejercicio 1 2 3 | Total kS| DOCL"'”&"‘NU('I“‘;P:\:’E‘;
\w Y Eiblioteca :‘l,
Puntos: 35 31 34 100 \ Sy
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Resultado N

Aclaracién: Todas las hojas entregadas deben estar separadas por ejercicio, numeradas y deben tener nombre,
apellido y documento de identidad. Respuestas incorrectas de verdadero/falso suman de forma negativa la mitad
de los puntos que vale la pregunta y las preguntas miltiple opcién suman -1 punto.

1. [35 puntos] A un estudio de célculo se le pide dimensionar un pértico que sea capaz de sostener
una carga q = —g e, como se muestra en la figura. Asumir que todos los tramos son de un material
con médulo de Young E, coeficiente de Poisson v, drea de la seccién transversal A e inercia I.
Los nodos 1 y 4 estdn empotrados, mientras que el nodo 2 solo tiene restringido el desplazamiento
horizontal y el nodo 3 solo tiene permitido el giro. Considerar que [q] = [N]/[m].
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Desarrollo En todas las partes se debe utilizar un elemento de Euler-Bernoulli de dos nodos

por tramo y el MEF para la resolucién. Sugerencia: utilizar R = a para la resolucion.

(a) [4 puntos] Obtener el sistema de ecuaciones reducido de tamafio 3 x 3 para la estructura. Los
elementos en esta estructura son el 1-2, el 2-3 y el 3-4.
| Soluciéon Todos los desplazamientos nodales son nulos excepto las incégnitas ws, 63 y
63. Definiendo R = A ¢?/I se tiene que el sistema, es:

‘ 121R 6¢ b6¢ W ‘ 1 !
EI '
v 8 oF 02 =—92-€ £/6
Sim. 8 /2 03 0
Sl e L L

(b) [4 puntos] Obtener la reaccién, Ry = (Rg1, R.1, Rg’l)T, en el empotramiento del nodo 1.
Asumir como conocidos los resultados de la parte anterior.
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Solucién De la ecuacién del sistema global para el elemento 1-2 se tiene que las ecua-
ciones para obtener la reaccion del nodo 1 son:

Rea 0 6/
’ EI w
Rgq ‘ 0 20 -

e e —————————————————

(c) [4 puntos] Obtener la reaccién, Ry = (Rz,4, Rz 4, R9,4)T, en el empotramiento del nodo 4.
Asumir como conocidos los resultados de la parte anterior.

'Sot;@cién De la ecuacién del sistema global para el elemento 3-4 se tiene que las ecua-
ciones para obtener la reaccién del nodo 4 son:

Rz 0 0
| Bl ‘
Re-| Raj-—2] 6010 2] I
Rea | 22 —¢/6

e

(d) [5 puntos] ;Serfa conveniente utilizar elementos de 3 nodos en alguno de los tramos? ;En
cuéles si y en cudles no? Justifique su respuesta.

Solucién De la teorfa de Euler-Bernoulli, muchas veces conocida como teoria de vigas,
se obtiene (para vigas con material y seccién uniforme) la ecuacion diferencial:

0* wpp
EIW = —q(x),

‘donde g es una carga perpendicular a la viga y opuesta al desplazamiento vertical w.

De dicha ecuacién se obtiene que si ¢ = 0 entonces wgp es cibica, mientras que si H

’ g # 0 es uniforme se tiene que el desplazamiento wgp es de orden 4. El elemento finito

de Euler-Bernoulli de 2 nodos utiliza funciones de interpolacién ciibicas para w. Por lo
anterior para los tramos 2-3 y 3-4 si es conveniente aumentar el orden de interpolacién.

[ El elemento de 3 nodos de Euler-Bernoulli utiliza funciones de interpolacién de orden

r 5 con lo cual, en principio, es una aproximacién adecuada para funciones de orden 4. J

En el pilar 1-2 no hay cargas externas aplicadas, unicamente se ve afectado por cargas
puntuales en sus extremos. Por lo anterior no es necesario utilizar elementos de alto
orden en ese tramo.

l En conclusién: si, es conveniente utilizar elementos de 3 nodos en los tramos 2-3 y 3-4.

(e) [6 puntos] Se pide obtener la carga critica de pandeo de la mensula que se muestra en la figura
siguiente utilizando un solo elemento de Euler-Bernoulli. Considere las mismas propiedades
geométricas y materiales que en el pértico de las partes anteriores. Aclarar que inercia se usa.
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Solucién La carga critica se obtiene imponiendo que:

(B g B
i B herar | zoil\3edl ;-

por tanto!

304 P% - 104EIZ P +240FE*I* =0,

y consecuentemente:

P= % (13+2v31) %{ :>Pcm=-§(13—2\/§i) Eé;“i“.

e

™o,

Verdadero / Falso:

(a) [4 puntos] No es posible estudiar el problema de pandeo de la mensula de la parte e) del
desarrollo utilizando un elemento de Euler-Bernoulli de 3 nodos (interpolacién polinémica de
orden 5 del desplazamiento vertical).

Q Verdadero Falso

Solucién Si se pueden utilizar elementos de alto orden para resolver problemas de
pandeo y por tanto la expresién es falsa. :

s —————————————

(b) [4 puntos] De utilizar dos elementos de Euler-Bernoulli de 2 nodos por tramo en el pértico
del desarrollo se obtienen doce frecuencias naturales al analizar la estructura.

Verdadero Q Falso
PR

Solucién Se obtiene una frecuencia natural por cada grado de libertad libre. Cada
elemento aporta 3 grados de libertad por el nodo intermedio, esto es: 9 grados de
libertad libres. Luego se deben sumar los 2 grados de libertad del nodo 2 y otro del
nodo 3. En conclusién son 943 = 12 grados de libertad libres y por tanto la afirmacién
es verdadera. '

s S

(c) [4 puntos] Si tenemos cargas dindmicas ciclicas sobre una estructura es importante verificar
que la frecuencia de dicha carga no sea igual a ninguna de las frecuencas naturales de la
estructura para evitar el fenémeno de resonancia.

Verdadero Q Falso
| Solucién La afirmacién es verdadera, ver apunte del curso. J

2. [31 puntos] A efectos de realizar un primer dimensionado estructural de una fundacién se decide
adoptar el esquema planteado en la figura. Se asume que la profundidad, ¢, de la fundacién (segin
eje e,) es uniforme y mucho mayor a las restantes dimensiones. Asuma que toda la fundacién es
de material de médulo de Young E y coeficiente de Poisson v. En funcién de las caracteristicas
de la cimentacién se consideran apoyados los tramos entre nodos 4-1, 1-2, 2-3 y 3-6. El resto de
los nodos no presentan restricciones de desplazamiento. Sobre la fundacién actia la carga P que
se presenta en la figura.
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Soiuc;én Debldo a que la dimensién en e, es mucho mayor que en las otras dos se puede
asumir estado plano de deformaciones (EPD). Por lo anterior es necesario redefinir los

parametros materiales: E = E/(1 — 1/2) yv=v/(l-v).

Desarrollo

(a) [4 puntos] Obtener los desplazamientos nodales de la estructura para la malla a) y la reaccién
en el nodo 1: Ry = (Rg1, Ry,1)-

Solucién El tinico nodo que tiene desplazamientos no nulos es el nodo 5. Ademds por
la simetrfa del eje 2-5 se tiene uz = O m. Se obtiene que el sistema de ecuaciones es:

¢ P P
o C C oot I AL ::;} e e
5 (Coz + Ca3) vs 5 i)

El desplazammnto de los nodos 1, 2 y 4 son nulos, por tal motivo la reaccién del nodo
les: Ry = (0, 0)N.

(b) [6 puntos] Obtener los desplazamientos nodales de la estructura para la malla b) y la reaccion
en el nodo 1: Ry = (Rx 1, Ry 1). Comparar con la parte anterior.

e e e

Solucién El umco nodo que tiene desplazamientos no nulos es el nodo 5. Ademads por
la simetria del eje 2.5 se tiene us = 0m. Se obtiene que el sistema de ecuaciones es:

.
t(Coo + C33)’

donde se obtiene el mismo desplazamiento que en la parte anterior.

La reaccién del nodo 1 es:
t ( Cia + Cs3 )
0 Us,

t(Ca + C33) s =5 =

2
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(c) [4 puntos] Obtener los desplazamientos nodales de la estructura para la malla ¢) y la reaccién
en el nodo 1: Ry = (Ry,1, Ry,1). Comparar con las partes anteriores.

Solucién El tinico nodo que tiene desplazamientos no nulos es el nodo 5. Ademés por
la simetria del eje 2-5 se tiene us = O m. Se obtiene que el sistema de ecuaciones es:

3 F

p - :
-(C22+(333)115 = 57U —M’

2

. donde se obtxene un desplazamlento distinto al de la parte antermr, de hecho es 3 / a1
veces lo que los desplazamientos de a) y b). ) DE TN
La reaccién del nodo 1 es:

" ( Rz ) - ____t__ ( 3 (C12 + Cs3) )05
- - 2(Cop +C ’ L
&1 ( 2 33) i . T

donde no se obtiene el mismo resultado que en la parte anterior. Ademés aqui aparée&.W o
una reaccion en y.

Depre] de <\
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(d) [5 puntos] Se pide obtener el desplazamiento up = (up, vp) para el punto P cuyas coorde-
nadas son (zp, yp) = (4, £) en todas las mallas. Considerar el centro de coordenadas en el
nodo 1: (z1, y1) = (0, 0)m.

So!uuén A contmuamén se describen los resultados para cada malla:

a) En este caso los desplazamientos del elemento 1-2-4 son todos nulos por tanto
: como el nodo P es el punto medio del tramo 2-4 su despla.zamxento es nulo. Se
puede pensar también con el elemento 1-2-5 ya que el desplazamiento del nodo
P podria depender de vs, sin embargo la funcién de interpolacién de ese grado
de libertad, Ns, vale 0 en el tramo 2-4.

b) Desde el elemento 1-2-5 se puede obtener el desplazamiento como:

1
GEr oy U Om,
donde lo tltimo se puede obtener con la misma interpolacién o se puede inferir
_que sucede porque todos los desplazamientos en z son nulos. El 1/2 se puede
obtener sin realizar cuentas ya que el punto que se busca esta en el punto medio
entre 1-5 y por tanto cada los nodos 1 y 5 aportan 1/2 cada uno solo quev; =0m
por restricciones de apoyo.

c¢) En este caso el punto donde se quiere evaluar es (&, n) = (0, 0) para el elemento
1-2-5-4. Por tal motivo el despalzamiento se obtiene como '

L 1 1
-vp=Z(0+1)(0+1)v5?sz Yy up=0m

Este caso también se podia pensar que como el punto P esta en el centro del

elemento entonces el desplazamiento allf se obtiene aportando 1/4 cada. uno de
los nodos '

Verdadero / Falso:

(a) [4 puntos] Las tensiones de la estructura en el elemento 1-2-4 utilizando la malla a) son nulas.

sh3
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Verdadero Q Falso

~ Solucién Como todos los desplazamientos del elemento 1-2-4 son nulos entonces las
deformaciones dentro del elemento son nulas, consecuentemente las tensiones son nulas
y por tanto la afirmacién es verdadera.

(b) [4 puntos] En caso de eliminar el apoyo en ambos sentidos en el nodo 4, el minimo nimero
de grados de libertad a determinar para resolver el problema es 4 para todas las mallas
presentadas.

Verdadero O Falso

‘Solucién Al quitar el nodo 4 se pierde la simetria de la estructura y por tanto la
cantidad minima de grados de libertad a resolver es 2 + 2 = 4.

e

(c) [4 puntos] De solicitar lo mismo que en la parte a) del desarrrollo para el siguiente esquema
de apoyos y cargas la solucién serfa la misma que la obtenida en esa parte del desarrollo. y& ify

S VI )

Solucién Las cargas en los nodos 4 y 6 no producen desplazamientos ni afectan las
reacciones en en el nodo 1. Por lo anterior la afirmacién es verdadera.

3. [34 puntos| Sea una losa cuyos lados miden £ = 2m, ver figura. Asumir que el material es hiper-
eldstico y uniforme cuyo médulo de Young es E = 30 GPa y el coeficiente de Poisson es v = 0.2.
Sobre la losa actia tnicamente una carga de superficie ¢ = —ge,, donde ¢ = 20kN/ m?. El espesor
de la losa es uniforme ¢ = 0.20 m. Los bordes 2-3 y 4-7 estdn empotrados, los bordes 1-2, 1-4, 3-6
y 7-8 estdn apoyados, y los bordes 5-6 y 5-8 son libres.
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Desarrollo En todas las partes se debe utilizar el MEF y elementos de losa de Kirchhoff de 4
nodos.

(a) [5 puntos] En lo que sigue se pide justificar su respuesta en cada caso. Para la estructura de
la figura y la malla presentada se pide indicar:

i) [1 punto] Los grados de libertad de la estructura sin considerar simetria ni las restricciones
cinematicas.
ii) [1 punto] Los grados de libertad libres de la estructura sin considerar simetria pero si las
restricciones cinemaéticas.
iii) [3 puntos] La cantidad minima de grados de libertad libres considerando la simetria y
las restricciones cineméticas.

Solucién i) La cantidad de grados de libertad total de la malla es 8 - 3 = 24.

ii) Se debe restar 3 grados de libertad por cada nodo que esta empotrado, por tanto:
24 —4-3 = 12. Luego se deben restar los grados de libertad w1, ws y wg por estar
- restringidos por los apoyos, por tanto se tienen 12 — 3 = 9. Por ser elementos

de Kirchhoff se tiene que en los apoyos el giro paralelo al apoyo es nulo, esto es

a
O = Y _ 0rad donde ¢ es la coordenada sobre el apoyo. Por lo anterior es

posible decir que: 0,1, 0y,1, 0y 6 y 02,8 son nulos y consecuentemente la cantidad
de grados de libertad libres es: 9 — 4 = 5.

~ iii) Si dividimos la losa por el eje de simetria 1-5 se tiene que el giro ;6 = Oys y
que 0, 5 = 0,5, consecuentemente los grados de libertad libres son: 5 —2 = 3. En

resumen los grados de libertad libres son: - Q\Z:“F:;'\
< Usplo de :

ws, Oz5 ¥ 0Ozp, - A

f Documentacidn \jj\ |

7’ - e B ;

donde los demés grados de libertad son nulos excepto por: Vg e nuoteca
LAk - 4

Y RGO - vaﬁ“%j
0y,5 - 0:2’5, y 03(,8 == 0:1;,6- Thn *«g‘"‘f

i

(b) [7 puntos] Obtener el sistema de ecuaciones reducido que permite obtener las incégnitas
cinematicas del problema de la estructura.

Solucién Sin considerar las condiciones de simetria el sistema reducido es:
9@2v-27) 3(Mw+1l) 3@4v+11) 3w-11) 3r-11)

7 / £ o L
: 144 — 24v —30v 2v + 18 0
D
K=-"— 144 — 24v 0 2v + 18
307 :
Sim. 48 — 8v 0
48 — 8v

donde KU = F, siendo

U = (’w5 03:,5 0y,5 01‘,6 93/,8 )T’

w0l -8 i3 ia g

w.
[

313
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De considerar las restricciones de la simetria se obtiene un sistema reducido de 3 x 3:

_%?f,??"__z_l) . —24v-66 66 — 61 Ws ‘ 4 %“a,,,
1 33 8y B 9 b5 [ = qC| 43 \
B3  Uwr9 -8lw-6) ) \bus ~£/3

(c) [ puntos] Asumiendo conocida la solumon de la parte anterior se pide obtener la reaccién
en el nodo 1: R1 (Rz e Rgz,l, ng, ) .

Soluc;on Con la ecuacién del elemento 1- 2—5 4 se puede obtener un cuarto de la reaccién
en. el pllar » ~

Rz, . —6”;9‘“ w+12 w12 ws

1. D 2
Rem,l | w2 w0 b:5 | +qt
Re,,,l . & 0 “2€(y-6) /] \ D5
y Sl se. con31dera Ia restmccmn de mmetma, se tiene:

m(6u+9

—3v 12 -2(v—6)

61/—1- 24

3y 12 2y - 6)

(d) [5 puntos] ;Qué tamafio tendrfa el sistema reducido si no existieran los bordes apoyados y
fueran bordes libres?

Solucién Si no existieran los bordes apoyados y fueran libres entonces los desplazamien-
tos verticales wy, wg y wg no serfan conocidos. Adem3s no se tendrfa la restriccion de
giro por ser losa de Kirchhoff y 0.1, 04,1, 0y,6 ¥ 02,8 no serfan conocidos. Nuevamen— A
te por la simetrfa seglin 1-5 se puede decir que 0y1 = 031, Oy5 = Oc5, 08 = Oyp,
Oys = 6 y wg = we. De todo lo anterior la cantidad de grados de libertad libres
serfan: 24 — 4.3 — 5 = 7, siendo ellos:

w1, 9:1:,17 Ws, 6@5, We, 9(1!,6 Y 69,69

donde los demds grados de libertad son nulos excepto por:

6:!{,5 = ‘9:1:,57 91:,8 = 'ey,'ﬁéi‘:’ 'vvgy,S - 0:'75“,6"" Yy wWg = Ws.

Gy 0y,

Verdadero / Falso:

(a) [4 puntos] De utilizar elementos de Kirchhoff en una losa cuya malla tiene n nodos donde se
verifica que w; = 0m Vi = 1, 2, 3, ..., n, entonces el desplazamiento w(z,y) = 0m para todo
punto (z,y) de la losa.

Q Verdadero Falso

9[17
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ros de la estructura por ser elementos

Solucién El desplazamiento w depende de los gi
pudiendo ser no nulos. Por lo anterior

de Kirchhoff, los cuales desconocemos como Soil,

‘ ’ la afirmacion es falsa.

(b) [4 puntos| El elemento finito que se desprende de la teorfa de losa de R
un efecto de bloqueo y por tal motivo se incluye el pardmetro o en

modificar el cortante.

Q Verdadero

Solucién Este elemento finito si tiene un
pardmetro a para modificar el cortante no
curso. De lo anterior la afirmacién es falsa.

eissner-Mindlin tiene

su formulacién para

Falso

efecto de bloqueo pero la utilizacion del
tiene que ver con ese efecto, ver apunte del

(c) [4 puntos] Al igual que en la teorfa de Kirchhoff, en la teorfa de losa de Reissner-Mindlin no

se considera la deformacion por cortante.

Q Verdadero

Solucién En la teorfa de losa de Reissner-Mindlin si se considera la deformacién por
~ cortante, ver apunte del curso. De lo anterior la afirmacién es falsa.

Falso

i

N Montevideo - Uniguay /’f
“ S
e
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P

Elemento de viga de Euler-Bernoulli de dos nodos.

w1 w2
12 &
O- —0
>
w1 12 6212 6¢
I
1 EI 4021 —64 202 1
e = , KOe=—|-----—"- T E ,G® = —
" 03 | 12 —6¢ 307
0y Sim. ! dz

Elemento de pértico 2D de Euler-Bernoulli de dos nodos.

€e,, 2z, W
ezc,7 zG7 wG “ !

X sipnigvideo - UV

eyc, y Ya .

%
i

eﬁ}‘(;) wG) uG

El cambio de coordenadas y el sistema de ecuaciones en coordenadas globales es:

. T
K%Ug?zF(g) siendo U%?:(ulc wy, 61 uz, wa 62) ,

donde UE=QUY con Q:( i OM> y le(c »S>,

O2x2 Q s ¢
A2 , 2
K1 Ky —6fs,—K; —K; —6/{s Ky = —— & +125%
|
Ky 6fci—Ky -Ks 6Lc AL
3 g: 2 3 , K2:<———12> cs,
ET 40" 64s —6Lc 2
K%’@ 6—3 ————————— = m === = = - ) A2
| K Bz Gks K3=—1.—32+12027
|
s i Ky —6tc s =sen(a),
| 4£2
c=cos (o).

fot
2

f=f.0,, FP, = (—s ¢ £/6 —s ¢ —£/6)" donde [f.] = [N]/[m].

1043
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Elemento triangular de tres nodos (CST).

X3

3
=

(1)=( Ny = ( 8 )e- ()= (oo )

N =1, NaEm =& Nal&m=m Ni@y)=ggthota),

@ = Tays—Taya, G2 = T3y Ty a3 = T Y2 — T2 Y1,
b1 = Y2—U3 by = Y3 — Y1, by = Y1— Y2,
c1 = T3 — T2 cp = T1— I3, c3 = T2 — 1

Kin Ko Kis
KOU®=F° K®=| Kau Kz Ko

T
L UO=(w v u v uz V) >
Ka1 Kz Ka3

t b; bj Ci1+c Cj Cas b; Cj Cia+ ¢ bj Cs3
donde K;; = 1A y Cij son las entradas de:
4 cibj Ci2 + bicj Css i Cj Co2 + bi bj Css
i E ? 8 para EPT: E=E, v=v,
= 1%
= 1—72 1-7 |’ donde para EPD: E = P .
0 0 5 1—v2’ 1-v
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u o\ _( Ni O [z _ (05 (z1+z2)+al
(’l))_(Nl N, Ngj N4)U©7N1—( 0 N¢>’r(£’n)_<y>_<0.5(y1+y4)+b77>’

1 T
Ni(& n) = T €E+&) Mm+mn), UP=(wuy v uz vy ug v3 ug vg)
7't
2014  aze 1 da
_____ 2a25 | bes__ dos_
I 2a14
t |
KeUu® — @ KO= - " |ec=ccooc ..
o ’ 12 A :
I M=
Sim. |
|
aij = aitaj, by = ai—ay,
a1 = 8b2Cu, az = 8a%Ca,
as = 8a?Csz, a5 = 8b*Css, ag :

A\ '
“wcmov\ceo - Urugusyy

donde A es el drea del elemento y C;; son las entradas de: B
= (17 O EPT: E=E 7=
E 7 1 0 para : = . V=V,
C= —5 £ _ |, donde _ E v
1-7 0 i={ para EPD: E=——, 7= .
B 1-vw 1—v

Elemento rectangular de losa de Kirchhoff de 4 nodos (MZC).

€y, Y, U

e,, 2, w
€;, T, U 2b

—0; ey

0, e

w =NwU©a Nw = ( Nw,l Nw,2 Nw,3 Nw,4 ), Nw,i = ( N; aﬁi bﬁi ),

o _(x\ _ [ 05(x1+x2)+al . )
donde utilizando que r(¢, n) = < v ) = < 0.5 (41 + ya) + b7 se tiene que:

Ni(&m)=31+&OA+mn) 2+ &E+mn—£& —n?),
Ni¢,m) =3 (-1 (E+& L+mn), Ni(g, n) = L =) (+m) A +&E) vy

T
UC=(w 0p1 0,1 w2 02 Oyo w3 03 Oy3 wa Oga Oya ) .

E

KeU®=F® K®=D(K;+Ky+Ks+K P e
5 (1+ 2+ K3+ 4) con 12(1—1/2)’

4 7//.43
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6 6a 0, —6 6a 0 -3 3a 0, 3 3a O
842 0' —6a 4a® 0)-3a 2d® 0,3a 4a? 0
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