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Examen - 25 de febrero de 2025

Métodos Computacionales Aplicados al Célculo Estructural (2380)
Ingenieria Civil - Plan 2021

Grupo: Informética

Hamen. deo UNIVERSIDAD
Métodos Computacionales Aplicados al Calculo Estructural (2380)  DE LA REPUBLICA
25 de febrero de 2025 URUGUAY

Tabla de puntaje (sélo para el uso docente)

Ejercicio 1 2 3 Total
Puntos: 36 30 34 100
Resultado

Aclaracién: Todas las hojas entregadas deben estar separadas por ejercicio, numeradas y deben tener nombre,
apellido y documento de identidad. Respuestas incorrectas de verdadero/falso suman de forma negativa la mitad
de los puntos que vale la pregunta y las preguntas multiple opcién suman -1 punto.

1. [36 puntos] A un estudio de cdlculo se le pide dimensionar un pértico que sea capaz de sostener
una carga —g e, como se muestra en la figura. Asumir que todos los tramos son de un material con
moédulo de Young E, coeficiente de Poisson v, drea de la seccién transversal A e inercia I. Los nodos
1 y 4 estdn empotrados, mientras que los nodos 2 y 3 solo tienen restringido el desplazamiento
horizontal. Considerar que [g] = [N]/[m].
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Desarrollo En todas las partes se debe utilizar un elemento de Euler-Bernoulli de dos nodos
2

por tramo y el MEF para la resolucion. Sugerencia: utilizar R = —— para la resolucion.

(a) [7 puntos] Obtener el sistema de ecuaciones reducido de tamafio 2 x 2 para la estructura. Los
elementos en esta estructura son el 1-2, el 2-3 y el 3-4. Sugerencia: definir L = 2¢ y dejar
todo en funcion de L.

e T—s e

Solucién En esta estructura las incognitas, sin considerar la simetrfa, son ws, 62, w3 y
3. Por la simetria se tiene que w3 = ws y 03 = —0,. Definiendo R = A L? /I se tiene
que el sistema sin considerar la simetria es:

12+2R 6L -12 6L wo 1
El 2 -6l 217 g1 oLl L8
I3 12428 6L ws |9 1 ’
Sim. 1217 03 —~L/6

1)m
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donde utilizando la simetria se tiene:

2R 0 1

Erfl 0 WL wry  aqlL| Lj6

2R 0 (92 )‘ 4 1
0 -—10L? ~L/6

Es facil ver que la cuarta ecuacién es opuesta a la segunda y la tercera es igual a la
primera, por tanto:

El{an -4 we'y gl f | : i E#
F( 0 1OL2><02>——2 <L/6)’ G e

(b) [6 puntos] Obtener la reaccién, Ry = (Ry4, Rz 4, R9,4)T, en el empotramiento del nodo 4.
Asumir como conocidos los resultados de la parte anterior.

i

\
Solucién De la ecuacién del sistema global para el elemento 3-4 se tiene que las ecua-

ciones para obtener la reaccién del nodo 4 son:

Rm,4

0 6¢ 2
Ri=| Ru | = %{ ~H 0 ( 1;’3 ) donde R= éfe—.
R4 0 21 :
L )
(¢) [7 puntos] Suponga que se considera el peso propio b = —pge;. jSeria conveniente utilizar
elementos de 3 nodos en alguno de los tramos? ;En cudles si y en cudles no? Justifique sU ...
respuesta. o DEIVEN

\

Solucién De la teorfa de Euler-Bernoulli, muchas veces conocida como teoria de v1gaé i
se obtiene (para vigas con material y seccién uniforme) la ecuacién diferencial:
0* wgp
EI = —q(z

donde ¢ es una carga perpendicular a la viga y opuesta al desplazamiento vertical w.
De dicha ecuacién se obtiene que si ¢ = 0 entonces wgp es cibica, mientras que si
g # 0 es uniforme se tiene que el desplazamiento wgp es de orden 4. El elemento finito
de Euler-Bernoulli de 2 nodos utiliza funciones de interpolacién cibicas para w. El
peso propio se puede modelar como una carga uniforme, con lo cual para la viga 2-3
tiene un rol similar al de la carga allf aplicada y por tanto si es conveniente aumentar
el orden de interpolacién. El elemento de 3 nodos de Euler-Bernoulli utiliza funciones
de interpolacién de orden 5 con lo cual, en principio, es una aproximacion adecuada
para funciones de orden 4.

En los pilares la carga del peso propio no produce flexién, ya que actia paralelo al
eje del pilar, sin embargo si que afecta la solucién que se obtiene del elemento de
barra. El elemento de 2 nodos de Euler-Bernoulli utiliza interpolacién lineal para el
desplazamiento axial. Sin embargo, por la ecuacién de Navier:

o UNavier
0 z?
sabemos que si la carga b no es nula el desplazamiento unavier 1O €8 lineal. En el caso
de b uniforme (como el peso propio) se tiene que unavier €8 parabdlica y por tanto
es conveniente aumentar el orden de interpolacién. El elemento de 3 nodos de Euler-

Bernoulli utiliza interpolacién cuadrética para el desplazamiento axial.

EQ + b(z) =0,

En conclusién: si, serfa conveniente utilizar elementos de 3 nodos en todos los tramos.

2/44



Pagina: 3. Nombre: C.I:

(d) [4 puntos] Escriba el desplazamiento vertical, segin e;, para cualquier punto del elemento
1-2. Asumir como centro de coordenadas el nodo 1: (z1, z1) = (0m, Om).

s — e

TRt e ppsscis s am—
Solucién El desplazamiento vertical del elemento 1-2 es:

w(y) = —%wg, con z €[4 0] i

-« @

Verdadero / Falso:

(a) [4 puntos] Si £ > h es recomendable utilizar elementos de Timoshenko, sin importar el tipo
de integracién que se utilice.

Q Verdadero Falso

Solucién Si £ > h la vxga es esbelta con lo cual el efecto de bloqueo por cortante
es importante si se utiliza el elemento de Timoshenko con integracién exacta. Por lo
anterior no es recomendable utilizar integracién exacta y por tanto la expresion es
falsa.

—

(b) [4 puntos] Usando un elemento de Euler-Bernoulli de 2 nodos por tramo y sin considerar la
simetrfa del problema, se obtienen cuatro frecuencias al analizar la estructura.

Verdadero Q Falso

Solucién Por lo ya visto en la parte a) del desarrollo, el sistema sin considerar la simetria
es de 4 x 4 con lo cual se obtendrian cuatro frecuencias naturales y consecuentemente
la expresion es verdadera.

(¢) [4 puntos] Suponga que la carga q depende del tiempo de forma lineal durante los primeros 2
minutos y luego es nula. Para que no haya resonancia debemos verificar que la carga méxima

g no supere un cierto valor ¢msx @ determinar. Ay

O Verdadero Falso

e e — —_— e

e

el

Solucién Esto no es lo que se debe verificar para que no exista resonancia. En particular
para que exista resonancia la carga externa debe ser periddica.

2. [30 puntos] A efectos de realizar un primer dimensionado estructural de un puente se decide adoptar
el esquema planteado en la figura. Se asume que el ancho del puente (segin eje e,) es mucho
mayor a las restantes dimensiones. Asuma que todo el puente es de material de médulo de Young
E y coeficiente de Poisson v. En funcién de las caracteristicas de la cimentacién se consideran
solamtene apoyados los tramos inferiores entre nodos 1-2 y 4-5. El resto de los nodos no presentan
restricciones de desplazamiento. Sobre el puente actian cargas como se presenta en la figura.

2P P 2P 2P P 2P
| } |
€y, Y, U
ey, 2, W
®

€z, T, U 4

. D

£ o
brs
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Solucién Debido a que la dimensién en e, es mucho mayor que en las otras dos se puede
asumir estado plano de deformaciones (EPD). Por lo anterior es necesario redefinir los
pardmetros materiales: E = E/(1 —12) y v = v/(1 — v).

4

Desarrollo

(a) [5 puntos] Utilizando los elementos bidimensionales que se muestran en la figura, ;cuél serfa
el tamaro del sistema reducido sin considerar la simetria del problema? ;y considerando la
simetria?

{

e

Solucién Sin considerar simetria existen 4 nodos con dos grados de libertad libre
(nodos 3, 6, 7 y 8) y todos los demés tienen sus grados de libertad restringidos. Por
lo anterior el sistema es de tamafio 8 x 8.

Si se considera la simetria del eje 3-7 se tiene que ug = —ug y vg vg. Ademds
uz = u7 = 0m ya que los nodos 3 y 7 estdn en el eje de simetria. Por todo lo anterlorn
quedan tnicamente 4 grados de libertad libres: v3, ug, vg y v7. De lo anterior se tlgnefp

que el sistema es de tamafio 4 x 4. g

».ﬂ

i+
§

EE—— . x {’}ns
% A
(b) [8 puntos] Considerando la simetrfa del problema se pide obtener el sistema reducidos” Y el

~

Solucién Para obtener el sistema reducido se considera la mitad izquierda de la es-
tructura imponiendo apoyos fijos segin e, para los nodos 3 y 7. Adem4s en el nodo 7
actlia la mitad de la carga. El sistema de ecuaciones reducido es K U = F donde:

4(Coo+C33) 3(Cio+ C33) —2(Con+ Csz) 2(C3z—2Cao)

- t 4C11 +10Cs3 —3(Ci2+ Cs3) 3(Caz — C12)
2 4C33+10C  2(Ca2 —2C33) |’
Sim. 4 (Cag + C33)
T \T
U=(v3 us v6 1) 3y F= (0 0 2P —P/2)

Otra forma de ordenar la solucidn es:

4(Co2 +C33) 2(C33 —2Cp) 3(Cr2+Css) —2(Coz+Cas)

w 4(Coz+C33) 3(Caz—Cia) 2(Cop~2Csa)
12 4C11+10C33 —3(Cia + C33)

Sim. 4C33 + 10Co0

y F=(0 PO 0 3P)

U=(’U3 Vr Us UG)T

(c) [5 puntos] Asuma como conocidas las incégnitas cineméticas de la malla utilizada y obtenga
la reaccién vertical, Ry 1, del nodo 1.

Solucion La reaccién vertical en el nodo 1 es:

t Cs3 ug

Ryvl = 2

i

Dgpt

\ Montevideo - Uruguay

bc
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Verdadero / Falso:

(a) [4 puntos] Las deformaciones en el elemento cuadrildtero conformado por los nodos 2-3-7-6,
obtenidas a partir de la matriz B que contiene las derivadas de las funciones de interpolacion,
son uniformes en todo el elemento.

Falso Q Verdadero

Solucién En el elemento cuadrildtero de 4 nodos las funciones de interpolacién son

bilineales y por tanto las matriz B no es uniforme. Consecuentemente las deformaciones
del elemento no son uniformes.

(b) [4 puntos] En caso de eliminar el apoyo en ambos sentidos en el nodo 4, el minimo nimero
de grados de libertad a determinar para resolver el problema es 6.

Q Falso Q Verdadero

Solucién Al quitar el nodo 4 se pierde la simetria de la estructura y por tanto la
cantidad minima de grados de libertad a resolver es 5 x 2 = 10.

(c) [4 puntos] Ante el siguiente esquema de apoyos y cargas la cantidad de grados de libertad a
determinar es igual a la de la configuracién original.

€y, Y, v
e, zZ,w
®
eI) x’ u %
o o
VA RO
Q Falso Q Verdadero {5 Depto.de -

%
Solucién Esta afirmacién es verdadera ya que se mantiene la misma simetria que lav- |y Elblicteca &
conﬁguracién original. \‘i hntevideo - Urui'uif&/v

g s’

2B,

7 8. 2P

. [34 puntos] Sea una losa cuyos lados miden 4¢ = 8m, ver figura. Asumir que el material es
hiperelastico y uniforme cuyo médulo de Young es E = 30GPa y el coeficiente de Poisson es
v = 0.2. Sobre la losa actiia tinicamente una carga de superficie q = —qe,, donde ¢ = 20kN/m?.
El espesor de la losa es uniforme ¢ = 0.20 m. Los bordes 1-7 y 3-9 estdn empotrados, y los bordes

1-3 y 7-9 son libres. En el eje 2-8 existen tres pilares (nodos 2, 5 y 8) que estdn articulados e
imponen descenso nulo a la losa.

.y

- - .- — o - T O

4¢ 4 5 e

- - = = = - 10 32 (53
T,

n

O

)




Pégina: 6. Nombre: C.I:

Desarrollo En todas las partes se debe utilizar el MEF y elementos de losa de Kirchhoff de 4
nodos. :

(a) [7 puntos] Obtener las incégnitas cinematicas de la estructura de la figura.

Solucion Por las condiciones de contorno se tiene qﬁe e = Um pars 1 =
{1,2,3,4,56,7,89) y0,;, = 0,, — Orad para i = {1,3,4,6, 7, 9. Por Ia si-
metria con el eje 2-8 y por pertenecer los nodos 2, 5 y 8 a dicho eje se tiene que
0z, = 0m para i = {2, 5, 8}. Andlogo a lo anterior se tiene que 6, 5 = 0m. De todo lo
anterior las Unicas incégnitas es 6,5 ya que por simetria y 0,5 = 0y 5.

El sistema reducido y la solucién es:

Et3(6-1v)
15(1 — v?)

Oy2 = —qf = 0,0 = —1.66 x 10> rad.

(b) [7 puntos] Obtener las reaccién segiin e, en el pilar 5: R..5-

Solucién Con la ecuacién del elemento 1-2-5-4 se puede obtener un cuarto de la reaccién
en el pilar:

Ris Ef (114

’ 2
L Dbt

y por tanto:

R, 5 = 394.48kN.

(c) [7 puntos] Obtener la reaccién, Ry = (R:1, Ro, 1, ng,l)T, en el nodo 1.

ez comarcem, —_— s

Solucién
e 3-3v .
E¢ (
R = 0 9 ] /3
0,1 90 (1 - IJ2) / k ‘ y,2 + ¢ / ’
ngl 3€+2£l/ - f/g

y sustituyendo se tiene

' B 74.48kN
' B |- | sannee
. 37.70kNm

— e

(d) [5 puntos] ;Qué tamario tendrfa el sistema reducido si no existieran los pilares exteriores? (si
el del punto medio de la losa).

Solucién Si no existieran esos pilares se agregarfa tinicamente el desplazamiento vertical
del pilar del nodo 2 (ya que ws = ws por simetria) y en conclusién el sistema es de
tamano 2 X 2. Se considera vdlida la respuesta de que el sistema reducido es de 3 x 3
por agregar wo Yy ws sin considerar la simetria. ,

S SEE. - S S_—

Verdadero / Falso:
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(a) [4 puntos| El elemento finito que se desprende de la teoria de losa de Reissner-Mindlin nunca
tiene un efecto de bloqueo.

O Verdadero Q Falso
l Solucién Falso, ver apunte del curso.

(b) [4 puntos] En la teorfa de losa de Reissner-Mindlin se considera la deformacién por cortante.

Verdadero Falso =

Solucién Verdadero, ver apunte del curso.

1/ %
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25 de febrero de 2025 DE LA REPUBLICA
URUGUAY

Elemento de pértico 2D de Euler-Bernoulli de dos nodos.

€z, 2, W

€2:5 2y We

eyc ) yG U2G

e:l:(;: Tg, Ug

El campo de desplazamientos u en coordenadas locales es:

w Niu O 0 Nayw O 0 N
( > = o 4 — ¢ |U® o
w 0 Nl,w Nl,w§ 0 N27w N27w§
N _1-¢ N 1 23 3 N . 1—€&—g24¢3
1#(5) -~ T 9 1,w(§> = 4 ( £+£ ) ’ 1,w(£) 4 ( g 5 +§ ) )

Noul®) = L8, Mou(© =S (2+%-6), Fan(@=3(1-E+€+6).

El cambio de coordenadas y el sistema de ecuaciones en coordenadas globales es:

. T
K%DU(G@:F%? siendo U©=(u1G wi, 01 uz, wa 92) ,

022 Q 5 €
A2 5
K Ky —Gfsi—Kl —Ky —6/s K1:-I—C + 12 5%,
|
K 64ct —Ky —K: 6/ /2
3 C: 2 3 c K2:('14____12)CS7
EI 402" 60s —6Lc P I
K©:___ | ,
¢ I e e e il ) Al 2 .
. K Ko 6¢s K3:_I_S +12¢2,
|
s | e =tke s =sen (a),
| 4€2
¢ = cos(a).

f= {0, F%G = (—s c £/6 —s c —/6 )T donde [f,] = [N]/[m].

3 ay
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Elemento triangular de tres nodos (CST).

(2)=m m wywene= (5 )= (5) = (B M Ty ).

1
N1(§7 77):1'—5_77) N2(§> 77)=§> N3(§a "7):777 Ni(x7y):ﬁ(ai+bim+ciy)a

ay = T2Y3 — T3Y2, ay = T3Y1 — T1Y3, a3 = T1Y2 — T2Y1,
by = y2—us, b = y3—u, b3 = y1— Y2,
1 = T3 — X2 C2 = X1 — T3, c3 = T2 —T1-

Kii K2 Kis .
KOU®=F®, KO=| Ky Ko Koz |, U®=(ws v1 uwg vz us v3) ,
K31 Ki Kass

¢ bibjCi1+cicjCs3  bicjCia +cibjCas

donde K;; = 1A y Cij son las entradas de:
Ci bj Cia + b; Cj Css C; Cj Cog + b; bj Css
z (L7 0 para EPT: E=E, T
C = = v o1 0 _ |, donde _ E v
1-v 1l=7 para EPD: E= ——, U= u
00 5 1— 2 1—v

Elemento rectangular de cuatro nodos.

<
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(Z)Z(Nl N, N N4)U©3Ni:<]:)7i Jg>7r(&n):(x>:<0.5(m1+x2)+a5)’

i Yy 0.5 (y1 +ya) +01n
1 ‘ ; T
Ni(§, m) = 16 E+€)(m+m), U®=(u vi ug vo us v3 ug vg) . “‘
T 't
2014 asg: dan bzs 1 —aia —ase dia g3
_____ 2025 | bes _ dys, —ase —azs bss __ds2
! 2a14 —ase ! dig b3 | —a  as6
t 2a b dso asg —ass
K@ U® = F@ ©@_ - |._______ Io____ %925, V63 52 - R
v B 124 : | 2014 aze, da bss
| | |
| I
| |
| I
aij = ai+a; by
a1 = 8bCi, ag = 8a?Co, a3 = 3AC,
sy = 8(12 633, as = 8b2 C33, ag = 3AC33
donde A es el drea del elemento y C;; son las entradas de:
E 1 v 0 para EPT: E=F, vT=v,
€'= = vl 0 _ |, donde _ E v
1-v 0 1-7 para EPD: E = 5, U= .
5 1—v 1—v

Elemento rectangular de losa de Kirchhoff de 4 nodos (MZC).

w = Ny, U©a Ny = ( Nw,l Nw,2 Nw,3 Nw,4 )) N'w,z' = ( N; G,Wi bﬁz ) )

(i 0.5 (z1 + x2) +af .
donde utilizand —( ") = t :
onde utilizando que r(§, n) ( y ) ( 0.5 (y1 +ya) +0n se tiene que

Ni(&,m)=3Q+&OA+mn) 2+&E+mn—E—n?),
N, m=1(-1)¢E+& 0+mn), NEmM=1@-1)m+n)A+&E) vy

T
UC=(w 01 Oy1 w2 o2 Oy2 ws o3 Oyz ws Oza Oya ) .

Et3

KOUu®—-—F® K®=D (K;+Ky+K3+K D e
: (K1 +Ky+ K3+ Ky) con =)

Ao | 11
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6 6a 0, -6 6a 0 -3 3a 0, 3 3a O
8a? 0! —6a 4a®> 0,-3a 2a> 0,3a 4d® 0
_______ o O G@y b @ 0Le B0
.6 —6a 01 3 —3a 0,-3 —3a O
: 8a2 0,-3a 4a®> 0)3a 2a® 0
b ! 0' 0 00 0 00
Ki=ga| 7 T 176 62 06 —6a 0 |
: Simétrica 8 a? 0: 6a 4a? 0
! - | 0! 0 0 0
________ ot o e S e e i e
| : . 6  6a 0
: | : 8a2 0
| I [ 0
(6 0 6bi 30 3by -3 0 3b, —6 0 6b
0 0,00 0, 0O 0, 00 0
8b213b 0 4b* ' -3b 0 2621 —6b 0 4b?
"""" *"6°0 6b1 -6 0 65 -3 0 3b
' 0 0, 00 0, 00 O
Koo % | | 847 —6b 0 451 —3b 0 267
27 6b3 | "6 0 —6b1 3 0 —3b |’
| Simétrica 0 0, 00 0
_______ o __i______8¥i-3b 0 4b
I ' | 6 0 —6b
; '. | 0 0
\ ! ! ! 8 b?
1 a bi—1 0 =5y 1 @ gy -1 —a 0
0 2ab;, 0 0 0, 0 0 0,—-a O 0
_______ 006 0 0, 0 0_ _0y 0 _ 0 0
1 —a b1 —1 a 0, 1 0 0
: 0 —2ab, a 0 0, 0 0 0
v ! 0' 0 0 0 0 0 0
Kasgas |~ " . T et aiels 'e i il S
| Simétrica 0 2ab 0 0 0
! : 0 b 0 0
________ LSS [ W S R (8
1 ! | 1 a ~b
: : : 0 —2ab
| | ! 0
21 3a 3b. —21 3¢ —-3b, 21 -3a -3b,—-21 -3a 3b
8a? 0)-3a —2a? 0, 3a 2a® 0!-3a —8d? 0
8b%2 1 —3b 0 —8b2' 3b 0 21 -3b 0 —2b?
_________ 791 234 3b1 21  3a 3b, 21 3a -3b
: 8 a2 0 : 3a —8a® 0'—-3a 2a° 0
(1-v) ! 862 ' —3b B =321 Bb 0 20
Ky=—~}|---------- l— - —— === == = e B
30ab | " 21 —3a —3b, 21 -3a 3b
| Simétrica, 8 a? 0! 3a —2d? 0
__________ i BBl 3b__ 0 8P
| ' L 21 3¢ -3b
| I ’ 8 a2 0
I |
| I I 8 b2
Si f= f,e, es una carga de superficie se tiene que:
| T
e - won(15 3004 g 505 )




