Examen - Geometria y Algebra Lineal 1
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Primera Parte: Verdadero o Falso

Puntajes: 28 puntos el total de esta parte. Se otorgan 4 puntos por cada respuesta
correcta, -2 puntos por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.

Enunciado: Determine cudles de las siguientes siete afirmaciones son vendaderas |
cudles falsas.

Para mairices 4, B < R)y &7 c § +(R) cualesguiera, es fiene gue

(1) (A-B-C)? esun producto vélido entre matrices (es decir, 4 - B-C es conformable
consigo misma).

(3) Si4-C = s,5, cnionoes A = {J o 5 = s
(4) Si existe un entero positivo b tal que A° = O enfonces det(A4) =
{(3) A-B esmwvertible s solamente 51, 4 es invertoible - e eriioie
(6) Si By, ....E. £ My, 3(B) es una sucssion ge swainyoes eicsneniales cuslesquieia
tales que _ATETEN
Es o EBy-A=8 VAO R ¢
entonces cdet 4 = det B = -
Z_ =
_e _f = ._.’ -
- LY

a b c _
7)Si A= ;;{ ,entonces det | —h —1 —¢ | = —d=ti 2 N

Glosario:

* Si k es un entero positivo, entonces A* denota el producto de la matriz 4 consigo
misma % veces, es decir, A* = A A.-- A (k veces).

* O,.xn denota la matriz nula de m filas y n columnas.
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Segunda Parte: Miiltiple Opcion

Puntajes: 72 puntos el total de esta parte. Se otorgan 12 puntos por cada respuesta
correcta, -3 puntos por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.

MO 1. Una particula en R® se mueve segin
P, =(t—3,2t—2,3t—1).

Es decir, P, describe la posicién de la particula en cada instante ¢ € R. Fijado el punto
A = (1,2,3), se consideralarecta r, en R’ que pasa por A ypor P, Entonces, el
instante t € R en el cual la recta r, es ortogonal al plano 7: 2z — 1 + 3z=1 es:

(A) t = —4/3. (C) t = 12/5.

B) ¢ = 16 D) Noexiste tal i

Sugerencaa: Puede ser Gftii recordar que una recta 7 y un plano = son ortogonales si, y solamente si, d y

7 son colineales (es decir, d A 7i = (), para cualquier direccion dder y cualquier normal 7% del plano.

MO 2.
a b c¢c+a 0 0 O
d e f+d 00 0
o boe h 1+ 00 0
Sidet| d e f | =-—2, entonces det _93 ) 59 g h i esiguala:
g h 4 1/2 1 a b —c n:?‘-;'ft'
3 0 -2 de —f AR
(A) -4. (C) 0. Kt:: !_::-:-\L;'u" '
[ =8 o
(B) '2- (D) 2. w-,‘;_..\’ h.n\%‘?::u”

MO 3. Se consideran los subespacios Wi y W, de M3,2(R) definidos a continuacion:

M’Il — {( :j Z) € ,MQXQ(R)/a*d“—O},

Wy = I/ & z ) CMoouR)/z+y=0y z+uw= }

Entonces:
(A) dim (W + W) = 2. (C) dim (W + W) = 3.
(B) dim (W + Wy) = 4. (D) dim (W1 +Ws) = 1.
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MO 4. Sea T: R® — My.»(R) la transformacién lineal dada por

{ y - —

y

(

=Yy

Y

y

Por otro lado, se considera el espacio vectorial Psit. de polinomios de grado menor o
igual a 3 y coeficientes reales, junto con la transformacién lineal 5: My (R) — Pslt]
donde, para cada A € M.»>{K}, S{A! es el polinomio dado por

Entonces er{S Im(T)) esigual 2
(A D, () 3
(B) 4 (D) 2
MO 5. Sea A = {i,7} C R® un conjunto linealmente independiente. Para
- O - N
con we B g = S€ Tene gus
[AG enie C} B eslineaglmente dependicnis
rc R si v solo si existe A € B izl gue
(B) SiF = 4. entonces B es linezlmente D) Si = —a = — ¥ entonces
dependients B es linealmenie independientes
7~ DE
MO 6. Sea T: Byli - R na funcion que cample lo sieuienie
T(282 — 98 2 1) — ) L
-
.\"“--_.._...-r"'l.‘

Enionces

(A) Existen infinitas transformaciones
lineales que cumplen las condiciones.

(B) Noexiste T' que cumpla todas las
condiciones anteriores y que ademds
sea una transformacién lineal.

Sugerencia: Puede ayudar saber de antemano que {37 — 4t — 1
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(C) Existe una unica ransformacion lineal T
que cumple las condiciones anteriores
y que ademds T'(2t* + 4t — 4) = (3, —4, 5).
(D) Existe una tinica transformacién lineal 7
que cumple las condiciones anteriores
v que ademds T(2t2 + 4t —4) = {4.6.5).



Examen - Geometria y Algebra Lineal 1

Viernes 14 de julio de 2023 (8:00 - 11:00)

0000 John Doe 0.000.000-0

Nombre y Apellido Cédula de Identidad

N.° de Parcial

Instrucciones

» kdeniibhgue con sus daios completos el presente documento.
* Al finalizar, debe entregar este documento al personal docente. ™
* Debe colocar sus respuestas en las casillas que aparecen en esta pagina.

¢ Solamente se corregird la informacion que esté dentro de las casillas.

Respuestas
VoF 1 VoF 2 VoF 3 VoF 4 VoF 5 VoF 6 VoF 7
F F F Vv v F \'%
| Respuestas
MO1 MO 2 MO 3 MO 4 MOS5 MO 6
‘ D I A B e C D
1

/72




Primera Parte: Verdadero o Falso

Puntajes: 28 puntos el total de esta parte. Se otorgan 4 puntos por cada respuesta
correcta, -2 puntos por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.

Enunciado: Determine cudles de las siguientes siete afirmaciones son verdaderas y
cuiles falsas.

Para matrices A, B € M;3,3(R) y C € M3,-(R) cualesquiera, es tiene que

(1) (A-B-C)?* esun producto vélido entre matrices (es decir, A - B - C es conformable
consigo misma).

Soluci6n: Falso. La matriz A - B - C es de tamafio 3 x 2. Al no ser igual su niimero
de filas a su nimero de columnas, el producto (4 - B - C) - (A - B - C) no est4 bien
definido.

111 100
Solucion: Falso. Considere porejemploA=| 0 0 0 |yB=| 1 0 0 |.
000 100
111 (100 300 _ 9 0 0
A-B={oo0o0o}j-l100}=]{000]. {-B¥=1000
000 \1 00 000 00
111 /111 111
AA=lo0o00)-looo]=l000])=A
000/ \ooo 000 D DE
100 100 100 2
BB=l100}-{]100}={100]}=8B ‘ =]
100 100 100 2

A>.B*=A.-B+# (A- B>
(3) Si A-C = Osxs, entonces A = O35 0 C = Osxo.

01
Solucién: Falso. Considere por ejemplo A = ( 00
00
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Se tiene que A - C' =

o o O
O O =
oo o
o OO

1 0 0
o |=fo0o0
0 g 0
(4) Si existe un entero positivo k tal que A* = Os,3, entonces det(A) = 0.

Solucién: Verdadero. Por propiedades del determinante, se tiene que
0= det(03x3) = det(Ak) = [det(A)]k
De donde, det(A) = 0.

(5) A- B esinvertible si, y solamente si, A es invertibley B es invertible.

Soluaon. Verdadero. Recuerde que una matriz cuadrada C es invertible si, y sola-

A - Besinvertible <= det(A-B) # 0
< det(A) - det(B) # 0
<= det(A) #£ 0y det(B) #0 ; Biblioteca %
<= Aesinvertibley B es invertible. *  Honted deo- U”’Ufy /

e

e

(6) Si F,...,Ey € Ms.3(R) es una sucesidén de matrices elementales cualesquiera
tales que

B - E-A=B,
entonces det(A) = det(B).

Solucién: Falso. Para k = 1, sea F, la matriz elemental que corresponde a la trans-
formacion elemental de intercambio entre fila 1 y fila 2. Entonces, B es la matriz que
se obtiene al intercambiar las filas 1 y 2 de la matriz A, de donde det(B) = —det(A).
Entonces, det(A) # det(B) para cualquier A € Mj,3(R) invertible.

a b ¢ —e —f —d
(7)Si A=| d e f |, entonces det { —h —i —g | = —det(4).
g h 1 L b e <o
Verdadero: Aplicando propiedades del deferminante, tenemos que:
—e —f —d e f d
det —-h —i — g -1 ) 3d(Jt h 1 g (se aplica la homogeneidad en cada fila)
—b —c -—a b ¢ a
3
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Glosario:

o A B
= L I~
b LT
"
[l
|
(=¥
S
~—
&=

A5

<)

750 DE

\\H’/.
* Sik es un entero positivo, entonces A* denota el producto de la matriz A consigo
misma k veces, es decir, A* = A-A..- A (kveces).

R EN

* O,.xn denota la matriz nula de m filas y n columnas.
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Segunda Parte: Miltiple Opcién
Puntajes: 72 puntos el total de esta parte. Se otorgan 12 puntos por cada respuesta

correcta, -4 puntos por cada respuesta incorrecta, Yy 0 puntos sl no contesta.

MO 1. Una particula en R?® se mueve segin
Po=(t—3,2t—2,3t—1).

Es decir, F; describe la posicién de la particula en cada instante ¢ € R. Fijado el punto
A4 =(1,2,3), se consideralarecta r, en R® que pasapor A y por P;. Entonces, el
instante 7 € B enelcuallarecta r, esortogonalal plano 7: 2z —y +3z=1 es:

A) : = —4/3 (C) i = 12/5.
(B) t =16/9. (D) No existe tal t.

Sugerencia: Puede ser itil recordar que una recta r y un plano  son ortogonales si, y solamente si, d y

7i son colineales (es decir, d A 7 = 0), para cualquier direccién d de 7 y cualquier normal 7 del plano.

Solucién: La respuesta es (D). Sea d, la direccién de r; dada por
di=P—A=(t—3,2—2,3t—1)— (1,2,3) = (t — 4,2t — 4,3t — 4) = £(1,2,3) — 4(1, 1, 1).

Notamos ademds que 7 = (2, —1, 3) es una normal de m. Veamos si existe ¢ € R tal que
dy A 7 = O:
(0,0,0) = d; A7
= (4(1,2,3) —4(1,1,1)) A (2, —1,3)
=1(1,2,3) A (2,-1,3) —4(1,1,1) A (2, —12”311__

i 7 k t J k
=t(1 2 3|—-4|1 1 1

2 -1 3 2. -1 3
=1(9,3,-5) —4(4,—-1,-3) & yERE
= (9t — 16,3t + 4, -5t + 12) B G

Entonces, 4; A 7 = 0 si, y solamente si, (9t — 16,3t + 4, =5t + 12) = (0,0,0). No existe
t € R para que se cumpla la igualdad anterior, porque ¢ tendria que ser al mismo
tiempot=16/9,t = —4/3yt = 12/5.
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a b e+a 0 0 O
IR d e f+4+d 0 0 0
S1 det ; r. — — 9 antn s det g Fé 1'+g 0 0 0 3 5
Si det ( ol ) = —2, entonces det 3 3 5 sz s =2 es igual a:
121 a b —c
: -2 d e —f
(A) 4 0) @
(B) -2 D) 2

Solucién: Iaresplmtas(A).Uamﬂm)sBa]amatﬁzporbhqusdehanlsetm
pide calcular su determinante. Entonces, por propiedades del determinante, tenemos

que:
a b c+a g h —i a b c h i \
det(B)=det { d ¢ f+d |-det| a b —c | =—det| d e f ] -det| a ¢
g h i+g d e —f g h i o ]

(columna 3 menos columna 1 en &l prmer — -~ =

- IR - BN

(homogeneidad en la columna 3 del segundo deter e

g h i g h 1 a b ¢
= —(—2) - det a b ¢ = 2det a b c = 2det d e f (Gos infercm—iaoe Je £
d e f d e f g h i

MO 3. Se consideran los subespacios W, y W, de Mjy,»(R) definidos a continuacion:

Solucién: La respuesta es (B). La dimensién de W; + W, puede calcularse mediante la

férmula
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Entonces, el problema se reduce a hallar las dimensiones de W;, W, y Wi N W, Las
matrices del subespacio W; estén generadas por 3 pardmetros independientes (a, b y
¢}, por lo que se puede ver que

dim(W;) = 3.

De manera mas detallada,

)

donde las matrices generadoras forman un conjunto linealmente independiente. De
manera analoga,
dim(Ws) = 2,

Ya que

donge las matrices generadoras forman un conjunto linealmente independiente. Final-
mente, W, M W, esta dado por todas las matrices de la forma

(&)

donde a — ¢ = 0, es decir, ¢ = a. Entonces, W; N W, = [ ( I, el

1 1 )}, de donde

5/ Depto.de
1< Documentacion =
o \u- yBiblicteca =~/

MO4. Sea T: R® — Mayo(R) la transformacién lineal dada por Momevideo-Uruguay/'

.
Ay
W
s

Por lo tanto,
dim(W, + Wy) =3 +2 -1 =4.

[ on Z\
by =\
i 8
41
¥

————

laald r—y Y %‘mma--"'”d/
e 229 = v y—z )

Por otro lado, se considera el espacio vectorial P;[t] de polinomios de grado menor o
igual a 3 y coeficientes reales, junto con la transformacién lineal S: Miyo(R) — Psft]
donde, para cada A € My,»2(R), S(A) es el polinomio dado por

S = (1 t)-_4-(t§).
Entonces, dim(Ker(S)) - dim(Im(7")) es igual a:
(A) . ©) 3.
(B) 4. D) 2.
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Solucién: La respuesta es (C). Determinemos los subespacios Ker(S) y Im(T) para
luego calcular sus dimensiones.

Note que T es una transformacién lineal inyectiva. En efecto, si T/ r. y,z) = ( = >,

00
se tiene que
( z—y w Y
de donde daramente » — ¥ =z = (. Por el Teorema de les Dimens mhet=
Por otre lado, a partir de la definicién de 5, ienemos gue

S =(1 ¢)-( 2 i) (5)=atrpepsan

De donde podemos notar que Im(S) = [t,42,#3]. Al ser {t,42, #*} un conjunto lineal-
mente independiente en P;[t], tenemos que dim(Im(S)) = 3. Por el Teorema de las
Dimensiones,

dim(Ker(S)) = dim(Max(R)) — dim(Im(S)) =4 — 3 — 1. SN
MOS. Sea A= {i.T} CR? un conjunto linealmente independiente. P&%d
/

B = {ii + %, 5 + @} \//

con & € R® y & # 0, se tiene que:

(A) El conjunto B es linealmente (O) B es linealmente dependiente
independiente para todo « € R®, siy solo si existe A € R tal que
w=Ald—%) -7
(B) Si € [i. 7] entonces B es linealmente D) Si §# —& y ¥ £ —F entonces
dependiente B es linealmente in dependiente

multiplo dei otro. Analizaremos solamente el caso donde i + iF es méltpl : ,
ya que el otro caso es andlogo. Entonces, existe o € R tal que @ + & = a(F + @} con
o # 1ya que A = {#,7} es linealmente independiente. Luego se tiene:

U+ W= af+ ol
l-a)=av—#

a 1 _
= — 7]
o l—av 1—c
8
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Tomando A = %, se obtiene A + 1 = -, con lo cual se llega a:

1-a’ —a’

w= A — (A + 1)@ = A(# — @) ~ 4.

MO 6. Sea T': P,[t] - R?® una funcién que cumple lo siguiente

TR -2t +1) = (1,2,3), T +3) = (1,0,1),
T(3t* — 4t — 1) = (1,4, 5), T(2t+1) = (1,0,0).
Entonces:
(A) Existen infinitas transformaciones (C) Existe una tinica transformacién l?neal T
lineales que cumplen las condiciones. que cumple las condiciones anteriores
y que ademds T(2¢* + 4t —4) = (3, —4, 5).
(B) No existe T" que cumpla todas las (D) Existe una tnica transformacién lineal T
condiciones anteriores y que ademas que cumple las condiciones anteriores
sea una transformacion lineal. y que ademds T(2t* + 4t — 4) = (4,6,5).

Sugerencia: Puede ayudar saber de antemano que {3t> — 4t — 1,£% + 3,2t 4 1} es una base de Ps|[#.
Solucién: La respuesta es (D). Usemos la sugerencia de que
B={3t?—4t —1,*+3,2t + 1}

es una base de P,[t]. Entonces, podemos escribir los polinomios 2¢2 — 2t + 1 y 2% +4t—4
de manera tinica como combinacién lineal de los polinomios en B:

22— 211 =1 (32 —4t — 1) + ! (t* +3) fﬁgﬂ
4 - 2 ‘ 2 2 A i ) fl,,_.? D :3\,_%
; 1 . 1 3\ T
T2t -2t +1) = 5" T3t — 4t — 1) + 5 T(t* + 3) %’J S|
1.1, -
= 5(1’ 11;, O) ‘+ 5(1, O, l) *mm‘qk” i
= (1,2,3).

De lo anterior tenemos que existe una tnica transformacién lineal T que cumple con
las condiciones dadas en el enunciado. Ahora, para 2¢* + 4¢ — 4, tenemos que:

2?2;41‘—4:i’-(3t2—4t—1)~g-(t2—+—3)+5-(2t+1).

[N

T(2t + 4t — 4) =

Do W

-T(3t2—4t—1)~§-T(t2+3)+5-T(2t+1)

3 5
= 5(1,4,5) = 5(1,0,1) +5(1,0,0)
= (4,6,5).



