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Examen - Geometria y Algebra Lineal 1

Viernes 2 de febrero de 2024 (8:00 - 11:30)

Nombre y Apellido Cédula de Identidad Firma

N.° de Examen

Instrucciones
* Identifique con sus datos completos el presente documento.
* Al finalizar, debe entregar este documento al personal docente.
* Debe colocar sus respuestas en las casillas que aparecen en esta pagina.

* Solamente se corregird la informacién que esté dentro de las casillas.
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Glosario

Dados dos enteros positivos m y n, el espacio vectorial de las matrices de m filas y n columnas esta
denotado por M, xn(R).

— Paran = 1,a M, x1(R) se le conoce como el espacio de columnas de tamarfio m x 1.

— Param = 1, a Mj«,(R) se le conoce como el espacio de filas de tamarfio 1 x n.

Dada una matriz A = ((a;;)) € Mmxn(R), el coeficiente ubicado en la fila i y en la columna j viene
dado por a;;.

Si A € Mpxn(R), entonces A* denota la matriz traspuesta de A.
Si V es un espacio vectorial, entonces 0y denota el elemento neutro de V.
— En el caso donde V = M, x»(R), tal elemento neutro estd denotado por 0, x» (la matriz de
tamafio m x n con todas sus entradas iguales a 0).

Si V es un espacio vectorial, su dimensién se denota por dim(V).

Si W, y W5 son dos subespacios de un espacio vectorial V, entonces la suma de W; y W, se denota
por Wi +W>. Cuando dicha suma es directa, entonces el subespacio suma se denota por W1 & W.

Dada una transformacion lineal T': V' — W entre dos espacios vectoriales V' y W, el nticleo y la
imagen de T seran denotados por Ker(T') e Im(T'), respectivamente.



Primera Parte: Verdadero o Falso

Puntajes: 20 puntos el total de esta parte. Se otorgan 4 puntos por cada respuesta correcta, -2 puntos
por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.
Enunciado: Determine cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuéles falsas.

Sean V' y W dos espacios vectoriales reales de dimension finita, y sea T': V — W una transformacién
lineal. Entonces:

(1) Parav € V, T(v) = Ow si, y solamente si, v = Oy.

(2) T esinyectiva si, y solamente si, dim(V') = dim(Im(7T)).
(3) T es sobreyectiva si, y solamente si, dim(V') > dim(W).

(4) Si B = {v1,...,vn} es unabase de V, entonces el conjunto T'(B) = {T'(v1),...,T(v,)} es un conjunto
linealmente independiente en W.

(6) SiB = {v1,...,vn} esunabasede V y T es sobreyectiva, entonces el conjunto T'(B) = {T'(v1),...,T(vn)}
generaa W. :



§e§"§%\ a Parte: Miiltiple Opcién

Puntajes: 80 puntos el total de esta parte. Se otorgan 10 puntos por cada respuesta correcta, -2 puntos
por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.

MO 1. Considere el sistema de ecuaciones lineales con tres ecuaciones y tres incégnitas z, y, y z dado

por
z+ y+ z=k
(S): krx+ y+22=2
z+ky+ z=4
donde k € R es un pardmetro. Entonces:

(A) (S) es incompatible para infinitos valores de k. (D) (S) es compatible indeterminado para todo k € R.

(B) (S) es compatible indeterminado tinicamente (E) (S) es compatible determinado para todo k € R.
para un valor de k.

(C) (S) es compatible determinado tinicamente (F) (S) es compatible indeterminado para
para un valor de k. infinitos valores de k.

MO 2. Sea A = ((ai;)) € Msxa(R) la matriz con coeficientes dados por
a;;=1—]
coni € {1,2,3}yj€{1,2,3,4}. Si B = ((bij)) € M3sx3(R) es la matriz con coeficientes dados por
{1 sii<j.
bij = L
0siz> 7,

coni,j € {1,2,3}, entonces la tercera fila de la matriz A* - B es igual a:

(A) (2 1 -3). D) (2 -3 -3).
®B) (-2 1 -3). E) (-2 -1 -3).
© (-2 -3 3). F) (-2 -3 -3).

MO 3. El determinante de la matriz A € Mgxs(R) dada por

10 0 -1 0 0 O

-5 5 11 0 0 O

A 4 0 -2 0 0 O

o 4 13 -7 1 2 -5

-4 0 10 0 -1 8

1 -2 30 0 3

esigual a:

(A) 240. (D) 300.
(B)  80. (E) —240.
(©) —300. (F) -80.
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MO 4. Sea 7 el plano en R? cuya ecuacién reducida viene dada por
3z +2y+ 2z =6.
Por otro lado, considere las rectas r; y r, en R?, donde r; estd definida por las ecuaciones paramétricas
z=1+6},
y=14+4\, conAeR
z=14 2},
mientras que r, viene dada por la ecuacién reducida

z—1 y+3 2z-9

9 6 3
Si P es el punto de interseccién entre r; y 7, entonces la distancia de P a r; es igual a:
A) 4. D) 5.
(B) 2V/7. (E) 4V/5.
(C) 20. (F) 8v/2.

MO 5. Considere el subconjunto de R* dado por
S§S={(1,1),(1,0,1),(1,1,3t)}, cont € R.

Se sabe que existe un tinico valor de ¢ para el cual S es linealmente dependiente. Entonces, para dicho ¢,
el subespacio generado por S es:

(A) R3. (D) El plano que pasa por (0,0,0) y con
vector normal (—2,—1,2).
(B) La recta que pasa por los puntos (E) El plano que pasa por (0,0,0) y con
(0,0,0)y (1,0,1). vector normal (2,2,1).
(C) Larecta que pasa por los puntos (F) El plano que pasa por (0,0,0) y con
(0,0,0)y (2,2,1). vector normal (2,1, 2).

MO 6. Dentro del espacio vectorial real M3, 3(R) se consideran los siguientes subespacios:

L ={A=((a;j)) € M3x3(R) / a;; =0sii < j},
U = {B = ((bi;)) € M3zx3(R) / b;; =0sii> j}.

Es decir, L es el subespacio formado por las matrices triangulares inferiores, y U el subespacio formado
por las matrices triangulares superiores. Entonces:

(A) Mszx3(R)=LDU. (D) dim(£NU) < 3.
(B) dim(£NU) > 3. (B) M3x3z(R)#L+Uy LNU # {03x3}-
(C) M3x3(R) =L+U y LNUF# {03x3}~ (F) ngg(R) +L+U y LNU= {03x3}~

s )15
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Sir C Ker(T)yT(0,0,1) = (a,b), entonces:
(A) Ker(T) = R3 siy solamente si (a,b) = (0,0).
(B) dim(Ker(T)) = 1si (a,b) # (0,0).

(C) dim(Ker(T)) < 2 para todo (a,b) € R2.

.. i
MO, Sea T : R® = R? una transformacion lineal y la recta r dada por la intereseccién de los planos

quay - {m+y+z:1

Z=0

(D) dim(Ker(T)) < 1 para todo (a,b) € R2.
(E) dim(Ker(T)) = 25si (a,b) = (0,0).
(F) dim(Im(T")) = 2si (a,b) # (0,0).

Nota importante: Para la siguiente pregunta, se da por hecho un resultado tedrico que afirma que para
cada transformacién lineal T': Myx1(R) — R existe una tinica matrizfila (@ b ¢ d ) € Mix4(R)
tal que

N
N R 8

=(a b c d)- = az + by + cz + dt, para todo € Myx1(R).

SN 8
SRS IS

&+

Es dedir, toda transformacion lineal de M4x;(R) a R estd univocamente representada por una matriz

fila en M1x4(R).

MO 8. Considere el subconjunto de M4x1(R) dado por

1 1 1 1 2
0 1 1 1 2
S=ylo Lol 2] f2 )] e
0 0 0 1 3

y sea T': Myyx1(R) — R una funcién que toma los siguientes valores en S:

=y
—

=1 i

0=T

%% Entonces:

(A) Existe una tnica transformacién lineal
T que cumple lo anterior, y para su
correspondiente ( @ b ¢ d ) setiene

o O O
O O
O =

a+b+c+d=4.

(B) Existe una tnica transformacién lineal
T que cumple lo anterior, y para su
correspondiente ( @ b ¢ d ) setiene

a+b+c+d=2.

(C) Existen infinitas transformaciones lineales T’
que cumplen con las condiciones anteriores.

=4, T

1
=8 y T

W NN

1
1
1

(D) Existe una tnica transformacion lineal
T que cumple lo anterior, y para su
correspondiente ( @ b ¢ d ) setiene

a+b+c+d=_8.

(E) Existe una tinica transformacién lineal
T que cumple lo anterior, y para su
correspondiente ( @ b ¢ d ) setiene

a+b+c+d=6.
(F) No existe ninguna transformacién

lineal T' que cumpla con las condiciones
anteriores.

6 /L’Q
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Glosario

Dados dos enteros positivos m y n, el espacio vectorial de las matrices de m filas y n columnas esta
denotado por M, xn(R).

- Paran =1, a My, x:1(R) se le conoce como el espacio de columnas de tamafio m x 1.

— Param = 1, a M1, (R) se le conoce como el espacio de filas de tamario 1 x n.

Dada una matriz 4 = ((a;;)) € Mmxn(R), el coeficiente ubicado en la fila i y en la columna j viene
dado por a;;.

Si A € Mpyxn(R), entonces A denota la matriz traspuesta de A.
Si V es un espacio vectorial, entonces 0y denota el elemento neutro de V.
- En el caso donde V = M, «,(R), tal elemento neutro est4d denotado por 0, xn, (la matriz de
tamafio m X n con todas sus entradas iguales a 0).

Si V es un espacio vectorial, su dimensién se denota por dim(V).

Si Wy y W» son dos subespacios de un espacio vectorial V, entonces la suma de W; y W5, se denota
por W1+ W,. Cuando dicha suma es directa, entonces el subespacio suma se denota por W; @ W5.

Dada una transformacién lineal T: V' — W entre dos espacios vectoriales V y W, el nticleo y la
imagen de T serdn denotados por Ker(T') e Im(7T'), respectivamente.
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Primera Parte: Verdadero o Falso

Puntajes: 20 puntos el total de esta parte. Se otorgan 4 puntos por cada respuesta correcta, -2 puntos
por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.

Enunciado: Determine cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuéles falsas.

Sean V' y W dos espacios vectoriales reales de dimensién finita, y sea T: V — W una transformacién
lineal. Entonces:

(1) Parav € V, T'(v) = Ow si, y solamente si, v = Oy .
(2) T es sobreyectiva si, y solamente si, dim(V) > dim(W).
(3) T esinyectiva si, y solamente si, dim(V) = dim(Im(T)).

(4) SiB = {v1,...,v,} esunabasede V y T es sobreyectiva, entonces el conjunto T'(B) = {T'(v1),...,T(vn)}
generaa W.

(5) Si B ={vy,...,v,} es una base de V, entonces el conjunto T'(B) = {T'(v1),...,T(vn)} es un conjunto
linealmente independiente en W.



Segunda Parte: Miltiple Opt
[

Puntajes: 80 puntos el total de esta parte. Se otorgan 10 puntos por cada respuesta correcta, -2 puntos
por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.

MO 1. Considere el sistema de ecuaciones lineales con tres ecuaciones y tres incgnitas z, y, y z dado

por
Tyt z=k
(S): kx+ y+2z=2
z+ky+ z=4
donde k € R es un pardmetro. Entonces:

(A) (S) esincompatible para infinitos valoresde k. (D) (S) es compatible indeterminado para todo k € R.

(B) (S) es compatible determinado para todo k € R.  (E) (S) es compatible indeterminado tinicamente
para un valor de k.

(C) (S) es compatible indeterminado para (F) (S) es compatible determinado tinicamente
infinitos valores de k. para un valor de k.

MO 2. Sea A = ((ai;)) € M3x4(R) la matriz con coeficientes dados por
a;j =1—j

coni € {1,2,3} yj € {1,2,3,4}. Si B = ((bi;)) € M3x3(R) es la matriz con coeficientes dados por

181359
bij: oo =
Osic> j,

coni,j € {1,2,3}, entonces la tercera fila de la matriz A? - B es igual a:

@A) (-2 -3 -3). D) (-2 -1 -3).
® (-2 1 -3). E) (-2 -3 3).
© (2 -3 -3). F) (2 1 -3).

MO 3. El determinante de la matriz A € Mgxs(R) dada por

0 0 -1 0 0 O

-5 5 11 0 0 0

A— 4 0 -2 0 0 O

a 4 13 -7 1 2 -5

-4 0 10 0 -1 8

1 -2 30 o0 3

esigual a:
(A) —80. (D)  300.
(B) —240. (E) 8o.
(©) —300. (F) 240.
4
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MO 4. Sea el plano en R3 cuya ecuaci6n reducida viene dada por

3z 42y + 2z =6.
Por otro lado, considere las rectas 7, y 7, en R3, donde r; est4 definida por las ecuaciones paramétricas
z =146,
y=1+4)\, conAeR
z=1+2),
mientras que r; viene dada por la ecuacién reducida

z—1 y+3 =z-9

9 6 3
Si P es el punto de intersecci6n entre r; y , entonces la distancia de P a r, es igual a:
A 4 (D) 20
(B) 4V5. (E) 8v2.
© 5. (F) 2v/7.

MO 5. Considere el subconjunto de R® dado por
S§={(1,1),(1,0,1),(1,1,3t)}, cont € R.

Se sabe que existe un tinico valor de ¢ para el cual S es linealmente dependiente. Entonces, para dicho ¢,
el subespacio generado por S es:

(A) El plano que pasa por (0,0, 0) y con (D) Larecta que pasa por los puntos
vector normal (2,2,1). (0,0,0) y (1,0,1).

(B) El plano que pasa por (0,0, 0) y con (E) Larecta que pasa por los puntos
vector normal (2,1, 2). (0,0,0)y (2,2,1).

(©) El plano que pasa por (0,0,0) y con (F) R3.

vector normal (—2,—1,2).

MO 6. Dentro del espacio vectorial real M3, 3(R) se consideran los siguientes subespacios:

L ={A=((aij)) € Msx3(R) / a;; =0sii < j},
U= {B = ((bi;)) € M3x3(R) / b;j =0sii> j}.

Es decir, £ es el subespacio formado por las matrices triangulares inferiores, y U el subespacio formado
por las matrices triangulares superiores. Entonces:

(A) M3zx3(R)=LU. (D) M3x3(R) =L+U y LNU # {03x3}-

(B) dim(£ NU) > 3. (E) dim(£NU) < 3.

(C) Maxs(R)#L+Uy LNU # {03x3} (F) Max3(R) #L+U y LNU = {03x3}-
5
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MQ 7.58ea T : R? — R? una transformaci6n lineal y la recta r dada por la intereseccién de los planos
Montevideo - Uruguay /
ren-Lges) 4 z+y+z=1
Zi=0

Sir C Ker(T) y T(0,0,1) = (a, b), entonces:

(A) dim(Ker(T)) = 2si (a,b) = (0,0). (D) dim(Ker(T)) < 2 para todo (a,b) € R2.
(B) dim(Ker(T)) = 1si (a,b) # (0,0). (B) dim(Tm (@) =3 5 (a,0) 2 (0,0).
(C) dim(Ker(T)) < 1 para todo (a,b) € R2. (F) Ker(T) = R3 siy solamente si (a,b) = (0,0).

Nota importante: Para la siguiente pregunta, se da por hecho un resultado tedrico que afirma que para
cada transformacién lineal T': Myx1(R) — R existe una tinica matrizfila (@ b ¢ d ) € M14(R)
tal que

={e b e d)- = az + by + cz + dt, para todo € Myx1(R).

=
- N 8
- N ® 8
- a8

Es decir, toda transformacion lineal de Myx;(R) a R estd univocamente representada por una matriz
fila en Mjx4(R).

MO 8. Considere el subconjunto de M1 (R) dado por

il 1 1 1 2
0 1 1 1 2

&= oJ'to |’ 1)t 1])'| 4 ’
0 0 0 1 3

ysea T': Myx1(R) — R una funcién que toma los siguientes valores en S:

1 1 1 1 2

= o] _ 1 1] 10 2 11

Oz T . =T|| , , T : SV " =8 y T|| 4 —24.
0 0 0 1 3

Entonces:

(A) Existen infinitas transformaciones lineales T (D) No existe ninguna transformacién
que cumplen con las condiciones anteriores. lineal T' que cumpla con las condiciones

anteriores.

(B) Existe una tnica transformacién lineal (E) Existe una dnica transformacién lineal
T que cumple lo anterior, y para su T que cumple lo anterior, y para su
correspondiente ( @ b ¢ d ) setiene correspondiente ( @ b ¢ d ) setiene

a+b+c+d=2. a+b+c+d=4.

(C) Existe una tinica transformacién lineal (F) Existe una tnica transformacién lineal
T que cumple lo anterior, y para su T que cumple lo anterior, y para su
correspondiente ( @ b ¢ d ) setiene correspondiente ( @ b ¢ d ) setiene

a+b+c+d=8. a+b+c+d=6.
6
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([ 1 1 | 1 2

0 1 ;! 1 2

S=9lol'lo 1| 1]]4

L\ 0 0 0 1 3 J |
yseaT: Myx1 (R) — R una funcién que toma los siguientes valores en S:
1 1 1 1
0 1 ;| 1
T 0 = ] 0 T 1 =4, T 1 =8

0 0 0 1

Entonces:

W > N DO

$30)

24.
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Glosario

* Dados dos enteros positivos m y n, el espacio vectorial de las matrices de m filas y n columnas estd
denotado por M, x»(R).

- Paran =1, a My,x1(R) se le conoce como el espacio de columnas de tamafio m x 1.

— Param = 1, a M4, (R) se le conoce como el espacio de filas de tamafio 1 x n.

* Dada una matriz A = ((a;;)) € Mmxn(R), el coeficiente ubicado en la fila ¢ y en la columna j viene
dado por a;;.

® Si A € Mpyxn(R), entonces A* denota la matriz traspuesta de A.
e Si V es un espacio vectorial, entonces Oy denota el elemento neutro de V.
- En el caso donde V' = M, x»(R), tal elemento neutro estd denotado por 0.,y (la matriz de
tamafio m x n con todas sus entradas iguales a 0).

® Si V es un espacio vectorial, su dimensién se denota por dim(V').

e Si W1y W» son dos subespacios de un espacio vectorial V, entonces la suma de W; y W3 se denota
por W; + W,. Cuando dicha suma es directa, entonces el subespacio suma se denota por W1 & Wa.

¢ Dada una transformacién lineal T: V' — W entre dos espacios vectoriales V y W, el ntcleo y la
imagen de T serdn denotados por Ker(T') e Im(T'), respectivamente.



Primera Parte: Verdadero o Falso

Puntajes: 20 puntos el total de esta parte. Se otorgan 4 puntos por cada respuesta correcta, -2 puntos
por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.

Enunciado: Determine cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles falsas.

Sean V' y W dos espacios vectoriales reales de dimensién finita, y sea T: V' — W una transformacién
lineal. Entonces:

(1) Parav € V, T'(v) = Ow si, y solamente si, v = Oy .

Solucién: Falso. Si se toma T la transformacién lineal nula, no se cumple la afirmacién.
(2) T esinyectiva si, y solamente si, dim(V') = dim(Im(T)).

Solucién: Verdadero. Aplique a T" el Teorema de las Dimensiones.
(3) T es sobreyectiva si, y solamente si, dim(V') > dim(W).

Solucién: Falso. Tome V = R%, W = Ry T: R? — R la transformacién lineal nula. Se tiene para
esta eleccion que dim(V) =2 > 1 = dim(W) pero T no es sobreyectiva.

(4) Si B = {vy,...,v,} es unabase de V, entonces el conjunto T'(B) = {T'(v1),...,T(v)} es un conjunto
linealmente independiente en W.

Solucién: Falso. Si se toma 7' la transformacién lineal nula, no se cumple la afirmacién, ya que en
este caso se tendria T'(B) = {Ow }, que es un conjunto linealmente dependiente.

(5) SiB = {vq,...,v,}esunabasede V y T es sobreyectiva, entonces el conjunto T'(B) = {T'(v1), ..., T(va)}
y Y ]
generaa W.

Solucién: Verdadero. Ver teérico.

Para la versi6én 2 del examen, las afirmaciones son las mismas, y solamente cambia el orden de las
afirmaciones.

3¢ Iny
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Segunda Parte: Multiple Opcién ™

Puntajes: 80 puntos el total de esta parte. Se otorgan 10 puntos por cada respuesta correcta, -2 puntos
por cada respuesta incorrecta, y 0 puntos si no contesta.

MO 1. Considere el sistema de ecuaciones lineales con tres ecuaciones y tres incognitas z, y, y z dado
por
z+ y+ z=k
(S): kx+ y+2z=2
z+ky+ z=4

donde k£ € R es un parametro. Entonces:

(A) (8) es incompatible para infinitos valoresde k. (D) (S) es compatible indeterminado para todo k € R.

(B) (S) es compatible indeterminado tinicamente (E) (S) es compatible determinado para todo k € R.
para un valor de k.

(C) (S) es compatible determinado Gnicamente (F) (S) es compatible indeterminado para
para un valor de k. infinitos valores de k.

Solucién: La respuesta correcta es (B) (o (E) en la versién 2). Consideramos la matriz ampliada de (S) y
aplicamos operaciones elementales por filas para hallar una forma escalerizada y concluir.

1 L ARy e 1 1 k
Ap)y=| &k 1 2|2 i 1—-k 2—k|2—k?
1 k 1|4 BBl 0 k—1 0 | 4—k
F(—(F+F) 1 1 1 k
2200 0 2—-k | 6—k— K2
0 k—1 0 4—k
11 1 k
Bttt | 6 B=4 @ Ak .
0 0 2-k|6—Fk—k?

Vemos entonces que (S) es un sistema compatible determinado si, y solamente si, k # 1y k # 2.

1 1 1]3
* Sik=1, entonces (Ab) > | 0 0 0|3 |.Enestecaso, (S) es incompatible.
0 0 1|3
L a 142
® Sik =2, entonces (A|b) —» | 0 0|2 |].Eneste caso, (S) es compatible indeterminado.
0 00



MO 2. Sea A = ((ai;)) € M3x4(R) la matriz con coeficientes dados por
ai]— =17 — j
coni € {1,2,3}yj€{1,2,3,4}. Si B = ((bi;)) € Msxs(R) es la matriz con coeficientes dados por
{1 sii <.
bij = ‘o
Osiz> j,

coni,j € {1,2,3}, entonces la tercera fila de la matriz A* - B es igual a:

A (2 1 -3). M) (2 -3 -3).
B (-2 1 -3). E) (-2 -1 -3).
© (-2 -3 3). F) (-2 -3 -3).

Solucién: La respuesta correcta es (F) (o (A) en la versién 2). A partir de las definiciones de Ay B,
tenemos que

0 -1 -2 -3 11 1
A=|1 0 -1 -2 y B=f 0 I 1].
) 1 0 -1 0 0 1
Entonces,
0 1 2 0 1 3
1 1 1
. -1 0 1] | -1 -1 0
AsB=1 ¢ -3 @ 8(1)1 | -2 -3 —3
-3 -2 -1 -3 -5 -6

MO 3. El determinante de la matriz A € Mgxs(R) dada por

0 0 -1 0 0 O

-5 5 1 0 0 0

i 4 0 -2 0 0 O

o 4 13 -7 1 2 -5

-4 0 10 0 -1 8

1 -2 30 0 3

esigual a:

(A)  240. (D) 300.
(B) 80 (E) —240.
(C) —300. (F) —80.

Solucién: La respuesta correcta es (A) (o (F) en la versi6n 2). La matriz A es una matriz por bloques.
Entonces, usando la propiedad correspondiente del determinante, tenemos que

10 0 =1 1 2 -5
det(A)=det | -5 5 11 |-det| 0 -1 8 |.
4 0 -2 0 0 3



' " ' %
/ =) De tﬁadﬁ\a Fizidel segundo determinante es diagonal, por lo cual

I 2 -8
det|{ 0 -1 8 |=1-(-1)-3=-3.
0

Hontevideo - Uruguay

0 3
Por otro lado, el primer determinante se puede calcular mediante desarrollo por cofactores como sigue:
10 0 -1 10 —1
det| =5 5 11 | =(-1)**25det ( ) = 5(10(—2) — 4(—1)) = 5(—16) = —80.
4 0 -2 & =

Por lo tanto, det(A) = (—3)(—80) = 240.

MO 4. Sea 7 el plano en R? cuya ecuacién reducida viene dada por
3z + 2y + 2 =6.
Por otro lado, considere las rectas r; y 72 en R3, donde r; esté definida por las ecuaciones paramétricas
=146,
y=14+4), con€eR
z=142),
mientras que r; viene dada por la ecuacién reducida

z—-1 y+3 2-9
9 6 3

Si P es el punto de interseccién entre r; y 7, entonces la distancia de P a r es igual a:

A 4 (D) 5.
(B) 2V/7. (E) 4v/5.
© 20 (F) 8v2.

Solucién: La respuesta correcta es (E) (o (B) en la versién 2). Note que 7 = (3,2, 1) es un vector normal
al plano, y que r; y r tienen por direcciones a los vectores dy = (6,4,2) =27y dy = (9,6,3) = 37,
respectivamente. Entonces, r; y r son perpendiculares a 7. Por otro lado, los puntos (1,1, 1) por donde
pasa 71, y (1,-3,9) por donde pasa 73, claramente satisfacen la ecuacién del plano 7. Por lo tanto,
P =(1,1,1) y ladistancia de P a r; viene dada por la distancia de P a (1, -3, 9), es decir,

diSt(P, T2) = diSt((]-, 1, 1)v (17 "379)) = H(lv 1, 1) - (17 -3, 9)” e ”(Oa 4, _8)“ = 4“(0’ 1, _'2)” = 4\/5-

A49/3 °



MO 5. Considere el subconjunto de R? dado por

S={(t1,1),(1,0,1),(1,1,3¢)}, cont € R.

Se sabe que existe un tinico valor de ¢ para el cual S es linealmente dependiente. Entonces, para dicho ¢,
el subespacio generado por S es:

(A) R3. (D) El plano que pasa por (0,0, 0) y con
vector normal (-2, -1, 2).
(B) La recta que pasa por los puntos (E) El plano que pasa por (0,0,0) y con
(0,0,0) y (1,0,1). vector normal (2,2, 1).
(C) Larecta que pasa por los puntos (F) El plano que pasa por (0, 0,0) y con
(0,0,0)y (2,2,1). vector normal (2, 1, 2).

Solucién: La respuesta correcta es (D) (o (C) en la versioén 2). Para averiguar el valor de ¢, calculamos el
determinante de la matriz cuyas columnas son los vectores de S:

¢ 11 001 1-¢
det| 1 0 1 |=det| 1 0 1 :—det(i 31t:t1):—det<(1) 4115:2):—2(%_1).
11 3t 0 1 3t—1

Entonces, S es linealmente dependiente si, y solamente si, ¢t = 1/2. En este caso,

S:{(%,1,1),(1,0,1), (11%)}
(1,0,1) = 2. (1,1,%) ~3. (%11)
{(G11) (+23))

es linealmente independiente, se tiene que el subespacio generado por S es el plano que pasa por el
origen y con vectores de direcciéon

1 3
(5,1, ].> y (17 17 5) ¥

Al tomar el producto vectorial entre estas dos direcciones obtenemos una normal a dicho plano:

it J kK ] 1
(%,1, 1) # (1,1,2) =lim 1 1 |= (5,2,—5) =—(-2,-1,2).
1 1 3/2

Por otro lado, como

y ademds

20| 13



MO 6. Dentro del espacid vectorial real Mix3(R) se consideran los siguientes subespacios:

L= {A — ((a’l,j)) c M3x3(R) / A;5 = 0sii < j},
U={B = ((bij)) € Mzx3(R) [ by; =0sii> j}.

Es decir, £ es el subespacio formado por las matrices triangulares inferiores, y I el subespacio formado
por las matrices triangulares superiores. Entonces:

(A) Max3(R)=LaU. (D) dim(£NU) < 3.
(B) dim(LNU) > 3. (E) M3xa(R)#L+Uy LNU # {03x3}-
(C) M3X3(R) =L+U y LNU 7& {03><3}. (F) M3x3(R) # L+U y LNU= {03X3}~

Solucién: La respuesta correcta es (C) (o (D) en la versién 2). Toda matriz A € Mjx3(R) se puede
escribir como la suma de una matriz triangular superior con una matriz triangular inferior. En efecto, si

a1 aiz2 a3
A= an az a3 |,
agz1 agz asg

a1 Q2 Q13 0 0 0
A= 0 agy a3 + a7 0 O :
0 0 oa33 az1 azz O

Por lo tanto, M3x3(R) = U + L. Por otro lado, LN U # {03x3} por ser el subespacio formado por las
matrices diagonales.

entonces

MO 7. Sea T': R* — R? una transformaci6n lineal y la recta r dada por la intereseccién de los planos

L Jztyte=1
T lz=0

Sir C Ker(T)yT(0,0,1) = (a,b), entonces:

(A) Ker(T) = R® si y solamente si (a, b) = (0, 0). (D) dim(Ker(T)) < 1 para todo (a, b) € R2.
(B) dim(Ker(T)) = 1si (a,b) # (0,0). (E) dim(Ker(T')) = 25i (a,b) = (0,0).
(C) dim(Ker(T')) < 2 para todo (a, b) € R2. (F) dim(Im(T')) = 2si (a, b) # (0,0).

Solucién: La respuesta correcta es (A) (o (F) en la version 2). La recta r es una recta contenida en R? x {0}
(el plano XY) y que no pasa por el origen. Entonces, como Ker(T') es un subespacio de R?, se tiene que
dim(Ker(T)) 2 R? x {0}. Por otro lado, (0,0,1) ¢ R? x {0}. Por lo tanto, Ker(T) = R3 si y solamente si
(a,b) = (0,0).

§22
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Nota importante: Para la siguiente pregunta, se da por hecho un resultado teérico que afirma que p
cada transformacién lineal 7': My, ;(R) — R existe una tnica matriz fila ( a b c d ) € Mixq(
tal que

T ={p & ¢ d}- = az + by + cz + dt, para todo € Myx1(R).

N 8
S+ N e R
S N8

o~

Es decir, toda transformacioén lineal de My (R) a R estd univocamente representada por una matriz
fila en M;x4(R).

MO 8. Considere el subconjunto de M1 (R) dado por

1 1 1 1 2
0 1 1 1 2

S - 0 7 0 bl 1 ] 1 I 4 )
0 0 0 i 3

yseaT: Myx1(R) = R una funcién que toma los siguientes valores en S:

1 1 1 1 2
0 1 1 1 2

T 0 =T 0 T 1 =4, T 1 =8 y T 4 =24.
0 0 0 1 3

Entonces:

(A) Existe una tnica transformacién lineal (D) Existe una tnica transformacién lineal
T que cumple lo anterior, y para su T que cumple lo anterior, y para su
correspondiente (@ b ¢ d ) setiene correspondiente (@ b ¢ d ) setiene

a+b+c+d=4. a+b+c+d=38.

(B) Existe una tnica transformacién lineal (E) Existe una tinica transformacion lineal
T que cumple lo anterior, y para su T que cumple lo anterior, y para su
correspondiente (@ b ¢ d ) setiene correspondiente (@ b ¢ d ) setiene

a+b+ctd=2. a+b+c+d=6.

(C) Existen infinitas transformaciones lineales T' (F) No existe ninguna transformacién
que cumplen con las condiciones anteriores. lineal T' que cumpla con las condiciones

anteriores.

Solucién: La respuesta correcta es (F) (o (D) en la versién 2). De existir tal T', usando las primeras cuatro
condiciones y la informacién de la nota, tenemos que

1

a=T =0, a+b=T

a+b+c=T =4, a+b+c+d=T

o = O O

O === OO0

7]y,
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Por otro lado, Nontevites - Urugudy

2 1 1 1 1
2 0 1 il 1
a =0 o [=2 o]t ]T3] 1
3 0 0 0 1
Luego, usando la quinta condicién, obtenemos ademaés
2 (] 1 1
2 1 i 1
24=T 4 =-2-T 0 +T 1 +3-T 1
3 0 0 1
24=—2(a+b)+(@a+b+c)+3(a+b+c+d)
24 =-2a—2b+a+b+c+3a+3b+3c+3d
24 = 2a + 2b + 4c + 3d. ’
Armamos asf el sistema de ecuaciones
a =0,
a+b =0,
a+b+c =4,
a+b+c+d =8,

2a 4+ 2b+4c+3d = 24.

De las primeras cuatro ecuaciones, obtenemos a = 0, b = 0, ¢ = 4y d = 4. Por otro lado, sustituyendo
los valores anteriores en la quinta ecuacién, se tiene que

24=2a+2b+4c+3d=2-0+2-0+4-4+3-4=16+12 =28,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, no existe ninguna transformacién lineal que cumpla con las
cinco condiciones del enunciado.
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