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Examen - Geometria y Algebra Lineal 1
Jueves 16 de julio de 2026
Numero de lista APELLIDO, Nombre Cédula de Identidad

Versién 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

La duracion del examen es de tres horas y media. En cada ejercicio hay una sola opcién correcta. El examen se

aprueba con mas de 58 puntos. Cada respuesta correcta suma 10 puntos. Cada respuesta incorrecta resta 1,5

puntos. Se debe entregar la hoja de escaner y las hojas de la propuesta con todos los campos completos.
Notacidn: :

e IR,[x] es el espacio vectorial de polinomios de grado < 1 con coeficientes en IR.

o M, (K) es el espacio vectorial de matrices de tamafio m x n con coeficientes en K.

En este examen todo espacio vectorial es de dimension finita mayor o igual a 1.

@ representa la suma directa de subespacios.

e N(T) es el nicleo de la transformacién lineal T.

Ejercicio 1.

Se considera el sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro a € R:

ax+y+z=1
(Sp):{x+ay+z=a

x+y+az=a’

Indicar la opcién correcta:

(A) El sistema es incompatible para exactamente tres valores de a.

(B) Elsistema es compatible indeterminado para exactamente dos valores de a.
(C) Sia=1, el sistema es compatible determinado.

(D) Elsistema es incompatible para un tnico valor de 4.

(E) Para a =0 el sistema es incompatible.
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Ejercicio 2.
1
Sean A, B € M3,3(IR) matrices invertibles. Se sabe que det(A) = 57 det(B) = 4.

¢Cual es el valor del determinante de la matriz M = 2A'B~1A?

(A) 5 (B) (© 5 (D) 1 (E) 2

|

Ejercicio 3.
Sea V un R-espacio vectorial, dim(V) = 4. Consideremos S = {v1,v,,v3} C V conjunto linealmente inde-
pendiente. Se construye un nuevo conjunto S* = {vy,v,,v3, wq,w,} C V, donde w; y w, son dos vectores

cualesquiera de V.
Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es la correcta:

(A) Si w; y w; son linealmente independientes entre si, entonces S* es necesariamente un conjunto
generador de V.

(B) El conjunto S* siempre es un conjunto generador de V, independientemente de la eleccién de los
vectores w; y ws.

(C) Esimposible elegir w; y w, de tal manera que a partir de los elementos de S* se pueda extraer una
base de V.

(D) Siwy € (vy,vy) y wy € (vy,v2,v3), entonces el subespacio generado por S* tiene dimensién exacta-
mente igual a 5.

(E) Si S*esun conjunto generador de V, entonces existe al menos un vector en S* que puede expresarse

como combinacién lineal de los demas, y al eliminarlo, el conjunto resultante sigue generando a
V.

Ejercicio 4.

En IR%, se considera el plano 7t : x +y — 2z = 5 y la recta r dada por sus ecuaciones paramétricas:

x = 1+t
reqy =t
z = 1+t

La distancia de la recta r al plano 7 es:

(A) V2 (B) 2V3 (C) V6 (D) V5 (E) 2
V2
Ejercicio 5.
x=1+A
En IR®, se considera el plano 7 que contiene a la recta r : y=2A y es perpendicular al plano
z=2-X
711 1 x =V + 2z = 5. Entonces, la ecuacién reducida del plano 7 es:
(A) x—y+2z=5 ) (C) 2x-y+z=4 (E) x+yp+2z=3
(B) x+2y—z=-1 (D) 3x-3y—-3z=-3
2
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Ejercicio 6.
Sea V un espacio vectorial de dimensién 4y B = {vy,v,,75,v4} una base de V. Se considera el subespacio
§ ¢ V generado por el conjunto de vectores A = {u;, Uy, U3, Uy}, donde:
B U =V 4Ty ®U3=V3+Uy
m Uy =Vy+ U3 = uy=v;+kvy (conkelR)
Indicar la opcién correcta:

(A) dim(S) =4 para todo k € R.

(B) Existe un tnico valor de k para el cual A es una base de V.

(C) Existe un tnico valor de k para el cual dim(S) = 3 y para cualquier otro valor de k, dim(S) = 4.

(D) Existen exactamente dos valores de k para los cuales dim(S) = 3 y para cualquier otro valor de k,
dim(S) = 4.

(E) El conjunto A es linealmente dependiente para todo k € R.

Ejercicio 7.

1 01
SeaA,=|a a 1]|€ M;z,3(C), dondeaeC.
01 a

Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es correcta:

(A) Existen exactamente dos valores de a para los cuales el rango es 2.

(B) Elrango es 3 para todo valor de a.

(C) Existe exactamente un valor de a donde el rango es 1 y uno donde el rango es 2.
(D) Elrango es 2 para todo valor de a.

(E) Elrango es 3 tnicamente para 3 valores distintos de a.

Ejercicio 8.

Se considera el espacio vectorial Ry[x] y los siguientes subespacios:

= W= {p(x) € Ry[x] : p(x) es divisible por (x? — 1)}’

= Wy ={p(x) € Ry[x] : p(x) = =p(~x) y p(2) = 0}.
Indicar la opcién correcta:
(A) Wi @ W, = Ry[x].
(B) Wj + W, =Ry[x], ademés la suma NO es directa y dim(W1 N Wz) =1.
(C) W@ W, = Ry[x].
(D) Wi + W, = Ry[x], ademas la suma NO es directa y dim( Wi n Wz) = L.
(E) Wi+ W, = Ry[x] y ademas la suma NO es directa y dim(Wl N WZ) =2
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Ejercicio 9.

Nos interesan las transformaciones lineales T : My, (IR) — R® que verifican las siguientes cuatro condi-
ciones:

1 -1 2 1
. T(2 O):(1,2,3). . T(O 4):(0,1,—2)

0 3 3 3
. T( _1)—.-(2,—1,0). . T(3 3):(3,2,1).

Indicar la opcién correcta:

(A) No existe ninguna transformacioén lineal T que verifique las cuatro condiciones.

(B) Existe una tnica transformacién lineal T que verifica las cuatro condiciones, y ésta ademas verifica

1 5
T(_1 3):(1,—2,5).

(C) Existen infinitas transformaciones lineales T que verifiquen las cuatro condiciones, y ademas, to-
- 1
das verifican T(_1 53)) =(1,-2,5).

(D) Existe una tinica transformacion lineal T que verifica las cuatro condiciones, y ésta ademds verifica

0 1
T(1 0):(1,1,0).

(E) Existen infinitas transformaciones lineales T que verifiquen las cuatro condiciones, y una tnica

que ademds verifica T((l) (1)) ={1,1,0).

Ejercicio 10.

Sean V,W y U espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, con dim(V) =5y dim(W) = 3.
Consideremos dos transformaciones lineales T: V - Wy S: W — U.

Sabiendo que dim(Im(T)) = 3 y que la composiciéon So T : V — U es la transformacién lineal nula
(Recordar que la compuesta se define como S o T(v) = S(T(v))).

Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es correcta:

(A) T es un isomorfismo y dim(N(S)) = 0.

(B) dim(N ( )) = 2, la transformacién T es inyectiva y dim(Im(S)) > 1.

(C) dim(N(T)) = 2, la transformacion T es sobreyectivay S es la transformacién nula.
(D) dim(N(T)) =2y se cumple que Im(T) estd contenida y no es igual a N(S).

(E) La transformacién T es sobreyectiva y se cumple que dim(N(S)) = 2.




Solucion Examen - Geometria y Algebra Lineal 1

Facultad de Ingenieria - UdelaR

16 de julio de 2026
Ejercicio 1

ar+y+z=1
(Sa):Sz+ay+z=a

T+y+az=ad

Indicar la opcién correcta:

(A) El sistema es incompatible para exactamente tres valores de a.
(B) El sistema es compatible indeterminado para exactamente dos valores de a.
(C) Sia=1, el sistema es compatible determinado.

(D) El sistema es incompatible si y solo si a = —2.

(E) Para a = 0 el sistema es incompatible.

Solucién: Calculamos el determinante de la matriz del sistema A:

a 1 1
det(A)=1 a 1 =a®-1)-1a-1)+1(1—a) = (a—1)*(a+2)
L 1 @ ‘
El determinante es cero paraa =1y a = —2.

e Si a = 1: Todas las ecuaciones son x + y + z = 1, por lo que es un Sistema Compatible
Indeterminado (SCI).

e Si @ = —2: Sumando las tres ecuaciones obtenemos 0 = (—2)? — 2+ 1 = 3, una con-
tradiccién. Por lo tanto, el sistema es Incompatible (SI).

El sistema es incompatible tinicamente para a = —2.
Respuesta Correcta: (D)

Ejercicio 2

1
Sean A, B € M3y3(R) matrices invertibles. Se sabe que det(A) = 5 ¥ det(B) = 4.

. Cuél es el valor del determinante de la matriz M = 24*B~1A?
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1
(A) 3 ®) & © 1 (D) 1 (E) 2
Solucién: Utilizamos las propiedades de los determinantes para matrices de orden n = 3:
1. det(kM) = k™ det(M)
2. det(A") = det(4)
3. det(B™!) = 1/ det(B)
4. det(PQ) = det(P)det(Q)

; il 1 1 1 1
Aplicando: det(24°B71A) = 23 - det(A) - ——— - d =8 . =-=- — =
plicando: det( ) det(A) det(B) et(A) =8 5133
Respuesta Correcta: (C)
Ejercicio 3
Sea V un R-espacio vectorial, dim(V) = 4. Consideremos S = {v1,v2,v3} C V conjunto

linealmente independiente. Se construye un nuevo conjunto S* = {v1,v2,v3, w1, w2} C V,
donde wy y ws son dos vectores cualesquiera de V.
Indicar cuél de las siguientes afirmaciones es la correcta:

(A) Si wy y wy son linealmente independientes entre si, entonces S* es necesariamente un
conjunto generador de V.

(B) El conjunto S* siempre es un conjunto generador de V, independientemente de la eleccion
de los vectores w1 y wa.

(C) Es imposible elegir wy y we de tal manera que a partir de los elementos de S* se pueda
extraer una base de V.

(D) Siw; € (v1,v2) y we & (v1,v2,v3), entonces el subespacio generado por S* tiene dimension
exactamente igual a 5.

(E) Si S* es un conjunto generador de V, entonces existe al menos un vector en S* que puede
expresarse como combinacién lineal de los demés, y al eliminarlo, el conjunto resultante
sigue generando a V.

Solucién: dim(V) = 5.
Cualquier conjunto con més vectores que la dimensién del espacio es necesariamente linealmente
dependiente (LD). Si S* genera a V, al ser LD, existe al menos un vector que es combinacion
lineal de los demas. Al eliminarlo, el conjunto resultante sigue generando el mismo subespacio

V.
Respuesta Correcta: (E).

Ejercicio 4

En R3, se considera el plano 7 : 2 +y—22z = 5 y la recta r dada por sus ecuaciones paramétricas:

r = 1+t
T y = ¢
z = 1+t

La distancia de la recta r al plano 7 es:
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(A) V2 (B) 2v3 (C) V6 V5 (E) 2
(D) NG

Solucién: La recta tiene vector director d = (1,1,1) y pasa por P(1,0,1). El plano tiene
normal 77 = (1,1,—2). Como (d,7) =1+ 1 — 2 =0, la recta es paralela al plano. La distancia
es:

1(1) +1(0) —2(1) - 5] _ | — 6]
d(r,m) = d(P,n) = ey - % = /6

Respuesta Correcta: (C).

Ejercicio 5

r=1+2A

En R3, se considera el plano 7 que contiene a la recta r : y =2\ y es perpendicular al
z=2-—A

plano m :x —y + 2z = 5.

Entonces, la ecuacion reducida del plano 7 es:

(A) z—y+22z=5 (D) 3z -3y —32=-3

B) z+2y—2=-1

(C)2zc—-y+2z=4 (E) z+y+2z=3

Solucidén: El vector normal 7 del plano buscado debe ser perpendicular al director de r,
d=(1,2,—1), y al normal de m, 7, = (1,—1,2).

A=dAf, =(3,-3,-3)
Usando el punto P(1,0,2) de larecta: 3(z—1)—3(y—0)—3(2—2) =0 =3z — 3y — 32 = —3.
Respuesta Correcta: (D)
Ejercicio 6

Sea V' un espacio vectorial de dimensién 4 y B = {v1, v2,v3,v4} una base de V. Se considera el
subespacio S C V generado por el conjunto de vectores A = {uy, us, us, uq}, donde:

® Uy = v+ U2 ® U3 = U3+ U4

® Uy = Uy + U3 e us =v; +kvg (conk€R)
Indicar la opcién correcta:
(A) dim(S) = 4 para todo k € R.
(B) Existe un tinico valor de k para el cual A es una base de V.

(C) Existe un tdnico valor de k para el cual dim(S) = 3 y para cualquier otro valor de k,
dim(S) = 4.

(D) Existen exactamente dos valores de k para los cuales dim(S) = 3 y para cualquier otro
valor de k, dim(S) = 4.

(E) El conjunto A es linealmente depehdiente para todo k € R.
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Solucién: Para determinar la dimensién de S, analizamos si el conjunto A es linealmente
independiente (LI). Planteamos la combinacién lineal nula:

a1ul + Uy + a3ug + aqug = 0
Sustituimos cada wu; por su expresién en la base B:
a1 (vy + v2) + aa(vg + v3) + a3(vs + vs) + ag(vy + kvg) =0
Reagrupamos los términos segin los vectores de la base B:
(o1 + ag)vr + (a1 + a2)va + (g + a3)vs + (a3 + kag)vy =0

Como B es una base, sus vectores son linealmente independientes por definicién. Por lo
tanto, cada coeficiente debe ser nulo, lo que nos da el siguiente sistema de ecuaciones:

.o +tas=0= a4 = -
2. a1+as=0=>ay = -1
3. as+a3=0=a3=—ay =0

4. as+kag =0

Sustituimos los resultados de (1) y (3) en la ecuacién (4):
a1 +k(—a1) =0 = a1(1—-k)=0

e Caso k # 1: La tnica solucién es a; = 0, lo que implica que todos los a; = 0. El conjunto
A es LI, por lo que dim(S) = 4.

e Caso k = 1: El valor de oy puede ser cualquiera (por ejemplo oy = 1). Esto implica
que el conjunto es Linealmente Dependiente (LD). Especificamente, se cumple que ug =
uy — ug +us. Al eliminar ug, los tres vectores restantes son LI, resultando en dim(S) = 3.

Respuesta Correcta: (C)
Ejercicio 7
Sea A, =

1

a

0
d

0 1
a 1] € Msy3(C), donde a € C.
1 a

Indicar cudl S

e las siguientes afirmaciones es correcta:
(A) Existen exactamente dos valores de a para los cuales el rango es 2.
(B) El rango es 3 para todo valor de a.

| (C) Existe exactamente un valor de a donde el rango es 1 y uno donde el rango es 2.
(D) El rango es 2 para todo valor de a.

(E) El rango es 3 unicamente para 3 valores distintos de a.
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Solucién: Proceso de escalerizacién
1. Realizamos la operacién fila Fy < Fy — aF}:

1 0 1
0 a 1—a
0 1 a

2. Permutamos las filas F» y F3 para facilitar el cdlculo (Fy ¢ F3):

10 1 GO NGy
O 1 a ﬁ;\?‘ U“'PQ De /f/
0 a 1—a = pocumentacion ”“

Xd

13, yBidlioweca ¥

3. Realizamos la operacién fila F3 < F3 — aFy: (Szame\i:?eo-u )
N
1 0 1
01 a
0 0 1—ag—a?

El rango de la matriz es igual al niimero de filas no nulas en su forma escalerizada:
* Elrango es 2 si y solo si el dltimo elemento de la diagonal es cero:
l-a-0a?=0 < a®>+a-1=0
Esta ecuacién cuadratica tiene exactamente dos raices en C.

e Para cualquier otro valor de a, el tltimo elemento es no nulo, proporcionando un tercer
pivote y resultando en un rango de 3.

Conclusién: Existen exactamente dos valores de a para los cuales el rango es 2.
Respuesta Correcta: (A)
Ejercicio 8
Se considera el espacio vectorial Ry[z] y los siguientes subespacios:
o W1 = {p(z) € Ryfz] : p(z) es divisible por (= - 1)},
* Wa = {p(z) € Raz] : p() = —p(~2) y p(2) = 0}.
Indicar la opcién correcta:
(A) W @ W, = Ryfz].
(B) Wi+ Wy =Ry [z], ademds la suma NO es directa y dim(W1 n Wg) =l
(C) W1 a W, # Rylx].
(D) W1 + Wy # Ryfz], ademds la suma NO es directa y dim(W1 N Wg) =1
(E) W1+ W, # Ryfz] y ademds la suma NO es directa y dim(Wl N Wg) =

§ [z



Solucién: Wi: Un polinomio p(z) € Ry4fz] es divisible por (z? — 1) si se puede escribir
como:

p(z) = (% — 1)(az® + bz +¢)

, <<;'7\ Como el polinomio resultante debe ser de grado < 4, el cociente es un polinomio de grado < 2.

dlm(Wl) =3

Wa: La condicién p(z) = —p(—z) indica que el polinomio es impar. En Ry4[z], los polinomios
impares son de la forma p(z) = az® + bz. Aplicamos la segunda condicién p(2) = 0:

a(2)* +b(2) =0 = 8a+2b=0 = b= —4da

Sustituyendo, p(z) = az® — 4azx = az(z?

—4). Solo hay un grado de libertad (a), por lo tanto:
dim(Wg) = 1

Interseccién Wi N Wa: Un polinomio estd en la interseccién si es de la forma p(z) = az(z? — 4)
y ademds es divisible por (z? — 1). Para ser divisible por (z? — 1), sus raices deben incluir a 1

y —1. Evaluamos p(1):
p(1) =a(1)(1* —4) = —3a

Para que p(1) = 0, necesariamente a = 0. Esto implica que p(z) es el polinomio nulo.
W1NW; ={0} = La suma es directa (W1 @ Ws)
Dimensién de la suma: Por el teorema de la dimensién de la suma:
dim(W; @ Wa) = dim(W;) + dim(Ws) =3+ 1 =4
Como dim(R4[z]) = 5, concluimos que:
W1 @ Wy # Ry[z]

Respuesta Correcta: (C)

Ejercicio 9

Nos interesan las transformaciones lineales T' : Maya(R) — R® que verifican las siguientes
cuatro condiciones:

. TG Bl> = (1,2,3). . T<§ i) = (0, L, =2

. T (? 31> = (2,-1,0). «T @ g) =(3,2,1).

Indicar la opcién correctas
(A) No existe ninguna transformacién lineal 7' que verifique las cuatro condiciones.

(B) Existe una tnica transformacién lineal T’ que verifica las cuatro condiciones, y ésta ademads
. 1 5
verifica T (_1 3) =(1,-2,5)



(C) Existen infinitas transformaciones lineales T que verifiquen las cuatro condiciones, y

ademads, todas verifican T <_11 g) = (1,-2,5)

(D) Existe una tnica transformacién lineal T que verifica las cuatro condiciones, y ésta ademds

verifica T <(1) é) =(1,1,0).

(E) Existen infinitas transformaciones lineales T que verifiquen las cuatro condiciones, y una

Unica que ademés verifica T’ <(1) é) = (1, 1,0),

Solucién: Sean Ay, Ay, A3 y A4 las matrices dadas en el dominio. Observamos la relacién

entre ellas:
_ (14042 —143+1\ _ (3 3\ _
A1+A2+A3_(2+1+0 0—1+4)—<3 3>“A4

Como A4 es combinacién lineal de los otros tres vectores, el conjunto {A;, Ay, A3, A4} es lineal-
mente dependiente.

Para que exista una transformacién lineal T', se debe cumplir que T (Ag) =T(A1+ A2+ A43) =
T(A1) + T(A2) + T(A3). Calculamos la suma de las imégenes:

(1,2,3) 4+ (2,-1,0) + (0,1, -2) = (3,2, 1)

Dado que el resultado coincide exactamente con el valor dado para T(Ay), las condiciones son

consistentes. Por lo tanto, existe al menos una transformacién lineal que cumple los datos.
Andlisis de Unicidad:

e El dominio Max2(R) tiene dimensién 4.

e Los vectores { A1, Ay, A3} son linealmente independientes (se puede verificar que ninguno
es multiplo del otro y que no hay combinacién lineal nula entre ellos).

e Al definir la imagen de 3 vectores independientes en un espacio de dimensién 4, hay
libertad de eleccién para el cuarto vector de una base.

En consecuencia, existen infinitas transformaciones lineales que cumplen las condiciones ini-
ciales.

D s , 0 1 ., P
Si afiadimos una condicién sobre una matriz As = (1 o) la transformacién serd tnica si y solo

si As es linealmente independiente de {A1, Ay, A3}. Al intentar expresar As como combinacién

lineal:
_(a+2y —a+38+v\ (0 1
“A1+ﬁA2+7A3“(2a+5 —B+4y JT\1 0

Esto genera un sistema incompatible (la primera y tltima ecuacién fuerzan valores que no
satisfacen las del medio). Al ser As independiente, el conjunto {A;, Ay, A3, A5} forma una
base de Max2(R). Por el teorema de existencia y unicidad, definir las imdgenes de una base
determina una tinica transformacién lineal.

Por lo tanto, existen infinitas transformaciones que cumplen las cuatro condiciones originales,
y una unica si se agrega la condicién sobre la matriz dada en la opcién E.

Respuesta Correcta: (E)




Ejercicio 10

Sean V,W y U espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo, con dim(V) =5 y dim(W) = 3.
Consideremos dos transformaciones lineales T: V - W y S: W — U.

Sabiendo que dim(Im(7")) = 3 y que la composicién SoT : V — U es la transformacién lineal
nula, (Recordar que la compuesta se define como S o T'(v) = S(T'(v))).

Indicar cudl de las siguientes afirmaciones es correcta:

(A) T es un isomorfismo y dim(N(S)) = 0.

(B) dim(N(T)) = 2, la transformacién T es inyectiva y dim(Im(S)) > 1.

(C) dim(N(T)) = 2, la transformacién 7" es sobreyectiva y S es la transformacién nula.
(D) dim(N(T)) =2 y se cumple que Im(T’) estd contenida y no es igual a N(S).

(E) La transformacién T es sobreyectiva y se cumple que dim(N(S)) = 2

Solucién: Como dim(Im(7T")) = 3 y el espacio de llegada W tiene dim(W) = 3, T es
sobreyectiva. La condicién SoT = 0 implica que Im(7") € N(S), por lo tanto W C N(S). Esto
significa que S(w) = 0 para todo w € W, resultando en que S es la transformacién nula.
Respuesta Correcta: (C)




