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Universidad de la Republica Geometria y Algebra Lineal 2
Facultad de Ingenieria - IMERL Segundo Semestre 2025

Examen - Miércoles 10/12/2025, 08:00 hs. - Dnracién: 03:30 hs.

N? Prueba Cédula Apellido v nowbre

Versién 1
Multiple Opcién: Total 50 puntos.
Caca respuesia correcia vale 10 puntos: incorrecia: -3 puntos; no responde: 0 puniocs.

Sdlo se consideran vilidas las respuestas escritas en los casilleros correspondientes.
1 2 3 4| 5

]

Sea T una rotacién no trivial en R2 y 5 una simetria axial en R2. Considera las afirmaciones-
I. det (T o S"l) =det (T'o 5).
1I. (T o S‘l) es diagonalizable.
I, (T ¢ .S) cs una rotacién,

Ejercicio 1

Entonces:

A) Iy III son verdaderas mientras que II es falsa.
B) Iy II son verdaderas mientras que II[ es falsa.
C) 1I y I1I son verdaderas mientras que 1 es falsa.

D) Solamente I es verdadera.

Ejercicio 2
Sean a = R v 4  My(R) dada por

‘a1 1 I\
4 - 1 6 7: 2

]. —1 ) €L

0 2 . —12

Considera las siguientes afirmaciones:

I Sia < ~2, entonces A no es diagonalizable.
IL Sia > 2, entonces el determinante de A es positivo,

Y

Entonces:
A) Las afirmaciones T y II son ambas verdaderas,
B) La afirmacién I es verdadera pero la afirmacién 11 es falsa.
C) La afirmacién 1T es verdadera pero la afirmacién T es falsa.
D) Las afirmaciones I y II son ambas falsas.

Yoz




Ejercicio 3

P ! o s L1 g \ @ D . .
{L} tiene polinomio caracteristico v 4(t) = —t° 44t — ¢ = 4.

Una matriz unitaria 4 € Iy

Sabiendo que S = [{(1.0,0}, (0,1.7)}] es un subespacio propio de 4 y v = (In

;
B it a determinar Av. KX e g
- e T
5 'y Becumehtacio

DY Av = (0.—1.=3). 0 :
‘f; y t bitsieca
A\ Manteviges - Liruguay
Ejercicio 4 N
- - o SO

J

Se considera en B* un producto interno para el cual A = 4(1.0,1). (1. —1.0).(0.0.23} es una base

[ 2 b
rpr e R 3 : - = - ! A
ortonormal: y 7" : B2 — 27 tal que la mairz asocl ise canonica Z es gl J= = 2

Fntonees:

Lo,

By aunoadiy

)
beah

B) T a0 es antoadinute pero es dingonalizable.

O uo es antoadjunto ni diagonalizable.

D} No hay informacién suficiente para decidir si T’ es autoad

Ejercicio 5

Consideramos IR? con el products interno (. y,z2) el 2)) = (B~ )2 L (=L 2g)y LAz
SHSIES [{((,).U,, %) AL0.0)} vy v =(—1.4.1), entonces la provees riogonal sohre 5 e

T



Ejercicios de desarrollo: 50 puntos.
Todos los resultados deberdn estar completamente justificados. Caso contrario, no se otorgardn puntos.
Ejercicio 1. (20 pt.)

Scan V' y W espacios vectoriales de dimensién finita con producto interno sobre un cuctpo K. Sca

T:V — W una transformacién lineal y 77 su adjunta.

. DE ™
T*oF S 11 PETACO oarbinte \‘,\
Demuestra que keril" o 1) = ker(T}.
Ejercicio 2. (15 pt.) N
0 -1/2 1 : \
Sean A = o N x= | P e R y iR o R (X)) = (ATX) (A,
/2 —1/2 2 ,

a. Escribe f(x1,22) explicitamente, demuestra que es una forma cuadrdtica v clasificala.
i
12
expresar f como combinacién lineal de 47 e 5. Explica cuien es Py como se constrive.

b. Sea Y =

92 . . o 5 - 0
€ IR”. Demuestra que existe un cambio de variable X = PY que permite

Ejercicio 3. (15 pt.)
En R? con el producto interno usual se considera un operador lineal 7 : R3 — R3 dado por

T(u,y,z) = (ax +y. v 2).

Encuentra a para que 1" sea ortogonal
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critas en los casilleros correspondientes.

|1 e | 3 | 14

|5 ]
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Ejercicio 1
Sea T una rotacién no trivial en R2 v 5 una shetria axial en R2
L det (T'e S71) = det (T 0 §).
I {T'0 871 es diagonalizable.
OI. (T o S) cs una rotacion.

Entonces:
A) Ty III son verdaderas mientras que II es falsa.
B) II v IIT son verdaderas mientras que I es falsa.
C) I'y II son verdaderas mientras que IIT es falsa.

D) Solamente I es verdadera,

Ejercicio 2
Seana = R v 4 € My(R) dada por

' 1 i
1 6 -1

A= _
1 -1 -5 iy
0 2 1 —12

Considera las sigulentes afirmaciones:
l. Sia < =2, entonces A no es diagonalizable.
IL. Si e > 2, entonces el determinante de A es positivo.

Futonces:

A) Las afirmaciones 1 v IT son ambas falsas.

e

. Considera las afirmaciones:

A k2
<o VG
- .

B} La afirmacién I es verdadera pero la afirmacién T es falsa,

C) La afirmacién T es verdadera pero la afirmacién IT es falsa.

D) Las afirmaciones I y II son ambas verdaderas.

. Y/
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Ejercicio 3
Una matriz unitaria 4 € M3(C) tiene polinomio caracteristico x 1(#) = —#% +it2 — ¢t + ;.

Sabiendo que § = [{(1.0,0), (0. 1. )}] es un subespacio propio de 4 v v = (7.4, 1]. entonces

A} Av = (0,—1, —i).

B} No hav informacion suficienie para determinar Av.
G} Aw = (—4, 1 4Y.

D} Aw = (—=1,1.—4).

Ejercicio 4
Se considera en R? un producto interno para el cual A = {(1,0,1),(1,-1,0), (0,0,2)} es una base

2 0 b
ortonormal. y T : B® — R tal que la matriz asociada en base candnica & es =02 0

Kintonces:

A) No hay inforimacién suficiente para decidir si T es antoadjunte. - g
: 4 A . &

B) T no es autoadiimto pero es diagonalizable.

C) T no es autoadjunto ni diagonalizable. +

D) T es autoadjunto.
Ejercicio 5
Consideramos /R? con el producto interno (2,9,2), (@ 0. 2")) = 3z + y)a' + (e =+ Iplef = 1=
oi S =[{ (U.O: %) AL,0.0)} vy v = (—1.4,1), entonces la proyeceién ortogonal de o sohre 5 as

A) Ps(v) = (1,0,3).

Bj Ps(v) = (3,0,3).

C) Pslv)= (3.0,1).

) Po(n) = (2L
D) Baln) (\\_EAO. L\

577
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Ejercicios de desarrollo: 50 puntos.
"Todos los resultados deberdn estar completamente Justificados. Caso contrario, no se otorgardn puntos.

Ejercicio 1. (20 pt.)

Scan V' y W cspacios vectoriales de dimensién fnita con producto interno sobre un cucrpo K. Sca
TV — W una transformacién lineal y T su adjunta.

/'\,'_.
1estra que (7" o T') es un sperador antoa
¢. Demuestra que ker(T" e T) = ker(T). =
.\ A " /
Ejercicio 2. (15 pt.) P '
0 —-1/2 1 y z , g o , N ;
Sean A = / . A — ) e me vitR? =R/ FX) = (A" XY (A,
0 1/2 —-1/2 2 ’
a. Escribe f(x).20) explicitamente. demuestra que es una forma cuadrdtica v clasificala.
i U1 i . . . - - o
b. Sea Y = . ¢ IR* Demuestra que existe un cambio de variable X = PY que permite
42

expresar f como combinacién lineal de «/12 e y%. Explica quien es £ v como se const rye

Ejercicio 3. (15 pt.)

En R? con el producto interno usual se considera un operador lineal 7' : R3 — B3 dado por

T(z,y,2) = (az +y. x. 2).

Encuentra a para que T sea ortosonal

i

alra ¢



Universidad de la Republica Geometria y Algebra Lineal 2
Facultad de Ingenieria - IMERL Segundo Semestre 2025
SOLUCION DEL EXAMEN - Miéreoles 10/12/2025 - Duracidn: 3 horas.

Multiple Opcién: Total 50 puntos.
Cada respucesta correcta vale 10 puntos: incorrecta: -3 puutos: no responde: 0 puntos.

Version 1

1 2 ! 3 l 4 | 5

C A A D
Version 2

[ 1 2 3 4 5

C B D D ¢

Ejercicio 1
Sean T una rotacién no trivial y S una simetria axial, ambas en K-, Considera las afirmaciones:
I det (7o S71) = det (T S).
1L (T o Sfl) es diagonalizable.
III. (T ¢ 8) es una rotacion.
Entonces:
A) Iy IIT son verdaderas mientras que LI es falsa.
B) Iy II son verdaderas mientras que IIT es falsa.

C) II ¥ Il son verdaderas mientras que I es falsa.

D) Solamente I es verdadera.

Solucién

Observamos que una simetria axial en R? es diagonalizable en una base ortonormal B con matriz

-1
asociada (7)) = < 0 (1)

haciendo de la simetria axial un operador ortogonal v autoadiunto. Luego. (T 0 S) = (T 5 S~1) por

). Vemos que g(7T)z = B(T)Igl = g(T)4 por lo que § = 5§71 = 5=

lo que la afirmacién I es verdadera. Ademads, (7 o 8) es un operador ortogonal PuT ser compusicion
de operadores ortogonales; alcanza con calcular det(T o S) = det(T).det(S) = (1).(—1) = —1 para
comprobar que (7°0.5) es otra vez una simetria axial, y en consecnencia la afirmacién II es'verdadera v
la III es falsa. Los argumentos aqui expuestos pueden también darse utilizando las matrices asociadas
a cada isometria, o viendo la accién de la composicién sobre una basc ortonormal de R?, llcgando por
otros caminos a las mismas conclusiones.

La respuesta correcta es la opcién B.

}/71
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Ejercicio 2
Sean a € R v A € My(R) dada por

7 Sl
| o
e 6 T2
I -1 -5 1
0o 2 1 -12

Considera las siguientes afirmaciones:
L Sl a < =2, entonces 4 no es diagonalizable.

IL. Sia > 2, entonces el determinante de A es positivo.
Fntonces:

A) Las afirmaciones I v I son ambas verdaderas.

B) La alirmacion 1 es verdadera pero la afirmacion IT es falsa.

(') La afirmacién 1T es verdadera pero la atirmacién 1 es falsa.

)

D) Las alirmaciones [ y II son ambas falsas.

Solucién Comenzamos notando que VYa € R, la matriz A es simétrica, por lo cual es diagonalizable,
haciendo que la afirmacion T sea falsa.

Para la afirmacién I1. aplicamos el Teorema de Gerschgorin y encontramos que los circulos S; v Sy
estdn totalmente contenidos en el semiplano izquierdo y el circulo Sy estd totalmente contenido en el
semiplano derecho. El cireulo Sy es de centro a v radio 2, por lo que si a > 2, la matriz 4 tiene dos
valores propios reales y positivos v otros dos valores propios reales y negativos, dando como resultado
determinante positivo (usamos aqui que una matriz simétrica tiene todos sus valores propios v son

reales). La respuesta correcta es la opcidn C.

Ejercicio 3

(v}

Una matriz unitaria A € M3(C) tiene polinomio caracteristico xa(t) =43 —it? £ &g

Sabiendo qite S = [{(1,0,0),(0,1,i)}] es un subespacio propic de A v v = (i.i,1). entonces

A) A= (11, -4k
BB) No hay informacion suficiente para determinar Av.
C) Ae=(~i 1,4). gy TR

D) Be=(0, —1,—). "\%wn\sv\ﬁ"“ '
Solucién

Factorizando el polinomio caracteristico de 4 encontramos xalt) =t? —it? +t—i =142 (=) +(—-i) =
(+ D)t —i) =t + )t — i)%. E] subespacio S. siendo propio de A, necesariamente es el asociado al
valor propio i por la relacién entre su m.g. v su m.a. Por otra parte, siendo A una matriz unitaria. los
subespacios propios asociados a valores propios diferentes son ortogonales. Esto nos lleva a deducir
que S_; = S = [{(0,4.1)}]. Finalmente, 4z = Ali,4,1) = A(4,0,0) + A(0,4.1) = i.4(1.0,0) +

(—=7).(0.7,1) = £.(3)(1,0,0) + (0, 7%, —i) = (=1,0.0) + (0,1, ~7) = (~1,1, —i). La respuesta correcta

es la opcién A.
2/77
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Ejercicio 4

Se considera en B wn producto interno para el cual A = {(1,0.1), (L. —1,0),{0,0,2)} es una base

2 0 0
ortonormal. y T : R® — R3 tal que la matriz asociada en base canénica Ees o(Thz= [ 0 2 0
' 3 3 =1
Entonces:
A) T es autoadjunto,
B) T no es autoadjunto pero es diagonalizable.
C: T no es autoadjunto ni diagonalizable.
D; No hay informacién suficiente para decidir si T es autoadjunto.
Solucion
1 1 0 1 1 0
Calculamos las matrices de cambio de base g(Jd)s = | 0 -1 0 | v 4(Jd)g = 0 -1 0
1 0 2 5 -3 &
20 0
Computamos a(T)a =4 (Id)g.e(Me.e(Id)s = o 2 0 |. Vemos que I tiene matriz asociada
0 0 -1

simeétrica en una base ortonormal y por lo tanto es autoadjunto. Este ejercicios taibién puede resolver-
se buscando la regla de asignacién de T a partir de su matriz asociada en base candnica v encontrando

directamente la matriz asociada en base A. La respuesta correcta es A

Ejercicio 5
Consideramos IR* con el producto interno (z.y.2). (2 9. 2")) = Ba +y)x' + (. + 2y)y + 422",

Si.8 = [{(0.0. %) (1,0,0)1 v v = (—1,4.1). entonces la proveccién ortogonal de v sobre S es:

A) Ps(v) = (5,0,3).
B) Ps(v) = (1,0,V3).
C) PS(W) = (%’0 1) ] D’L A
D) Ps(v) = (L,0,1). &
s LOT6
Solucién oL
Para el producto interno dado tenemos: ,ﬁ
= {(0,0,1),(0.0.5)y =1 i W

= ((1,0,0),(1,0,0)) =3
= ((0,0,5),(1.0.0)) = 0
En consecuencia, A = {(0,0,1), (%,QO)} es una b.on. de S. Provectando v sobre S a partir de
dicha base encontramos Pg(v) = ((—1,4,1), (0.0. %)) (0,0, é) F =141, <\%’704“)> (%.0.0) B
2.0.0.5)+ 7

Va3

(%, 0, 0) = (%, 0, l). dando como respuesta correcta la opeion D.

1/



Ejercicios de desarrollo: 50 puntos.
Todos los resultados deberdn estar completamente justificados. Caso contrario, no se otorgarén puntos.
Ejercicio 1. (20 pt.)

Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita con producto interno sobre un cuerpo K. Sea *
T:V — W una transformacién lineal y 7% su adjunta.

a. Denwestra que (T o T') es un operador autoadjunto. ' N 'I?\.g.-_; X
L. Demuestra que para todo valor propio N de (T o T) sc ticne gue A > 0 ‘ IR T~
¢. Demuestra que bey (T = T = ker(T ). =
Solucion !
a. (TToT) =T*o(T*)* = T*oT por lo que es un operador autoadjunto. NS~ '

b, Sea A valor propio de (T o T'), sabemos que A € R por lo demostrado en la PArte anterior,
Ademas, existe v € Vv # Oy tal que (T* o T)(v) = Av. Caleulamos (v {T* =T
Por la definicién de adjunto tenemos que (v, (T* o T)(v)) = (T'(v). T{(x)) = ||T

Por la definicién de valor propio tenemos que (v, (T o T){(v)) = (v, Adv) = Mw, ) = Allv 2.
De ambas. A[v]|? = ||T()||? , como v # Oy, se deduce que A > 0.
. Ve e ker(T) : T(r) = 0y = (T*oT)(x) = T*(T(x)) = T*(0y) = Oy = = < ker(T= o T).
v € ker(T*oT) (T o TY(w) = Oy = (z,(T* o T)(x)) = 0 = (T{x),T(x)) = 0 = | T(x)]j2 =
x) =0y = 2 € ker(T).

|\L)

Ejercicio 2. (15 pt.) i

) —1/2 1 o . o _ i o
| Sean 4 = ¢ / P e,y fodR: = IR fFIXY = (XY (4500,
0 12 172 2

a. Demuestra que f es una forma cuadrdtica, clasificala y escribe f(x,y) explicitamente.

. Y1 9 . . R . .
b. Sea YV = € IR7. Demnestra que existe un canbio de variable X = PY que periite
Y2
expresar [ como combinacion lineal de yi ¢ y2. Explica quien es P v como se construye.

Solucién

)

VELOoS Uue €8 ulla 1natriz blllletl ica, por lo que f es una forma cuadréitica. Una matriz slmetnnd

et
a1,

a. fX) = (AT (ANX) = XP(ADNL(ATX) = XA 45X, Calewlando 4,47 =
) ) .

o

de orden dos tiene dos mlore\ propios reales, como en este caso el determinante de AA? es 16
v la traza E ambos positivos deducimos que AA4" tiene dos valores propios positivos por lo que
[ es definida positiva (también puede verse aplicando Gerschgorin a la primera fila, viendo
que un valor propio es positivo y el determinante es positivo el restante Valg)r propio también
debe ser positivo). La expresion explicita buscada es flzy) = M—ﬂ-% .
b. Por el teorema espectral para matrices simétricas, sabemos que existe una matriz P ortogonal
tal que P*.(AA").P = D, siendo D una matriz diagonal. La matriz P cst4 dada por ¢l cambio

101"



. 4 , . 2
de base de una base ortonormal de vectores propios de 4A" a la base candnica de R=. y el

vector Y = P'X permite entonces expresar f como combinacién lineal de e 2.

Ejercicio 3. (15 pt.)

En R* con el producto interno usual se considera un operador lineal 7 : R% —3 % dado por

b. Para el valor hallado de a, clasifica 7 ¥ encuentra sus elementos,

Solucién
a 1 0
a. Para la base ortonoral canénica E de R7. e(Tg = 1 0 0
0 0 1

v solo si @ = 0 lo cual da el valor buscado de a.

b. Con el valor o = 0, caleulamos sus mvariantes encontrando determinante — |1 v traza 1. De
aqui podemos deducir ane, al ser sn matriz asocidada en 1mna b.o. sinétrica. entonces es
autoadjunto (y diagonalizable) v tiene valores propios reales. Luego, por ser duicamente posi-
bles los valores 1 y —1, dedncimos de su traza y st determinante que el valor propio 1 tiene
nha.=m.g =2y cl valor propio —1 ticne nLa.=ug =1, por lo que es una sinetria cspecular (cs
decir, simetria respecto de un plano). Es posible también justiticarlo calewlando s11 polinomio
caracteristico que es y(¢) = (1 — £)(t? — 1) . Para encontrar los elementos, calculamos ¢l subes-
pacio propio S1 que coincide con el plano de simetrfa. Encontramos S, = [(1.1.0) (0.0, 1j).

Otra forma de verlo es notando que en la base candnica T(er1) = ey, T(ea) = ¢ v Tles) = e

por lo que tanto e; + ey como ez son vectores propios asociados al valor propio 1, que da la
misma conclusion que el cilenlo manual.
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