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PRIMER PARCIAL (VERSION 1) - SABADO 20 DE SETIEMBRE DE 2025

[ N7 Prueba Cédula Apellido y nombre

Ejercicios multiple opcién.
Total: 25 puntos. Respuesta correcta: 5 puntos: respuesta incorrecta -1 punto: no respoude; 0 punto.

Sélo se consideran vdlidas las respuestas escritas en los casilleros Y espacios correspon-
dientes.

1 2 3 4 5

Ejercicio 1
Sea T : Rpla] — Raofe] tal que T(1) =2+ 222, T(2) = 1 + = — 22, y T{x?) = 2b, siendo {Loa,2?} 1a
base candnica de Ro|z], y & € R. Entonces:

A} T es diagonalizable para todo b« =1,

1 00 -
Bj Sib=—2 una forma de Jordande Tes B= |1 1 0 SN
011 A

C) T es diagonalizable si y solo si b = —

| —
N

1 0 0 bt
D) Sib< —% una forma de Jordan de T es B= |1 1 0 leameu e
011 o

Ejercicio 2
St todes los circulos de Gerschgorin de una matriz real estdn en el semiplano derecho {Re{z) > 0).
entonces:

A) Todos los valores propios son reales Yy positivos.

B) Todos los valores propios tienen parte real positiva.
(') Todos los valores propios tienen tanto parte real positiva como parte imaginaria positiva.
D).

Existen tanto valores propios reales como valores propios con parte imaginaria no nula.

Ejercicio 3 Si A es un valor prépio de 77y S, es el espacio propio asociado, entonces:
A} Sy es invariante bajo T
B) Sy no ¢s invariante hajo 7.
C) Sy es invariante bajo T si v solo si A = 1.

D) S, es invariante bajo T si v solo si dim S\ =1




9

Ejercicio 4
Sea V = Muxa(R), con el pi. (A, B) = tr(4B"), y el subespacio S = {M € V : M es diagonal}. Dada

. 1 . L,
la matriz A = l) € V. la proveccién ortogonal Pg(4) es:

Ejercicio 5
Sc cousidera en R3 ¢l producto interno (, ) : R® x R? — R definido como siguc:

(1,71, 21), (2, Y2, 22)) = 221Z2 + 2y1y2 + 42122 + Z122 + 2120,

Se considera S C R3 el subespacio generado por (1,1,1). Una base ortogonal de St es:

A) {(1 1,-1),(=2,3,0)}
B) {(1,1,-1),(-8,7.2)}
C){(ll—)( 2,3,0}}
D) {(1,1,-2),(~8,7,-3)}

Ejercicio de desarrollo.

Total: 15 puntos.

Sean (V. K. +..) un espacio vectorial de dimension finita, 7: V' — 1 un operador lineal.
a) Define subespacio invariante bajo 7.
b) Demuestra que V' es suma de subespacios invariantes V = U & 117 i v solo sf existe una base
M 0
0 N
¢) Considera V' = Ry[x], wia base B = {222+, 22— 2042, 0+ 1} de Ro[u] v un operador lineal
T : Ra[z] — Rofa] tal que T(az® +br +¢) = (Ta+4b - 4e)z? + (4a+ b+ 8c)r + (—4a+8h+c).
i) Escriba la matriz asociada g(7)g.
ii) Encuentra dos subespacios que sean invariantes bajo 7. Jnstifica y escribelos explicita-

BdeV tal que g{T)p = ) es una matriz por bloques.

mente.
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N° Pruchba Cédula ‘ Apellido y nombre

Ejercicios miiltiple opcién.
Total: 25 puntos. Respuesta correcta: 5 puntos: respuesta incorrecta -1 punto; no responde: 0 punto.
S6lo se consideran vilidas las respuestas escritas en los. casilleros Y espacios correspon-

dientes.

I 2 3 4 5|

Ejercicio 1
Sca V' = Mayxs(R), con ol p.i. (4, B) = tr(AB'). v ol subespacio S = {M € V : M cs diagoual}. Dada

la matriz A = ( 11 V', la proyeccion oriogonal Ps(A) es

el Pt 32

.L\-

\:‘

:) pocuine® i
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Ejercicio 2 Si A es un valor propic de T y S es el espacio propio asociado, entonces:

A) Sy es invariante bajo T

B) Sy cs invariante bajo T s y solo si A = 1.
C) Sy es invariante bajo T s y solo si dim {(Sy)=1
D) Sy no es invariante bajo T

37



S>3

Ejercicio 3
Sea T Rofz] — Ryl tal que T(1) = 2+ 222, T(a) =1+ a — @2, v T(x?) = 2b, slendo {1,x, 2%} la

base candnica de Ryfz], v b € R. Entonces:

A) T es diagonalizable st y solo si b = *%,
' L 00 s
B) Sib < 7% una forma de Jordande Tes 5= [ 1 1 0 /‘» DEIN N
01 1 & Cepta 9¢ g
~y : . 2 pocumentact T
C) T es diagonalizable para todo b < —%. @) T ghicest s
I O o>
D) S b= ‘11 una forma de Jordan de TTes B= |1 1 G Naaileamutias el
§ Ly i
Ejercicio 4
Se considera en R? el producto interno (, ) : B® x B* = R definido como sighe
{1y, 21), (Boawn, 220) = 28589 + 20h1Y + 72 + Zi + 5122
Se considera S € R? ol subespacio generado por {1, 1.1): Una base ortogonal de 5— es
B) {(1,1,-2),(-8,7,-3)}
Oy 4(1,1,-2).{~2,3,0)}
D) {(1,1,~1),(~8,7,2)}
Ejercicio 5
Si todos los circulos de Gerschgorin de una matriz real estdn en el semiplano derecha (Relz] > |

entonces:
A} Todos los valores propios son reales y positivos.
B) Todos los valores propios tienen tanto parte real positiva como parte imaginaria posiliva.
() Existen tanto valores propios reales como valores propios con parte imaginaria no nula.
)

D) Todos los valores propios ticuen parte real positiva

Ejercicio de desarrollo.

Total: 15 puntos.

Sean (V. K, +,.) un espacio vectorial de dimension finita, T: V — V un operador lineal.
a) Define subespacio invariante bajo 7',
b) Demuestra que V es sumg de subespacios invariantes V = U & W sl y solo si existe una base
M 0

B de V tal que 5(T)5 = iO N es una matriz por bloques.

¢) Considera V = Ry|[z], una base B = {2z% + z,2° — 2z + 2,2 + 1} de Ro[z] y un operador lineal
T : Ralz] — Ralz] tal que T(aa? + bz + c) = (Ta+4b — 4c)a® + (4a + b+ 8c)x + (—da+ 80+ ¢).

i) Escriba la matriz asociada g(T)s.

ii) Encuentra dos subespacios que sean invariantes bajo 7. Justifica y escribelos explicita-

mente.
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N Prucha | Cédula Apcllide y nombre

Ejercicios miltiple opcidn.

Total: 25 puntos. Respuesta correcta: 5 puntos: respuesta incorrecta -1 punto: no responde: (0 punto.
Sélo se consideran validas las respuestas escritas en los casilleros y espacios correspon-
dientes.

Version 1

|1 2 3 | 4 5
| 2
| B B 7y D A - .
Versién 2
1 2 3 g ——
-4 ! : C P

Ejercicio 1
Sea T': Ry[a] — Ry[w] tal que T(1) = 2 + 22, T(z) =14z — 22, y T(x?) = 2b, siendo {1, x, 2%} la

basc canduica de Rsf2], y b € R. Entonces:

A} T es diagonalizable para todo b < —%

100
B} Sib=—1una forma de Jordan de T es B — 110
0 1 1
©) T es diagonalizable si y solo si b — f%.
1 00
D) Sib < = ma forma de Jordan de Tes B= {1 1 ¢
0 11
2 1 2
Solucién: La matriz asociada en base candnicaes A= |0 1 0 ¥ sn polinomio caractei{stico
2 -1 0

es x(A) = (1 = A)(\? =2\ — 4b). Una rafz es A = 1 que al ser real es valor propio. Observenos que ¢l
polinomio caracteristico puede escribirse también como XA =(1T-XN((A=1)?-(1+ 40)).

Sibh < Tl las otras dos rafces son complejas conjugadas v por tanto no son valores propios. Eu este
caso L' no es diagonalizable y tampoco tiene forma de Jordan.

Sih> }1 tenemos tres raices reales v distintas, entonces T' os diagonalizable.

Sib= _Tl tenemos A = 1 como raiz triple. o sea m.a.(A)=3, falta hallar la m.g () para poder decidir,

Sustituyendo b = %1 en la matriz 4 v resolviendo el sistema (A~ Id) = O tenemos que el nwicleo

esta dado por N(A — Id) = {(0.3.4) ¢ R? : 8 — U,y = 2a}, de donde deducimos para 7' que
1
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1)

N(T —Id) = 81 = {p € Rylz| : p(ar) = a+ 02 + 202’} = [L + 222], Por tanto dim(Sy) = 1. m.g.(A\)=1 |
v 1T no es diagonalizable, aunque si tendra forma de Jordan.

Como m.a.(1)=3 y m.g.{1)=1, tendremos un blogue de Jordan de tamano 3 formado por un subloque

1T 0 0
de Jordan de tamaio 3. [ia (orma de Jordan entonces queda J = | 1 1 0], siendo la opcidn B} (en
0 11

la version 1) la correcta.

Ejercicio 2
Si todos los circulos de Gerschgorin de una matriz real estdn en el semiplano derecho (Re(z) > 0).
entonces:

A) Todos los valores propios son reales v positivos.

B) Todos los valores proplos tienen parte real positiva,

) Todos los valores propios tienen tanto parte real positiva como parte imaginaria positiva. '

D) Existen tanto valores propios reales como valores propics con parte imaginaria no nula.
Solucién: Como la matriz es real, todos los circulos tienen centro en el eje ox.
Ademas todos los circulos estan a la derecha del cero. por tanto los valores propios tendran parte real
positiva, que es la opcidon B) en la versién 1.

. 10 — _ . . o = )

La matriz A = 1 cumple el enunciado pero su polinomio caracteristico tiene raices complejas
conjugadas, lo que muestra que A) v C) son falsas. La opcién D) se descarta porque no pueden existir
valores propios reales negativos ya gue alguno de los circulos deberfa cortar al semiplano izquicrdo.

Por lo que la opcién correcta en la version 1 es la Bj.

Ejercicio 3 Si A es un valor propio de Ty S es el espacio propio asociado, entonces:

A5 Tepls ]
NSO o Pl ot -
A) S, es invariante bajo 7. '3 Gocumentacion®
B 1 Lo N {U i
B) Sy no es invariante bajo T. \Z | phoeoe
I Ag 1TV T A ~ had I % 3 - b '
C) S, cs invariante bajo T s v solo si A = 1. | " ontpwdea - s
D) S, es invariante bajo 1" si y solo si dem (Sy) =1 N

Solucién: En el Ledrico se prueba que los subespacios propios son invariantes cualquiera sea el valor
propio A y sin importar la dimensién, yva que si v € Sy cutonces T(v) = Ae € Sy, por scr Sy un
subespacio vectorial (cerrado bajo producto por un escalar). Esto prueba que en la version 1 A) es
verdadera y descarta B), C) v D).



[95)

Ejercicio 4

Sea IV = Myyo(R), con el pi. (4, B) = tr(AB"), y el subespacic S = {M € V : M es diagonal}. Dada
2 1
la matriz A = L1 € V. la proveccion ortogonal Pg(4) es

l i L Y .
(") 0 VT E < Mo ni’a\ll’sBG ol ,
) —1 0 _‘__/'J
) 20
0 1
Solucién: Si llamamos {€1. €2. 3. 21} a la base candnica de V' (que es. ademas. ortonormal para este
producto), tenemos que S = [ef, eq] v que ST = [ea. e5].

Como A =2 + ey — ey +eq = (e +ey4) + (€2 — e3), tenemos que Ps(4) = Ag, esto es
N —— ——

Ages Agest

0
Ejercicio 5

2 0 :
Pg(4) = ( 1) . la apcidn Dy en la versién 1.

s

Se considera en R? el producto interno {, ) : R® x R® — R definido como sigue:
{((r1. 91, 21), (2, Y2, 22)) = 2w102 + 23102 + 42120 + 2120 -+ 210,

Se considera S ¢ R el subespacio generado por (1,1,1). Una base ortogonal de S+ es

A {{1.1,-1).(=2.3.0)
B {{1.1.—1) 8.7.2\}
Cy {{1,1, 72,.4’72:3,0)}
D} {{1,1.-2),(-8.7,-1)}
Solucién: S— = {(z,y,z) : {(z,y,2),(1,1,1)) = 0}, vy bajo el producto interno definido cbtenemos

S+ =1{(2,9.2): 3z +2y+ 5z =0}.

El vector (1,1, -2) ¢ S, esto descarta C) y D).

En los casos A) v B) ambos vectores € S, pero (1,1, —1),(=2,3,0)) # 0, descartando A)
Como ((1,1. —1),(+8,7,2)) = 0 la opcién B) (versién 1) es la verdadera.
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Ejercicio de desarrollo.

Total: 15 puntos.

Sean (V,K,+,.) un espacio vectorial de dimensién finita, 7": V' — V un operador lineal.

a) Define subespacib invariante bajo 7.
b) Demuestra que V es suma de subespacios invariantes V = I/ & W si v solo si existe 1na base
M 0
0 N
¢) Considera V' = Ry[2], vna base B = {202+ 7, 22 — 20 - 9.+ + 1} de Ra[2] y wn operador lineal

T : Ryfz] — Rofz] tal que T(az® + bz +¢) = (Ta+4b — dc)x? + (da + b+ 8¢)x + (—da+8b+c).

B de V tal que 3(7)3 = ( es una matriz por hloques.

1) Escriba la matriz asociada g(7T)g.
ii) Encucntra dos subespacios que scau invariautes bajo 7. Justifica y escribelos explicita-
mente.

Solucién:

a) Sean V" un E.V., S un subespacio vectorial de V" vy T : 1V — V un operador lineal. Diremos
que S es invariante bajo T' si T(S) € S. esto es, T(v) € S Vv € S.

b) Pueden consultarse la proposicién 67 v la observacién 68 del libro rojo para tomar la idea de
la prueba. A continuacién se proporciona un argumento completo de la misma.

(=) SV =U®W esto implica que si A= {vy,ug,... U b Lo v A = {vggr,. v} 5w
entonces B = AU A % V. Como T(v;) € U Vi = 1,2,...,k esto significa que T(v;) es
combinacion lineal de A v por tanto coordg(T(1;)) = (a1.. azi.---,ay;, 0....,0). Entonces en
las primeras k columnas de 3(7)5 tienen sus 1iltimos n-k lugares iguales a 0.

De modo similar, como T(v;) € W ¥j = &k +1,...,n, T(v;) es combinacién lineal de
A"y por tanto coordg (T (v;)) = (0....,0, Qjy1,j, - Gn). Entonces las dltimas n-k columnas

tienen sus primeros k Ingares iguales a 0. Por tanto la matriz asociada tendra wna estructira
de bloques, un bloque M de tamafio kxk, debajo del mismo un blogue O de ceros de tamano
(n-k)xk, luego en el 4ngulo superior derecho un bloque O de ceros de tamano (n-k)xk v debajo
del nusio un bloque N de tamario (u-k)x(u-k).
(<) Si existe una base B en la que la matriz asociada presenta la estructura de bloques dada.
si llamamos U al subespacio generado por los vectores cuyas coordenadas forman las primeras
k columnas, entonces U es invariante bajo 7' dado que T'(v;) € U cuando i=1,2,... k ¥ por tanto
cualquier combinacidn lineal de estos vectores también serd un vecgtor de {7. Si llamamos 117
al subespacio generado por los vectores cuyas coordenadas forman las Gltimas n-k columnas,
W es invariante bajo T por argumentos similares a los usados para U.

Ademds la unién de las bases de U, 11" es base de V ,entonces V =U & W,

¢) i) Tenemos que T'(2z? —}—‘x) = 182% + 9z = 9(22” + ),
T(r? — 27 +2) = 922 + 187 — 18 = 9zt -2v+2)y
T(xr+1)=9z+9=9(z+1).

9 0 0
La matriz asociada queda g(Ths = |0 -9 0
0 0 9
ii) De la parte anterior tenemos que A = 9 y A = —9 son valores propios, si llamamos {7 =

So= (22> +z, 2+ 1]y W = S_g = [¢®—22+2], en la base-B' = {222+ 2,2 +1, 22 — 2242}

8/9



9 0 0

la, matriz asociada queda g (7T)g = [0 9 0 | con un bloque 2x2 y otro 1x1. Como los

0.0 =¢

subespacios propios son invariantes. tenemos entonces que U y 17 son invariantes.

/ NE T
%) VE R s
s =
AT Taptoode Mg
4 7
i 4 -t
ey A v = e T
gy ' 0
3 R TR LI BT B



