
IJniversidad de la República
Facultad de Ingeniería - IMER.L Primer Semestre 2O25

PRruen. eARCTAL (vBnsróN 1) - SÁeaDo 20 DE strTrE\rBRE DE 2A25

N" Prueba Cédula Apclliclo 1'rrombrt,r

Ejercicios múrltiple opción,
'Ii¡tal: 25 1rurttos. R,espttt'sta cotLecrta: 51luutc,s: r'esprresta ir¡.t'ui'r'r'c'ta -l ¡nnto: rro le-,Lrr¡rrr1e: 0 prrirtu.
Sólo se consicleran válidas las respuestas escritas en los casilleros y espacicls correspon-
dientes.

Ejercicio 1

Sea I:1L:[r] -+R2ir'r ia1 qrleT(l) - 2+Z¡-), f(.i:) :11,. r,2, yT(.¡r2) -2b. sie¡ri¡ {1.,r..r;2} la
base c¿lrxinic:l de R.2l.ll , )' ó a R". Entt»rces:

-\) f c,s rli¡eorraliz¿hIe ltara todo i; a -L

B; Si ó: -] rrna fbr.n¡.¿r de,Jcld¿rrr cle f es B:

C) 7 es diagonalizalrle si 1. sok¡ -qi ü - i

lr

[:

(l ú\,rl

(,ir)D) Si , < -] oru forma de Jordan de ? es B :

Ejelcicio 2

Si l,'¡1¡,> los cír'culos cle Clerstügorin de una natriz ie:r,l est,áir en el serlipl¿rno clerecho tRe( ,) > g),
entonces:

-\) Todos los r,¿llores pi'otrtios sc»u reales v positivos.
R) Iirt-los los valolcs propios tienon pirrte roal positirra..
(.1) Todos 1o-" va,lores ltroltios tienen talto ¡rarte real positiva como l,rarte ir¡a,gi¡ai'itr lr6sitirrir.
D) Existen tanto valoles propios leales como v¿riores plopios c:on parte irnag-intrria ¡o i¡rla,

Eje.cicio 3 si ) es un rr¿rlo¡ ¡lrdpio de 7'r' s¡ es el esp:rr;iti prcryi., ¿rs,c,i¿:r,c1o. É.Dtorx.e¡i

A) Sl es invari¿rrte ba.jo 7
B) ,9¡ lo cs invar.ialtc l-,ajo T.
C) 5.1 es inr,'al'iante frajo T sí r. solo si ):1.
D) ,5'^ es irn'a,rianle bajo T sí r. solo si dínt,(,5r) 1

.:t
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I
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Ejercicio 4

Sea l. : ,AZ2¡2(R). con ,

ra,:,1 i2, ('i)

' (f r=)
\ r/i/

,,(u t)
\ r 0l
/o +\(' 
\= 

.,, 
,,)

,, (: ?)

cl ¡r.i. (4, Bl:h'|..\Br), y el s11]le-spacio,5: {¡1 e V : X'I es <liagoua'l}' Dacia

t 1,'. 1¿r provecciírn ort,rlgorral 8s(,4) es:

t'

u

.-,*:i l

Ejercicio 5

Sc corrsitlcra cn lR3 ci protlucto irrtcrrro ( , ) , lR3 x lR.3 -+ lR ticflrrido coruo siguc:

((r t, ?) t, z t), (r z, yz, r'r)) - 2r trz + 2tA,tlz * 44zz * r1z2 * 4ry

Se co¡siclera S C IRs el subespacio generaclo por (1, 1,1). tlna base ortogonal <le.9I es:

A) {(1, 1, -1), (-2,3,0)}
B) {(1, 1, r), ( 8,7,2)}
c) {(1,1, -2), (-2,3,0)}
D) {(1, L,-2),(-8,7, -+)}

Ejercicio de des¿rrrollo.

Total: 15 I)Lultos.

Serarr (1'. t{, +, .) urr espacic-r vecloria,L rle clinrensiórr finita, '1' '. V -+ 1' urr operaclor iineal

a) Definr.: subesl:at'io tilv¿tia.tltt: llajrt 7.

lt) Denne.rtla (llre) 1,- es strma ilt'srilre.*pzrcir¡s inv¿rrinntes V: f¡; II- -qi r'' solo sí eristo rtna l)¿:Ise

Itt,, \
li rie 7 t;r rltLr' ¡;tT16 I ) .-,,,,, trr;rlliz ¡rs¡ hlerlrtes'

\ ', -\ I
c) Corrsider¿rl':R2l,r,] ,rur¿Lr¿rse 6:{?,j+t..,'2-lr'-f 2.:r*1}de1Rzlr'] r'utropeiiltlor'liue¿rl

?:R.'l.rl -+ R.2lr] ial c¡re 1'|ox2 -rb.r:a r:): (Trt+lÜ - 4r-:\,r'2 * (44*Ó*Sc)r:+ (-+o *8b*c)
i) Escliira l¡ ritatriz asoci¿cl¿r n(T\n.
ii) E,cue¡tr-¿¡, c19s s¡ltespircios c11.1e sea¡ iltyari¿irttes bir.ji.' 7" 'Jrrstific¿L y es<--ríI¡e'los explicíta=

tt tettte.
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L. niversidad de la República Geornetría y Álgebra Lineal 2
Facultad de IngenierÍa - IMER.L prirner Scmestr.e 2025

Pnnren. pAHCr.\L (r-rnsróx 2) - sÁe-rno 20 Dtr -ctrTrE\rBRtr DE 202n

\"' Pnreba (léclu]a, Apellic.lo ¡, uomirre

Ejcrcicios múltiple opción.
f'c¡t¿rl:25 plurtos. liespltt'-.ta cortecta:5 purrtos: r'espllesta incolrecta -1 prrnto; rrr-r lestr;o¡cle: 01¡¡rt¡.
Sólo se consideran válidas las respuestas escritas en los- casilleros y esp:rcios correspon-
dientes.

Ejercicio 1

scav:MIz"z(R), coriclp.i.(,4, B):tr(Ag'), y"rsubcspacio s:{r[ € v:a.f csdiagorral]. Dada

larnatriz A:(2 r\
\-1 ,) " 'la provección ortogoual P5(A) es:

^, (; ?)

,, (r :)
") (_0, l)

'' (,1 f)

Oocutf'e¡ 
to'- ' "

(i
.,P'bi1o:9'';¿

Ejercicio 2 Si l es u¡t v¿.r,lor tr)i'opirl cle 7'1. .g¡ es el eslt;rcio l)r.rr1ri¡¡ ¿rsociacLt. elrton<re,s:

A) ^S¡ t¡s irnari¿rnte ba.jo ?.
B) ,S.l os inr.ariantc bajo Z sí y sr¡k-l si ):1.
C) 5¡ es irn'¿ri¿rnte b¿t-io 7'sí \r solo -,i tliln.(,g¡1 :1
D) ,9t no cs irrvlu.iante ba,jo T.

oE it/ G
- -t \\(\ ir¿

.J"

l¿oNotl¿eo

I 2 3 4 )

il

;/r
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Il.jcrcicio 3

Sr:ii l : F.2f.rJ -; i-ili.u i.¡, t¿,rl q'Lre T(L) '2 +'2:t2. T-(.t') - 1 t r'- .r'). y '['t,r)): 21.,. -qicrrrlg {l. r..r2} 1,r

l;ase orríiltilrr «le Rzl,r'] , )- ¿) a R.. Errtolces:

.{) 1- c-* cliilgorralizablc si l sr-rlo si lr : -1.

üts¡
¡. ;;ü pta

/t o r)\

Fl) Si ó1 1rura firrrn¿¡.iLr.Jolrl¿rrricf csl;- {L r ,, 
]

\,, | 1l

D) Si i, - -j urra forr.¿r. rle.lc,.rrl;Lrr rlr, 7-e. ,: (t, : I )
\ tl\-

C) 7' e-t cliagonalizable pir.rii tt,clo L < - j
j ü"autt,*nt"'Ót tt''

\).

E.jercicio 4
('.,1,.i.|1¡.;i'I.\..,]l,.{il(.1.'ill1etl,,,l

(ir:1'ilr,z1),(:l.2.¡.¡2,:.2l:]'].------...'.-

Sc i:otrsiclcr'¡l S : R'r t:1 srtbcspacii.r gcttLctacl'l li-,t i. r. i I--i¿r lr:r' - .' ' --

A) {(1, r,-r),( 2,.3,U)}

B) t(r,i,-2), ( s,7.-ii)
c) {(1, l, 2), ( 2,Ir, {.))}

D) {(i.1, -L), (-¡j.7.2)}

Ejercicio 5

Si i,orlos lr¡-. círculos,k,Gerscfigori¡ rlo rLna nrlltiz it'¿.r.l esl¿írr en o1 serniplirll,l r-i::tr-ili- Fi , -

etrt orrccs:

'\) Todos k-¡s rralol'cs ltropios son re¿rlcs v po.riLivos-

B) l'oclos los valores ¡rrupios l,icneu La¡lo parfe rez'r,l positivir como p:rrle inztgitl;tr-iuL posilir-a.

C) ll-xlstel tarrto r-aloles p¡opios re¿rlcs conto r,.r,lores pr-c-rpios coll lrartc iruagill;rtia tro ttr¡la,

D) Todos los valor<'s lrropicts ticrLcrr partc rcrrl positiva

Ejcrcicio de dcsarrollo
To1 ¡l: 15 l)tLllt.)s.

Sean (liK,+,.) r11r espacio vectorial de diruensiórr fitrita, T ,V -+ I/ urr operador iinea,l.

er) Deflne subespacio invariante bajo 7.
b) Dem1testra qLte 1./ es sr,rmp de subespacios invariantes I/: Ü #W si y solo sí existe una l¡ase

6 rle l/ tal qu" u(I)o : ( ^' :, ) ", 
rrna matriz por lrloqtres.

\o ){)
c) C)on-siderav:1R2[z] ,unabaseB:{2}+r.,.r'2-2ti2,r+1}deR.2lrl ),unol¡eradorline¿l

?:1R2lr:] + R2[e-] tal c¡-re T(ax? * be;t c): (7ct* 4b 4c)xz t (4ctib +Sc)e;* ( 4a-,r 8b* c).

i) Escribzl I¿r, matriz asociada s(T)n.
ii) Encuentr¿ clos sullespacios que sean invariantes bajo 7. Justifica y escríbelos explicíta-
' mente.

?ft
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Y Pnrcha Có<hrla Apclliclo \.rrornbrc

Universidad de la República Geometría y Álgebra Lineal 2
Facultad dc Ingeniería - IMER.L prirner.Serncstr.e 2025

PRrlrsR pARCtr.AL - SÁr.rno 20 nu sE,rrEt,rBRL or 202,i

Elercicios rnÍrltiple opciórr.
'fot¿rl: 25 plrrilos' Resprttrstir cotrecla: 5 puntos: r'espuesla irrcon'er-t¿l -1 purrfo: uo resp¡rrcie: (r ,r.ir¡,-,.
Sólo se c<¡Dsiderarl válid¿rs las respuest¿ls escritas en los casiller.os y espacios co.i.esl)orr-
dicntes.
Versión 1

1 2 ,,) 4 5

R B A D A
\-ersión 2

1 i)

(, :il

tiil

f_,

Ejercicio 1

Sea 7':R2lr;l -+ R2f:rl tal rlue 
"(1) 

: 2+.2.,1:2, TIL.; :1+.r - ?, y f ¡.t.2):2ó, sierrclo {1.,r,.r,21 1,.,
basc cauónica dc R2l.ir], y ü e R Erti_.,nccs:

A) 7 es diagorralizable par.a toclo ó . _+.

Br Si l: - -f ,.¡r,. fr.,rut¡, cle.)t,rd¿tn cle ? es -B:

( f- rs cliagoualizablc si y solo si á - i

D, »: !, < -l una fbrma r)o Jo«lan cle ? es B:

t

/: r ró\
Solrrción: I_a r.atr.iz ¿rsociacla e, l;ase carrórric¿r 

". _t _ |o I ; | ,.,,, 1roli,c,r,io cai.acrei.í,s1,ico
[, r,t) 

rv¡,,v,¡¡

ers ¡()) - (1 - I) (12 - 2I -1ü) Trrñ raíz.s A - I rlue.l ),". *, ers valo. propir. obserr,.e,rrs que er¡r'li,.mio c'aractcrístic:o p.ecle esc.rihirse tar.biéri c.rno tr(,\) : (r - l) ((l - 1), _ (1+4/,)).si Ó < 7I to-* r>tr"as clos r¿rí(re,s sotl co,rplejar,s co,jrigadils v por ta,^to lro -qou 'alo.es 
pi.o,rirs. Err este

ca'st¡ 7 ,. es cliag.,¿Llizarrre 1' ta,rpor:o tie,e fiirm¿r cre .J,rdarr.
Si /r > f t"r'er,tus t|es raíces rea.les v distintas, entorlces T es rllag,,allza6le.
Si /;: I to-remos.\: I courr.¡ raíz triple. o sera m.¿r.(.\):3, f¿¡.l1a hall¿r l¿ nr g ()) para pocler rlecidir.
Srrslitu¡,¡endp ó : ? eu Ia rnatriz -4 v resolvienrfo el sistern¿L l_1 _ Ic¿): () t,e¡ernos ilue e1 rrírr.lerrcstádaclopor-\¡(J f,ü: {(..g.i,) E IR,r : S:0, 1:2rv}. ricriotrclcclcchlcirrospar.a f,qrrc

s/r
1



').

¡¿(f-1¿1) :SL:\pe11?,21.r:] :p(t:):¿.r*0r'i2<:,tl}:[i+2;2.Pr.,r'1,¿rrrlodlr¡¿(,9r)-1.mg(,\1:1
r' 'I tto t:s tliagt.,ualizable, au.ucltre sí tencLliir f<.,rrna rt: ,Jorrlan.

Cotrto rn.t'r.(l)-ll y ur.g (1):f . ft:ltdlclnos rur bktqrre de,Jordair cle latnaño l:l fblrrr¿rclo por lLil -srrt;)or1rrc.

dr: Jordarr cle tarnaño iJ. [;¿r lotrna. rle Joldal enton(res clueda ,/ -
1t) 0

110
0ll

, sierrdo Ia opt:ión B) (el

1a velsióri l1 lal concr;ta.

Ejercicio 2

Si todos los círculos de Gerscl-rgorin de una natriz leal est¿in en el -.emiplano clerecho (Ite(:) > 0),

etrl n¡¡e pr'

A) Todos los va,lores propios son reales ¡- positrr-os.

B) Iodos lo.* v¿rlor:es propios tienen parte real posirir-;..,

Cl) Todos los va.lores propios tieneir tanto pal'.e real rositir-¿. corno parle irlag:nal,a l,r-iiir¿.
D) Existen tanto r.alores pro¡rios reales como lalole,i ¡rlcpics con parte irlagilaria no ir,¡l¡r

Solución: Cloln,-r 1n rna.triz es real, tr¡clus 1o-. c'írcu^t-,s tienen r'errtLo en el eje or.
Adernás todos k¡s cír'ctrlos están a la cierecha dei c'ero. pol'tanLo }os laloles propils tert¡iráu ¡a:'te r':a.

positiva. qrle es la opción B) err la vel-sión 1.

(tu -l\L¿r rrratriz A - | I cr.urrple el e nnrrciado pero sl1 polinornio car'acterístico tiene raíces c:orrrlrlejas
\l tü)

coniugaclas, 1o que rnuestla. rlue A) .v C) son falsas. La opr:ión D) se descarta porqr-re no puedeu existir

valorcs plopios rca,lcs ncgatir¡os va clnc algntio cic los cír'crrlo-q clcbcr'ía coltar al -scuiiplant¡ izc|rit-rclo.

Por Io qr,le 1:r opción correcta en l¿1, versión l es la 81.

Ejercicio 3 Si A r:.s uri valoi" plolrir> ck: 7 y 5-¡ eri el espacir-r propio asoci&(lo, elrtonccs:

A) .9.r es i¡r..¿rri¿r,nte bajo lI'.
B) 5l no es írrariante ba,jo T.
C) ,S^ trs irrr'¿rri¿rntcr brijo I sí r'-qolo si.\:1.
D) 5.1 es irw'ari¿r.nte bajo 7'sí r'solo si drn¿.(S'¡) : 1

I'v

i.epi': Se

Dilcu Íletrl a¡-rÚñ
!fJ

y B'frirr:l
l,t"

^r;. i '

P*nlBvidtl$ Uruá$ri'

Sohrcióu: F}r cl Lcór'ico sc prueba que 1os subespaclos 1»opios sorr irrv¿,t'iantes cualquier'lr sea cl v¿r1ol

propio I ). ril irrrportar la tlirrrcrrsión, \:a rlrrc si u € S) clrtorrtcs 
"(r) 

:,\¿, € .9¡, poi scl ,9¡ lrtr

subespa,cio vectot'i¿rl (cerraclo lrir.jt., prc,ducto pol un escalar).,lrsto pnreba.iue cr1 l¡. r'ersiirn 1A) cs

vclrl¿rdirra v t'lescalta B) C) v D).

ffi
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Iijercicio 4

S.,, 1 :,Vzr,z(-t). coneip.i. (,4, B):trl,4,t3'),),"1 srrbespacic-,,5: t¡1 e tr/:\Ies<liagonal). Darla

la rnatriz A : € I,". 1a provt't'ciórr ortogoriai ls(,{) es,
/,l'
\l
()\,l
1\
,)
+\
'0)

)

/:
t,(;

n,("F
.,) r 

0,

\ ,,zz

/z0,, 
\'u I

1

1

r.

rj
L
r)¡

L)

-.i{<:i1\rJ

OCll fiigi'1i?lr: 
t 0n

',i)C?''r-)iIu

¡irin!8!1á6§

ff'
fr
.)§lf

Solrrción: Si llamatno-s {e1.e-2.e,.1.€:a} ¿r, la b¿rse canónicra rle l' (que cs. acLell'l¿is. oi'toiroi'rnal ¡rara este

prolluc:to), tettt'rnos clue S: [e1,r,1] I'qut 5'r:1r"., 1] .

('r¡rrrcr ,.1 :'Zr.:t l e:.2 t z 1 ,4: tU:, , (,T2), relreinr)s clue ls(,{) - -45,. esto es

Ps(A) :

A5€,§ ..lo L. €S-

. 1l o¡-rriirrr .D) en Ia versirin 1.
')

Lr
(

0

1

Ejercicio 5

Se considera en RIJ el prodrrcto interno ( , ) 'R3 x lRlj -+ lR tlefiuiclo como sigr-re:

((.r,r,1)r, zr), (:rrz, llz. zz)l - 2:rrt:z l2yú/z I 44zz 1- ¡: tzt -l ztrz.

Se iron-.icler¿r ,S i ]R:J eI slrbespaci., generarlr ¡ror (1,1.1), Una b¿r-qe ortogon¿r1 c1e 5-r es:

-\r lí1. l. -l). (-2,3. 0))
B, {Ll. l.-l). i-S.,.2)}
C i {r L. L. 2). i-2.3,0)}
D; {it r 2), ( 8,7. -i)}

Solución: S- : t(r, y,z\: ((r,'g,z),(1,1.1)) :0), y bajo el proclucto interno definiclo obtenemos

5 :'ir.,r.:.:3: - 21 - 5::U).
E1 r-ector' ¡1.1. 2') f SL, esto clescarta C) v D).
En krs c¿rso-' -4.) l, B) ambos vectores € Sr, per<i ((1.1, -1), (-2,:],0)) I 0, descartando A).
(-lorno ((1.1. 1), (_-8,7,2)) - 0 }a opr:ión B) (versión l) es ia verdader-a.

7h
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Ejercicio de desarrollo

'Iotal: 15 pr,.Lntos.

(-)
-.i,i,'flc.i 

j'
rL"'

t¡/:i:': ¡'l:2"1)

searr ('tl,K,+,.) un espa,cio vectorial cle djmeusión finita, T:v -+ v rrn operador lineal.

a) Define subesptrt io inr¡¿rrilnfe lta.jo T.
b) Deuuestra que V es s,.rrn¿ c1e subespacios invariatrtes V, : U ,é W si v solo sí existe 11i)a i)ase/ ,, ,, \

li,Le V tal r¡ue utT)u: ( l] : ) ,,,,r,., rrrarriz por fioqrrtrs.
\ U ',* ) 

-'- r"-
c) Clorrsiderav: IR2lr:l ,unabase6:{2t21.,.,.t2-,Z.rL2:r*1}rteJR.2 lrl yruroperadorline¿l

7:JR2ir] -+ IR2[r] tai que T(ar2 -br ]_c): (7a++b-4c]t:2 *(4o,+b-¡8c)z -t(_ 4ct+86+r:).
i) Esclilta la m¿ttriz a^sociada u(T\a.
ii) Errcucutr'a tlos sul¡cspacios qlrc scalr ilrr'alial]tcs bajo 7 Justifica y csciíl.iclos cxplicíta-

rlente.

Solución:

a) Sean 1'un E.V., ,5 un sr-rbespacio \.ectori¿l cte L- r- I : 1- -+ \¡ un operaclor 1inea1. Diremos
que 5 es inrariante bajo T si f(,9) C S. esto es. I(t,) e ,g Vr.,,e S..

b) Pueden consrtltalse la ploposición 67 ¡- la observación 68 dei Iibro rojo para tomar la irlea cle
la, pmeba' A continuación se proporciona Lln a,rgllrllento completo de 1a misma.
(+) Sl 1r : Lf s I4l esto implica que si ,4 : {or, L)2¡...¡uAi g Lr y A,: {r,t+r .... ,,t,,.} \ I4r
entonces B : Au A' \ I'. Corno T(u¡) e Li vi - r,2,...,k esto signiñca que r(u;) es
combir-ración lirreal de ,4 ¡. por tanto coord,s(T(2,¿)) - (at,, a2.1,...,oA,1,0,...,0). E¡ronces eir
las pl'inreras k columnas de g(T)6 tienen sus irltirnos n-k lugares iguales a 0.

De rnorlo sinrilar, conro ?'('r.,r) e IIi Vj : Ar + 1,. . ..,r1, ?(ur) es combinación line¿rl c,le

,'L' ¡, por tanto cr¡orda(?(t,;)) : (0,. ..,0,al"tl,j,.. , ,an).Errtcuces l¿s últim¿r,s lr-k rrolumrL¿ls
tienen strs prirneros k lrrgares igrrales a 0. Por t¿nto la matriz asociarla tencL,á rrna estrirctrrLa
de bloqr-re-s, un bloque \4 de t,ar:r¿r.ño kxk. debajo clel misrno un bloque O de ceros rle t,¿rmaño
(n-k)xk. luego en el á,ngulo snperior derecho un bioclue O de ceros de tamaño (n-k)xk v rleba.jo
rlcl urisruo urr bloqrLc ld dc taruano (rr-k)x(rr-k).
(+) Sj exjste lrna, ba.se B en la c¡,re la matriz asocia,cLa, presenta, l¿i, estructura, cie bioc¡res iielda..
si llarnauros [/ a,1 srrbespa,cio generado por 1os vectores cuyas coorclena,clas fonnan las prirneras
k coltrtnnas. entonces [.I es irn'ariante bajo ? d¿rdo <¡re T(c¿) € t/ cl-rando i:1,2,...,k v por ta¡to
cttalcluier cornbinaciórr lineal cle estos ver:tores tarnbién será nn vecgtor rle U. Si ilairarno; II/
a1 subespacio generado por los vectores cuyas coorden¿rclas forman las irltiinas n-li columnas,
i4l es i,variante ba.,io T por argurnentos similares a. ros usados par.a LI.

Aclernás 1a r.tritórr c1e las bases cle I/, 1{.' es base r1e 11, entonces Jr' : U fi1¡,.
c) i) Tenemos que ?(2cz + r¡ :1822 + gt: : gq2rz * rr,

T(t? -2t,¡21 : -9t:2 -l-18r:- 18: 9{r,2 -2r+2) y
T(r*1) :9¡+9:9(z+1).

lc o o\
La matriz asocia,cla queda n(f)n - f O -9 0 

|\o o el
ii) De la parte anterior tenemos qr,re ,\ - I y .\ :'-9 son v¿llores propios. si llarnamos L¡ :
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