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Universidad de la Repiiblica - Facultad de Ingenieria

Examen de Métodos Numeéricos

6 de febrero de 2023

Duracién: 3 horas

El repartido consta de 8 carillas impresas.

Nombre completo:

Cédula:

Observaciones: - Las hojas del repartido entregado deben mantenerse engrapadas durante

toda la evaluacién.

- Todas las respuestas deben estar contenidas en el repartido entregado; no se
aceptaran hojas adicionales.

- Solamente se tomardn en cuenta las resoluciones de los problemas que se
encuentren debajo de su correspondiente enunciado.

- Solamente estd permitido el uso de calculadoras estandar.

- No estd permitido el uso de material adicional.

- La evaluacién estd basada en un esquema de 100 puntos, donde el puntaje
minimo para la aprobacién es de 60.
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Problema 1 (40 pt.)

Considere un sistema de ecuaciones lineales Az = b, donde A es una matriz cuadrada invertible, y A no
posce elementos nulos en su diagonal.

a) Mostrar que el método de Jacobi se puede expresar en la forma z(*t1) = Qz®) + r. Expresar Qyr
en funcién de A y b.

b) Probar que el vector de errores verifica: e**t1) = Qk+1e(0) vk > 0.



¢) Se considera ahora el sistema lineal Az = b, con b= (0,1,1)! y A =

ik o

cuya solucién es o = (0, —1, —

determine @ y r de Jacobi.
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. Para este sistema,

d) Encontrar un vector inicial z(® tal que la sucesién de Jacobi no converge a a. Sugerencia: trabajar

con las potencias pares de Q.
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e) Expresar la matriz @, del método de Jacobi relajado en funcién de w. ;Existe w > 0 tal que la
relajacién sea convergente para todo z(0? Justificar.
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Problema 2 (30 pt.)

a) Enunciar el Teorema del Error por Interpolacién Polinémica.

b) Se considera f : f(z) = €* definida en el intervalo [0,1]. Para cada entero positivo n, expresar el
polinomio interpolante py,(z) de f por las n + 1 abscisas equiespaciadas {£,7 =0,...,n}.

sz



¢) Sea {Ey,}n>1 la sucesién de errores: E, = max,¢(oq] [pn(z) — f(2)|. Estudiar acotacién de {E,}n>1.

d) Investigue si la familia de polinomios {p,} converge uniformemente a f en [0, 1].
Recordatorio: decimos que gn : M — R™ converge uniformemente a g : M — R™ si dado € > 0, Ing(e) :
n>ng = |gn(z) — g(x)|| < ¢,V e M.
Sugerencia: estudiar el limite de la sucesion {E,}n>1.
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Problema 3 (30 pt.)

a) Deduzca el Método de Newton-Raphson (NR) para encontrar una raiz a de la ecuacién f(X ] = 0, con
f:R® - R™,

b) Indique una condicién suficiente para garantizar la convergencia del método anterior a una raiz o.
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¢) Sea f(z,y) = (x + 2y> — 1,1 — 4y). Partiendo de Xj = (0,0), calcule X; aplicando NR.

d) Calcule la rafz exacta de f(x,y) = 0 y analice la convergencia de NR a dicha rafz. ;Es X = (0,0) un
punto de partida adecuado? Justifique.
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a)
b)

c)

d)

Solucién de ejercicio 1
Ver teodrico.
Ver teorico.

ComoD=1I,r=a=(0,1,1)y Q=D — A. (D es la matriz diagonal
de A).

Calculamos
0 00
Q*?=1040
0 0 4
0 0 O
Por lo que tenemos que Q*™ = | 0 4™ 0 ,YVm > 0. Tomando
0O 0 4™

e? = (0,1,0) se consigue ™ = Qe = (0,4™,0), que no converge al
vector nulo.

La matriz de Jacobi relajado es Q@ or(w) = w@ + (1 —w)l. Si X es
valor propio de @, entonces X' = w\ + 1 — w es valor propio de Q) jor.
Los valores propios de @ son 0, 2 y —2. Entonces, los valores propios
de Qorson 1 —w, 1+wy1l—3w. El requisito |1 + w| < 1 implica
w < 0, y el requisito |1 — w| < 1 implica 0 < w < 2, por lo que no
existe relajacion convergente.

Solucion de ejercicio 2
Ver tedrico.

Queremos hallar el polinomio interpolante de f(z) = e, por las n +
1 abscisas equiespaciadas: x; = i/n, i = 0,...,n. En la base de
Lagrange:

n

pa(@) = f(@o)lo(2) + . + fl@a)lule) = D fl@li(x);

i=0
siendo {; el polinomio i-ésimo de la base de Lagrange, definido como:

H?:O,j;éi (z — ;)
H?:O,j#i (z: — ;)

bile] =
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d)

Usando esto, el polinomio interpolante por los n + 1 puntos es:

= S st
Por el Teorema del error de interpolacién polinémica:
f(n—H)

[H| z —xy .

En este caso f("*1)(x) = e*. Esta funcién es creciente, por lo que su
valor maximo en el intervalo [0, 1] se alcanza en z = 1:

Vael0,1], 36. €[0,1] / |f(z) — pula)| =

| ()| = €® < e, Ve 0,1].

Por otro lado: |z — ;| < 1, V z,2; € [0,1]. Por lo tanto:

1

[pn(x)— ( )I— (n+1) ln:m, VSEE[O,l].

Tomando méaximo de ambos lados, se obtiene:

B = e () — /()] < (ot

En la parte anterior probamos que se cumple:

|pn(2) — f(2)] < (n vz el0,1]. 1)

v

Tomando limite a ambos lados de la desigualdad, se obtiene:

0= li_)m |pn(z) — f(2)| < lim

e
—oo (n + 1)!
Esto prueba que la sucesién de polinomios interpolantes {p,}, converge
puntualmente a la funcién f, al aumentar la cantidad de puntos de

interpolacion. Para ver que la convergencia es uniforme, basta con
notar que la cota de la Ecuacién (1) no depende del punto = € [0, 1].

=0, Vze€[0,1].
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3 Solucion de ejercicio 3
a) Ver tedrico.

=
b) Newton-Rapshon es un MIG con g(X) = X — J#(X)  f(X).
Las siguientes son tres condiciones suficientes para garantizar que Xy
converge a « si X estd suficientemente cerca de a.
e ¢ es una r-contraccién en un entorno de a.

e g es diferenciable y existe una norma matricial y un nimero m tal
que ||J,(z,y)|| < m < 1 para todo (x,y) en un entorno de o.

e g € C! y existe una norma matricial tal que ||J,(c)|| < 1.

xO ] xM
0 1
0 0.250

Tenemos f : R? — R? dada por f(z,y) = (v + 2y* — 1,1 — 4y) y se
quiere hallar @ € R? tal que f(@) = 0.

El método N-R puede escribirse como:

{ X &+ — x (k) _JF(X(k))‘lp(X(k))
XO e R

Para evitar hallar la matriz inversa resolvemos el sistema J ; (X (k)) k) =
—f(X®), con lo que X*+1) = X®) + §®) T matriz jacobiana en un

punto genérico es
_ (1 4
Jf(x>y) - ( 0 —4 )

Primero se halla S© resolviendo el sistema J;(X®)S© = —f(X(©).
Luego se calcula XM = X© 4 50,

S1
,]If(O,O)S(O):<é _04> So :(_11>:_f(o,0),
S3

Resolviendo el sistema obtenemos S© = (1,0.250), por tanto X =
(0,0)* + (1, 1) = (1,0.250)".
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d@) Para 1 — 4y = 0 debe ser y = 0.250, luego x = 0.875. La raiz exacta es
entonces
- [ 0875
“=\ 0250
Para analizar la convergencia de NR a dicha raiz se considera:

s =x-0s0=(3)=(o ) (73271) = (¥ 77)

Luego se calcula

1,(X) = (8 43/()‘1)

s@=(g )

con lo cual se tiene ||J,(a)|| < 1 para cualquier norma matricial, lo cual
garantiza convergencia de NR a la raiz para todo X, suficientemente
proximo.

y por tanto,

Una buena eleccién para Xy serd un X, suficientemente cercano a «,
de modo que se cumpla una condicién suficiente de convergencia y
tengamos la tranquilidad de que la sucesién X convergera a o.

Para ver si (0,0) es una buena eleccién para Xp, vemos si existe m y
una norma matricial tal que |||J4(0,0)||| < m < 1 (es claro que g € C).

Observar que el radio espectral de J,(0,0) = 1, por lo que todas las
normas operador de J,(0,0) serdn mayores o iguales a 1.

Asimismo las normas ||J4(0,0)||2 = 1, [|J4(0,0)[|cc = 1,||J4(0,0)[], = 1,
por lo que (0, 0) no es una buena eleccién para Xy dado que no tenemos
garantia de convergencia.

Una mejor eleccién para Xy es por ejemplo (0,y),0 <y < m%l < %
Tomando 0 < m < 1 tendremos que existe m y una norma matricial
tal que |||J4(z,v)||| < m < 1 en un entorno de «, lo que garantiza

convergencia
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