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Cédula de identidad APELLIDO, Nombre Número de lista

Ejercicio 1.

1) Enuncie y demuestre el teorema que caracteriza la existencia y forma de las soluciones de una ecuación
ciiofántica.

2) Debo transferir 510 pesos a una empresa utilizando un cajero automático que únicamente dispone
de billetes de 20 y 50. ¿Es posible pagar exactamente este monto?. Justifique su respuesta. En caso
afi rmativo, describa todas las combinaciones posibles de billetes que permitan cubrir
esa cantidad, junto con ia justificación correspondiente.

Solución:

1) Teorema 1.5.3. Notas de P. Q R. página 18.
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2) Detrás del problema está la resolución de la diofántica:20r*b1y:510. Tengo que analiza rsr
solución. Como mcd(20,50) : 101510 existen soluciones. Una solución particular es 20r * 50,y :
urccl(20.50) es (ro,yo) - (-2.1) (Euclides). Por lo que una solución particular de 20r* 50g : 510
seria (:r:1 ,t)t') : (-2.51.1 .51) : (-102.51). El conjunto de todas las soluciones es {(r1 + 50/10
k,yt - 20110 ',k) : ,k e Z\ como queremos soluciones positivas tenemos que -102 * bk > 0 and
5L -2k ) 0 es decir, 25,5 : 5712 >,k y k > 10215 : 20,4,esto es k : 2I o 22 o 28 o 24
o 25. Si sustituyo obtengo las posibles soluciones (r,y): (-102 +5.21,51*2 2l): (3,9), o
(*,!t): (8.7), (z,y) : (13,5), (r,y) : (18,3), o (r, y): (23,1).

Ejercicio 2.

1) Definasubgruponormal.SeallunsubgrupodeungrupoG. Pruebequellesnormal siigHg-t C H,
paratodogeG.

2) sea f : G -+ G' un homomorfismo, pruebe que Ker(/) es un subgrupo normal de G.

3) Dado un subgrupo normal H de G hallar un homomorfismo cuyo kernel sea exactamente 11.

4) Sea (G,',.) un grupo. Denotemos con - una relación de equivalencia definida en G. Sea 11 :
{g e C: g - e}.Recordemos que una relación de equivalencia se dice de congruencia si satisface:
Q1 - ¡1, y b1 - ó2 rmplica a1b1 - a2b2 para todo a1, a2,bt,bz € G. Probar que si Ia relación es de
congruencia entonces 11 es un subgrupo normal de G.

Solución:

1) Definición 3, página B notas Teo. isomorfismos y proposición 1 página 10.

2) Por la p¿rte1) bastaverque gHg-1 QH,paratodog€Gcon H-Ker(f):si be Ker(/) entonces
f(gbs-\: f(g)f(b)f(g-') : f(g)f(o)f(s)-, : "

3) Consideremos el mapa lr- : G -+ GIH dado por la proyección a las clases de equivalencia. Este rnapa
es un homornorfismo cuyo kernel es Il Ver notas.
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áj ,Y es L,n subgrupo: la propiedad idéntica . N €. de la relación de equivalencia implica e € f1. Si

,:-Ífyt¡=Hentoncesct-eyb-eporloqueporserdecongruenciaab-e,esdecirabeH.
Sl Sl tt i 11, esto eS, a, - e entonces comc o' - o-' se cumple que oa 7 - ea 1 pot ser una

congruencia. Es decir, e - a-l por lo que,,,.' -e por simetria, esto es a i € 1/'

-I1 esnormal: quieroprobar queaho,-r e H para todo/¿ €11 Si h e H entoncesl¿-eentoncesse
cumple aha,-r - aea,-I por Ser una congruencia. esto es, a,ho I - e, por lo que ah,a-r e H.

Ejercicio 3.

1) Dado tt € Z+, definir raíz primitiva módulo n.

2) Demostrar que si p es un primo impar y 7'es una raíz primitiva módulo p entonces

t'o = rt' (mócl ¡) <+ a :O lniOa p - 1)
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2) Como r es raíz primitiva módulo p, tenemos que o(r) : eb) 1 en I/(p). Luego,

ro = rb (mód p) <+ ro r-b - rt'r-b (mód p)

,= ro t' = 7 (rnód p)

<+ r"-b - 1 en t/(p)

<+ o\r)la - 0

<+p-lla-b
<+a:b (módp-1)

3) Los divisores primos de p(23) - 22 son 2 y ll por lo que, para ver que 5 es raíz primitiva modulo

23, alcanza con ver que 52 l1 (mód 23) y que 5" +1(mód 23).

Luegocomo,S2:2 (mód23) yb1l :523521520:16.2.5:22(rnód23) concluímosque5es
raíz primitiva modulo 5.

4) Dado que 58:16 (mód 23), tenemos que 1o95(16) :8 (mód 22).

5) Dado que 5 es raíz primitiva modulo 23, podemos escribir r : 5A (mód 23) para algún k e Z.

Luego,

13 : 16 (mód 23) <+ (54)3 = s8 (mód 23)

<+ 3k : 8 (mrid 22)

e 15 . 3k : 15'8 (mód 22)

<+,k : 10 (mód 22)

Concluímos que 13:16 (mód 23) <+ z = 510:9 (mód 23).

3) Probar que i es raíz primitiva módulo 23.

4) Hallar lo9Á(16) e 222

5) Resolver 13 : 16 (mód 23)

Solución:

1) Notas de P. Q. R. página 62, Definición 4 1 1
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