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Ejercicio 1.

1)

2) Debo transferir 510 pesos a una empresa utilizando un cajero automatico que Unicamente dispone
de billetes de 20 y 50. (Fs posible pagar exactamente este monto?. Justifique su respuesta. En caso
afirmativo, describa todas las combinaciones posibles de billetes que permitan cubrir exacygﬁ“;
esa cantidad, junto con la justificacién correspondiente. PSS
~ ’
Solucién: 18 Documgnsac‘on;
“’i y Edhotecs 7/
1) Teorema 1.5.3. Notas de P. Q. R. pagina 18. \ '

N
2) Detras del problema est3 la resolucién de la diofantica: 20 + 50y = 510. Tengo que analizar si tiene—"

Enuncie y demuestre el teorema que caracteriza la existencia y forma de las soluciones de una ecuacién
diofantica.

solucién. Como med(20,50) = 10| 510 existen soluciones. Una solucién particular es 20z + 50y =
med(20,50) es (29, y0) = (—2,1) (Euclides). Por lo que una solucién particular de 20z + 50y = 510
seria (w1,y1) = (=2-51,1-51) = (~102,51). El conjunto de todas las soluciones es {(z1 + 50,10 -
k.yi —20/10 - k) : k € Z} como queremos soluciones positivas tenemos que —102 -+ 5k > 0 and
51 — 2k > 0 es decir, 25,5 = 51/2 > ky k > 102/5 = 20,4, esto es k = 21 0 22 0 23 o 24
o 25. Si sustituyo obtengo las posibles soluciones (z,y) = (=102 4+ 521,51 — 2. 21) = (3,9), o
(z,9) = (8.7), (z,y) = (13,5), (z,y) = (18,3), o (x,y) = (23,1).

Ejercicio 2.

Defina subgrupo normal. Sea H un subgrupo de un grupo G. Pruebe que H es normal sii gHg ' CH,
para todo g € G.

2) Sea f: G — G’ un homomorfismo, pruebe que Ker(f) es un subgrupo normal de G.

3) Dado un subgrupo normal H de G hallar un homomorfismo cuyo kernel sea exactamente H.

4) Sea (G,-,e) un grupo. Denotemos con ~ una relacién de equivalencia definida en G. Sea H =
{9 € G: g ~ e}. Recordemos que una relacién de equivalencia se dice de congruencia si satisface:
ap ~ az y by ~ by implica a1b; ~ aby para todo ay, as, b1, by € G. Probar que si la relacién es de
congruencia entonces H es un subgrupo normal de G.

Solucion:

1)
2)

3)

Definicién 3, pagina 8 notas Teo. isomorfismos y Proposicién 1 pagina 10.

Por la parte 1) basta ver que gHg~ C H, para todo g € G con H = Ker(f):si b € Ker(f) entonces
Flgbg™) = F(@) S0 f(g™) = F(9)F(B) f(g) ! =e.

Consideremos el mapa 7 : G — G/ H dado por la proyeccidn a las clases de equivalencia. Este mapa
es un homomorfismo cuyo kernel es H. Ver notas.
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4] H es un subgrupo: la propiedad idéntica e ~ ¢ de la relacién de equivalencia implica e € H. Si
n= Hyhbe H entonces a ~ ey b~ ¢ por lo que por ser de congruencia ab ~ e, es decir ab € H.

Si Sia e H, esto es, a ~ e entonces como a ! ~ a ! se cumple que aa" ! ~ ea ! por ser una

congruencia. Es decir, e ~ a ! por lo que a~! ~ ¢ por simetria, esto es ateH.

H es normal: quiero probar que aha™! € H para todo h € H. Si h € H entonces h ~ e entonces se
cumple aha™! ~ aea™! por ser una congruencia. esto es, aha~' ~ e, por lo que aha™! € H.

Ejercicio 3.
1) Dado n € 777, definir rafz primitiva médulo n.

2) Demostrar que si p es un primo impar y 7 es una raiz primitiva médulo p entonces

a b

=71’ (médp)ea=0b (médp—1)

3) Probar que 5 es raiz primitiva médulo 23.

4) Hallar logs(16) € Za2 /;.'\ o ’\
5) Resolver z° =16 (mdéd 23) =
Solucién:

1) Notas de P. Q. R. pagina 62, Definicion 4.1.1.

2) Como r es rafz primitiva médulo p, tenemos que o(7) = @(p) =p — 1 en U(p). Luego,

r* =" (méd p) < rir b =7 (méd p)

SrvP=1 (méd p)
&7 =1en U(p)
& oF)la—b
<p—1la—b
a=b (médp—1)

3) Los divisores primos de (23) = 22 son 2 y 11 por lo que, para ver que 5 es raiz primitiva modulo
23, alcanza con ver que 52 # 1 (méd 23) y que 5 #£ 1 (mdd 23).

Luego como, 52 = 2 (mdd 23) y 5 = 52°52'52" = 16-2- 5 = 22 (méd 23) concluimos que 5 es
raiz primitiva modulo 5.

4) Dado que 5% = 16 (méd 23), tenemos que logs(16) = 8 (mdd 22).

5) Dado que 5 es raiz primitiva modulo 23, podemos escribir z = 5% (méd 23) para algin k& € Z.
Luego,
22 =16 (méd 23) & (5F) =5°  (méd 23)
< 3k=8 (mod 22)
< 15-3k=15-8 (mdd 22)
< k=10 (mdd 22)

Concluimos que 3 = 16 (méd 23) & z =59 =9 (mdd 23).

Z/z



