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Examen - Matematica Discreta 2

27 de julio de 2026

Nombre y Apellido Cédula de Identidad Firma

No. de Examen

Puntajes (para uso exclusivo del equipo docente)

El(A) | E1(B) [ E1(C) | EI(D) E2(A) | E2(B) | E2(C) E2(D) | E2(E) T E3(A) E3(B) | E3(C) | E3(D) | E3(E) | Total

EJERCICIO 1.

(A) Sean m y n enteros positivos tales que med(m, n) = 1. Si ¢ denota la funcién Phi de
Euler, demuestre que

p(mn) = p(m) p(n).
(B) Calcular el valor de ©(1950).

(C) Demuestre que 790 = | (mdéd 1950). _

(D) Encuentre el resto de 712 médulo 1950. v
Sugerencia: Puede ser de utilidad considerar la descomposicién 1950 = 39 x 50.

EJERCICIO 2. Dado un grupo (G, +, ), se define su centro como el conjunto
Z(@):={ge G/g*z=x*gparatodoxeG}.
(A) Demuestre que Z(G) es un subgrupo de G.
(B) Calcule el centro del grupo GLy(R) = {A € My, »(R)/ Aes invertible}.
(C) Para cada elemento g € G, definimos la funcién de conjugacién 04:G - G mediante
0g(z) = g+x* g7, paratodoz e G.

Demuestra que o, es un automorfismo de G (es decir, un homomorfismo inyectivo

de G en sf mismo).
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(D) Si denotamos por Aut(G) al grupo de automorfismos de G (equipado con la com-

posicion y cnyo neutro es el homomorfismo identidad sobre G), considere ahora
la funcién ¥: G —» Aut(G) definida por

U(g) =0y, paratodog e G.
Demuestra que ¥ es un homomorfismo de grupos.

(E) Demuestre que Ker(¥) = Z(G).

EJERCICIO 3.
(A) Demostrar que 0(26) = 6 en U(31).
(B) Hallar la menor raiz primitiva positiva médulo 31.

(C) Anay Bernardo acuerdan usar el protocolo Diffie-Hellman para generar una clave
comin K. Teniendo en cuenta la raiz primitiva hallada en la parte (B), Ana elige
n = 7, y Bernardo elige m = 5. Calcular el mensaje que le envia Ana a Bernardo,

y el que le envia Bernardo a Ana, segtin este protocolo, para que ambos puedan
generar la clave comtin.

(D) Calcular la clave comtn K, segtn Diffie-Hellman, que ambos acuerdan.

(E) A cada letra del abecedario se le asigna un valor numérico del 0 al 27 segtin la
myente\tabla de correspondencia:

E{F|IG|IH|I|]J|K|L|M|N

4151617 9| 10| 11|12} 13
RISITHLU|VIWIXI|Y | Z]| _
18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27

Ana utiliza la funcién de cifrado E:Zsg - Zog dada por
E(z)=z+K,
y le envia a Bernardo el siguiente mensaje cifrado con E:
FNWYQZJTNYBGQAPCRZYBNQ

Descifrar el mensaje anterior.
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No. de Examen

Soluciones

EJERCICIO 1.

(A) Sean m y n enteros positivos tales que med(m,n) = 1. Si ¢ denota la funcién Phi de
Euler, demuestre que

p(mn) = p(m)p(n).

Solucién: Ver tebrico.

(B) Calcular el valor de ¢(1950).

Solucién: La descomposicion en producto de potencias de primos de 1950 es
1950 =2-3-5%-13.

Como los ntimeros 2, 3, 52 y 13 son coprimos dos a dos, por la propiedad multipli-
cativa de la funcién ¢ se tiene que

©(1950) = (2) (3) p(5%) p(13) =1-2-(25-5) - 12 = 480.
(C) Demuestre que 7%0 =1 (mdd 1950).
Solucién: Primero, note que 960 = 2 - 480. Por otro lado, como 7 es coprimo con
1950, se tiene por el Teorema de Fermat-Euler que
7480 = 79(1950) = 1 (méd 1950).
Luego, por propiedades de la congruencia modular, al elevar al cuadro tenemos

790 = (7%80)2 =1 (méd 1950).

v
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(D) Encuentre el resto de 712 médulo 1950.
Sugerencia: Puede ser de utilidad considerar la descomposicién 1950 = 39 x 50.

Solucién: Sea z dicho resto. Como 1950 = 39 - 50, y 39 y 50 son coprimos, calcular
la congruencia z = 72 (mdéd 1950) es equivalente a resolver el sistema

=72 (méd 39),
z =72 (méd 50),

el cual tiene solucién tinica médulo 1950 (el valor de z) por el Teorema Chino del
Resto. Pasamos ahora a reducir 7' médulo 39 y médulo 50:

712 = (77)6=49%=10°=1002=223=2%.113=88-121=10-4=40=1 (mdd 39),
72 =495=(-1)%=1 (méd 50).

Luego, el sistema anterior es

z=1 (méd 39),
z=1 (méd 50),

cuya solucién claramente es z = 1. Por lo tanto, el resto de 712 médulo 1950 es 1.

Z(G):={g9eG|g*z=x+gparatodozcG}.
(A) Demuestre que Z(G) es un subgrupo de G.

Solucién: Claramente, Z(G) + yaqueee Z (G). Ahora, verifiquemos que Z(G)
es cerrado bajo la operacién del grupo y bajo inversos. Sean g,h € Z(G). Luego,
para todo z € G, se tiene lo siguiente:

grh)*x=gx(h*x) (propiedad asociativa)
prop.

:g*(z*h) (hEZ(G))
=(g*z)*h (propiedad asociativa)
=(zxg)*h (g€ (@)

=z *(g*h) (propiedad asociativa),
glrz=gtx(z)=(ztxg)?! (propiedades de los inversos)
=(g*z7)™ (g€ Z(G))

={z ) tegl=zng? (propiedades de los inversos).

Por lo tanto, g * h,g! € Z(G).
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(B) Calcule el centro del grupo GLa(R) = {A € Ma2(R) [ Aes invertible}.-

Solucién: Sea A = (Z Z ) € Z(GL2(R)). Luego, en particular para ( i ? ) €
GL2(R), se tiene que
(a+b b)=(a b)(l 0)2(1 0)(a b
c+d d- c d 11 11 c d
Entonces, Y

a+b=a, c+td=a+cyd=>b+d,
. a 0
dedondeb=0ya=d, yasi A= c al

11
01

(o) OE DG

Entonces, a = a + ¢, de donde ¢ = 0. Por lo tanto, A =

Por otro lado, para ( ) € GLy(R), se tiene

8 2 ,cona+0yaque Ae
GLy(R). Tenemos entonces que el centro de GLz(R) viene dado por el subgrupo
de matrices escalares no nulas:

Z(GLy(R)) = {( g g ) :aeRyaﬂ)}.

(C) Para cada elemento g € G, definimos la funcién de conjugacién o,:G > G mediante
0,(z)=g*z+g", paratodoz €G.
Demuestra que o, es un automorfismo de G (es decir, un homomorfismo inyectivo
de G en si mismo).
Solucién: Veamos primero que o, es un homomorfismo para cada g € G. Dados
z1,x2 € G, se tiene lo siguiente:

og(my #x2) = g* (21 % T2) * g = (g*x) * (22 *g™")  (propiedad asociativa)

=(g*x) *ex(z2%g™") (propiedad del neutro)
=(g*xz)* (g7l xg)*(z2xg™) (propiedad del inverso)
=(grzyixg ) (grz2rg™) (propiedad asociativa)

= a4(21) * 0g(22).
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(D)

(E)

Para concluir que o, es un automorfismo, damos su inverso. Podemos notar que
dicho inverso viene dado por o,-1. En efecto, para cada z € G, se tiene que:

01 00y(ay=0(grarg ) =gl x (graxg ) xg= (g% g) vz x (g7 *g)
=EeXxXT *xE€E=1XI.

Luego, o4-1 0 04 = idg. De manera similar, o4 0 0,1 =idg.
Si denotamos por Aut(G) al grupo de automorfismos de G (equipado con la com-

posicién y cuyo neutro es el homomorfismo identidad sobre G), considere ahora
la funcién ¥: G —» Aut(G) definida por

U(g) := 0,4, paratodog e G.

Demuestra que ¥ es un homomorfismo de grupos.

Solucién: Dados g, h € G, tenemos demostrar que ¥(g+h) = ¥(g)o¥(h). Como de-
bemos verificar una igualdad entre homomorfismos, veamos que valen lo mismo
al evaluar en un elemento arbitrario z € G:

V(g *h)(z) = ogun(z) = (g% h) xz* (g*h)™

=(gxh)*xz*x(htxg™?) (propiedad de los inversos)
=g* ( h*xx* h‘l) * g“l (propiedad asociativa)
=g (on(x)) g7 = 0g(on())
= 0,000(a) = ¥(9) o WM)@).  5TEY,
\A’\' D, s O'\
Por lo tanto, U(g * h) = ¥(g) o U(h). .OCU:Z;DG g

acion -

m
N

Demuestre que Ker(¥) = Z(G).

Solucién: Sea g € Ker(¥). Luego, ¥(g) es el neutro del grupo Aut(G), es decir,
U(g) = idg. Luego, para todo z € G, se tiene que

grz*gt=0,(z)=¥(g9)(z)=idg(z) = z.
Al multiplicar la igualdad g + z * g~! por g a la derecha, obtenemos
grz=(gxz)re=(g*a)* (g7 +g)=(grazrg ) *xg=z*g.

Entonces, como g * z = z »g para todo z € G, se tiene que g € Z(G).
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Ahora, sea g € Z(G). Luego, g* z =  » g para todo z € G. Por el argumento anterior,
grr=z*gesequivalenteag*z*g' =z,donde gxz+ g =V(g)(z). Alserz e G
arbitrario, se tiene que ¥(g) = idg, es decir, g € Ker(¥).

EJERCICIO 3.

(A)

(B)

Demostrar que o(26) = 6 en U(31).

Solucién: Al ser 31 primo, note que U(31) = {1,2,3,...,29,30}. Como |[U(31)| =
©(31) = 30, el orden de 26 es un divisor de 30 por el Teorema de Lagrange. Luego,
0(26) € {1,2,3,5,6,10,15,30}. Claramente, 0(26) # 1. Por otro lado, tenemos las
siguientes congruencias:

26=-5 (méd 31)
262=25=-6 (moéd 31)
263 =262.26= (-6)-(-5)=30=(-1) (méd 31),
26° = 26%-26% = (-1) - (-6) =6 (méd 31),
266 =26%-26%=(-1)-(-1)=1 (méd 31).

Por lo tanto, 0(26) = 6.

Hallar la menor raiz primitiva positiva médulo 31.

Solucién: Claramente 1 no puede ser raiz primitiva médulo 31. También se puede
notar rapidamente que 2 no es raiz primitiva médulo 31, ya que

25=32=1 (mdd 31).

Probemos ahora con 3. Por un lado, ¢(31) = 30 = 2-3-5. Entonces, por un resultado
visto en el tedrico, para que 3 sea raiz primitiva médulo 31, debe cumplirse que

3¢BDE £1 (méd 31), 3GV 41 (méd 31) y 3¥GV/2 41 (méd 31).
Verifiquemos esas congruencias en el orden sugerido:

3¢(31)/5 - 330/5 = 36 = (33)2 =272 = (-4)2=16#1 (mébd 31),
3¢(31)/3 - 310 - 36.33.3=16.(-4)-3=32-(-6)=1-(-6) =25 (mdd 31),
3#GD/2 =315 = 310.3%.32 = (-6) - (-4)-9=24-9=(-7)-9=(-21)-3=10-3=30#1 (méd 31).

Por lo tanto, 3 es menor raiz primitiva positiva médulo 31.
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(C) Anay Bernardo acuerdan usar el protocolo Diffie-Hellman para generar una clave
comun K. Teniendo en cuenta la raiz primitiva hallada en la parte (B), Ana elige
n = 7, y Bernardo elige m = 5. Calcular el mensaje que le envia Ana a Bernardo,
y el que le envia Bernardo a Ana, segtn este protocolo, para que ambos puedan
generar la clave comtin.

Solucién: Segtin el protocolo Diffie-Hellman, Ana le envia a Bernardo el mensaje
(g9,p,A), donde g es una raiz primitiva médulo p, y A = g* (méd p), donde n es el
entero privado de Ana. En nuestro caso, p = 31 y g = 3 de la parte anterior, y n = 7.
Luego,

A=3"=3%.3%3.3=(-4)-(-4)-3=16-3=48=17 (méd 31).

Por lo tanto, Ana envia el mensaje (3,31,17).

Al recibir Bernardo dicho mensaje, él le envia a Ana el mensaje B = g™, donde m
en su entero privado. En nuestro caso, m = 5. Luego,

B=3=3".32=(-4)-9=-36=-5=26 (méd 31).
(D) Calcular la clave comtn K, segtin Diffie-Hellman, que ambos acuerdan.

Solucién: Segtin Diffie-Hellman, la clave viene dada por K = ¢g™". Teniendo en
cuenta la parte (A) y los resultados anteriores, conviene hacer el cilculo de K de
la siguiente manera:

K=gm=(g™)"=B"=26"=265-26=1-26=26 (méd 31),

ya que 0(26) = 6. Por lo tanto, el valor de la clave de cifrado es K = 26.

(E) A cada letra del abecedario se le asigna un valor numérico del 0 al 27 segtn la
siguiente tabla de correspondencia:

A|B|C|D|E|F|{G|H|I|J|K|L|M|N
0(112 314|567 |8]9]10]11}12]13
N|JO|P|Q|R|S|T|U|VIWIX|Y|Z]|_
14 |15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27

Ana utiliza la funcién de cifrado E:Zog — Zgg dada por
E(z)=z+ K,

y le envia a Bernardo el siguiente mensaje cifrado con E:

6
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FNWYQZJTNYBGQAPCRZYBNQ

Descifrar el mensaje anterior.

Solucién: Debemos usar la funcién de descifrado, es decir, la inversa de E. Como
E(z) =z + K =z + 26, la funcién de descifrado D:Zyg — Zsg viene dada por

Dy)=y-K=y-26=y+2.

Pasamos a descifrar el mensaje letra por letra:

D(F) = D()=5+2=7 = H
/D‘: Wy D(N) = D(13)=13+2=15 = O
S uff,ﬁff ‘?,E\ D(W) = D(23)=23+2=25 Y
% yf?»iblic:leact';cn "rz’ D(Y) = D(25) =25+2=27 -
Sttt gy s/ D(Q) = D(17)=17+2=19 = S
N D(@) = D@26)=26+2=28-0 = A
DJ) = D(9)=9+2=11 = L
D(T) = D(20)=20+2=22 %
D(N) = = 0
D(Y) = s _
DB) = D(1)=1+2=3 =D
D(G) = D(6)=6+2=8 = I
D(Q) o s
D(A) = D(0)=0+2=2 C
D(P) = D(16)=16+2=18 = R
D(C) = D(2)=2+2=4 = E
D(R) = D(18)=18+2=20 = T
D(Z) = = A
D(Y) = _—
D(B) = = D
D(N) = = 0
D(Q) - - s

Por lo tanto, el mensaje descifrado es:

HOY_SALVO_DISCRETA_DOS

-9/
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