Mesa especial Introducciéon a la Investigacion de Operaciones
Instituto de Computacién - 28 de abril de 2023

Duracién: 4 horas.

Escribir las hojas de un solo lado. - No se permite el uso de material ni calculadora.

Numerar las hojas. - Poner nombre y nimero de cédula en el angulo superior derecho de cada hoja.
Escribir en la primera hoja el total de hojas entregadas. Las partes no legibles se consideraran no escritas.
Justifique todos sus razonamientos.

Ejercicio 1 - 10 puntosl

max r+y-+=z

T,Y,2

Considere el problema (P) de Programacion Matematica: (P){ sa. 4224 16y + 22 < 16

2r4+4y+22>4
Se pide:

min f(z,y, 2)
a) Reformule (P) para dejarlo en el formato canénico visto en clase (C) { 2¥?
S.a. gi(xayrz) <0 (Z = 172)
Use las propiedades vistas en teérico para probar la convexidad de la funcién objetivo f(z,y, z), de

las restricciones g;(z,y,2) y de la region factible del problema.

b) Plantee las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para (C). Resuelva las ecuaciones anteriores.
La solucién es tinica, asi que deténgase al hallarla (no hay que descartar otras).
NOTA: Durante los calculos se recomienda usar: 23 = 8, 24 = 16, 25 = 32 y que /21 < -25§

¢) Asuma que las partes a) y b) estan resueltas, que se tiene una soluciéon que cumple las condiciones
KKT, que no hay otra solucién a esas ecuaciones y que conoce ademas un punto tal que g1(z,y,2) <0
y g2(,y,2) < 0 (que el dominio es no-trivial) ;Se puede afirmar que la solucion de la parte b) es un
6ptimo local o global? ;Es posible que exista otro 6ptimo? ;Cuél es el valor 6ptimo de (P)?

Ejercicio 2 - 10 puntos}

Considere la siguiente red de flujos con nodo fuente a y nodo terminal z, con las etiquetas (capacidad, flujo)

indicadas en los arcos:

a) Defina flujo a-z en una red de transporte. ;Es el flujo asignado en la figura un flujo a-z? Justificar.
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b) Indique la capacidad del corte a-z, (P, P°), determinado por P = {a,c,e}.
¢) Sin aplicar Ford-Fulkerson: ;existe algin flujo a-z de valor mayor que 20 sobre esta red? Justificar.

d) Hallar el flujo maximo y un corte de capacidad minima de la red, aplicando el algoritmo de Ford-

Fulkerson visto en el curso, partiendo del flujo asignado.

‘Ejercicio 3-12 puntosJ

max —I1+ X2

1,22

Dado el siguiente problema de Programacién Lineal (L) { % *1 iz 2l
3x1+ 219 =06
L1, T2 > 0

Se pide:
a) Plantear el problema en su forma estandar para el Método Simplex, incluyendo las variables artificiales
que sean necesarias para lanzar la Fase-1.
b) Preparar el tableau del Método Simplex, alcanzando la solucién bésica inicial de la Fase-I, donde la
base es el conjunto de variables artificiales antes introducidas. Nota: no se pide resolver, s6lo preparar

el tableau para comenzar la primer iteracion.

¢) Al final de la Fase-I se obtiene el siguiente tableau:

z I2 3 Y1 Y2
2 1
1 g 0 0 3 2
0o -+ 1 -1 3|1
5 1
0 -3 0 0 -3 -2
0 0 0 1 1 0

;Cual es la solucién factible encontrada para comenzar la Fase-II7

d) Determinar la solucién 6ptima del problema es decir, realizar la Fase-1I.

’ijercicio 4 - 26 puntos

Un guardia de seguridad vigila cuatro cuadras de la calle “8 de Octubre”. Las cuadras son consecutivas y
las llamaremos A, B, C y D. Cada 15 minutos el guardia tira una moneda (balanceada) para decidir si sigue
vigilando la misma cuadra o se cambia. Si tiene que cambiar y hay més de una cuadra adyacente posible
(cuadras B y C) entonces tira nuevamente la moneda para decidir a cuél de ellas dirigirse. En los otros
casos (cuadras A y D) va a vigilar la tnica adyacente.

Se pide:

a) Determinar la matriz de transicién de éste proceso y dibujar su grafo asociado.

b) Todas las mafianas el guardia comienza en la cuadra A. ., Cual es la probabilidad de que a los 45
minutos de comenzada la labor le toque vigilar la cuadra D? ;Cuél es la probabilidad de que a los 45
minutos de comenzada la labor le toque vigilar la cuadra D por primera vez? ;Y la probabilidad de
que a los 45 minutos de comenzada la labor le toque vigilar la cuadra C por primera vez? Fundamente

el método empleado.
i
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c¢) El guardia vigila durante 8 horas. Para mejorar la seguridad, se decide realizar la vigilanci

0., D/
de oia

ininterrumpida, disponiendo de tres turnos de guardias cubriendo las 24 horas del dia. Cada gui ‘

g

a

realiza la vigilancia de acuerdo a las pautas de la letra, comenzando el turno en la cuadra que dejo
el guardia anterior. Pasado suficiente tiempo, jcuénto porcentaje de tiempo se vigilara cada cuadra?
Fundamente el resultado.

Ejercicio 5 - 16 puntos

Sea X una CMFTCH con estados E, ) su generador infinitesimal. Se cumple que 7 es una distribucién

estacionaria, si y sélo si, para cualquier subconjunto propio A C E se verifica:

ZZ%M = ZZjSWja

€A jEA jEA €A
propiedad conocida como “Ecuaciones de Balance”.

Se pide: Demuestre que se cumple la propiedad antes mencionada para las Ecuaciones de Balance.

Ejercicio 6 - 26 puntos

Una empresa de transporte urbano cuenta con B buses para brindar su servicio. Cada émnibus puede sufrir
un desperfecto, al cabo de un tiempo exponencial de tasa A (individual para cada 6mnibus). La empresa
tiene un taller, donde los émnibus que no pueden circular son reparados. Se puede reparar un solo 6mnibus
por vez, los restantes esperan su turno (siendo atendidos en orden de llegada). El tiempo de reparacion

sigue una distribucion exponencial, de tasa p.

Se pide:
a) Representar como un PNM indicando las tasas. Estudiar la estabilidad del sistema. Determinar las
ecuaciones de balance y las probabilidades en estado estacionario en funcién de los parametros r = ﬁ

y B.

Supongamos que la cantidad de buses es B = 3, y que los pardmetros A = 1 rotura cada 6 semanasy u =1

reparacién por semana.

b) Calcular la probabilidad de que el taller esté ocupado en este caso.
c¢) Calcular el nimero medio de 6émnibus en funcionamiento.

d) Calcular el tiempo medio que un émnibus que se rompe debe esperar hasta comenzar a ser reparado

(este es el tiempo “desperdiciado” por no poder comenzar la reparaciéon inmediatamente).
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Solucién

@ercicio 1-10 puntogs]

a) El problema en su forma canénica es:

min f(l‘,y,Z):—I—'y—Z
Y,z
(C)4 s.a. g(z,y,2) =42% + 16y% + 22 - 16 <0

Qz(x,yyz):4—2$—4y—2§0

Las funciones f y go son convexas (ademés de concavas) por ser lineales. La funcién g; también es

convexa, ya que es una combinacién lineal a coeficientes positivos de funciones convexas: z2, y? y z2.

Si una funciéon h es convexa, el conjunto definido por {z|h(z) < a} es convexo para todo « (es la
propiedad v) pag-15 notas tedrico). En consecuencia, las restricciones g1 < 0 y go < 0 definen
conjuntos convexos en R3. La region factible de (C) es la interseccién de esos conjuntos convexos y

también debe serlo (propiedad #) pag-15 notas teorico).
b) Las condiciones KKT para (C) son:

i1)  8zA —2X =1
D) Vi+MVa+MVe=0=1{ i) 32\ —4r =1 ,
i3) 2201 — XA =1
i) A1, A >0,
iii1) A - (422 +16y% + 22 — 16) = 0,
itig) Ap-(4—2x—4y—2) =0,
i) 4z +16y% + 22 < 16
w9) 2zx+4dy+2z>4

Si probamos con A\; > 0, A2 = 0, por las ecuaciones %) Hegamos axr = 531)\—1 Y= 2113\—1,42 = 2 . Como
A1 > 0, debe ser 4z2 + 16y2 + 22 = 16 = 24 = 7(7; 426415 LE 2 L L2 by Spejando
1
2 _ 144416 V21 4 = fi _ _16
llegamos a que A7 = ~H5—. Como A; > 0, debe ser A; = %55, de donde: x = \/ﬁ’ U= B 2= 75z
Resta verificar 7v7). Sustituimos y llegamos a 2z + 4y + = 8+4£16 — 28 - 28 _ 140 4

VAl VAl BB T2
¢) Como las funciones f, g1 y g2 son convexas y el dominio es no-trivial, las condiciones KKT son
necesarias y suficientes para la existencia de 6ptimos locales (ver pag-19 y 20 notas tedrico). Ademaés,
el punto anterior es un 6ptimo local y es el tnico posible (porque segin letra las condiciones KKT no
tienen otra solucion). Ademas, por la convexidad de las funciones, el 6ptimo es global (ver teorema

previo a Sec-2.4, pag-19 notas tedrico). El valor de ese 6ptimo es v/21.

[Ejercicio 2-10 puntos‘

a) Dada la red de transporte G = (X, U, W) (grafo orientado y ponderado), con un nodo fuente a y un
nodo terminal z. El conjunto de vértices es X (donde se encuentran a y z), el conjunto de aristas es
U, y la ponderacién por arista es W, donde la ponderacion para la arista u, w(u) = (k(u), p(u)), esta

formada por la capacidad de la arista x(u), y por el flujo p(u).

Un flujo a — 2z es un flujo p(u) Yu € U que satisface:
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i) 0 < o(u) < k(u), Vu € U (el flujo no puede superar la capacidad de cada arista);

ii) p(u) =0, Yu € I (a),Vu € I'(z) (no entra flujo a la fuente, ni sale flujo del terminal);

iii) D er+ (@) P(W) =D yer-(2) P(u), VT ¢ {a, 2} (en todo nodo entra la misma cantidad de flujo del
que sale, excepto en a y z).

Observacién: notar que utilizamos I+ (z) para determinar el conjunto de todas las aristas salientes al

vértice z, y I~ (x) para determinar el conjunto de todas las aristas entrantes.

En el caso particular, el flujo asignado es a-z porque el flujo en cada arco es a lo sumo igual a su
capacidad, no hay flujo entrante al nodo fuente ni saliente del nodo terminal, y se cumple el equilibrio

de flujo para el resto de los nodos de la red (el flujo que entra es igual al flujo que sale).

En este caso, P = {a,c,e}, el corte es (P, P°) = {(a,b), (e,b), (e,2)} y tiene capacidad (P, P®) =
4+6+10=20. _

No puede existir un flujo a-z de valor mayor que 20, debido a que el corte (P, P¢) con P = {a,c,e},
tiene capacidad (P, P¢) = 20, y el siguiente teorema asegura que no puede existir un flujo a-z de

valor mayor a la capacidad de cualquier corte (todo flujo es menor a la capacidad de cualquier corte):
Teorema. V flujo a — z, ¢, y V corte a — z, (P, PC):
|| < w(P, P).

Aplicamos el algoritmo de Ford-Fulkerson sobre la red con el flujo a-z asignado, comenzando el eti-

quetado desde la fuente a, buscando un camino de aumento a-z en cada iteracién, si es que existe.
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Tteracién 1:

Camino de aumento: a — b —e — z,+2.

Iteracion 2:

Camino de aumento: a —c—e — 2z, +2.

Tteraciéon 3:




No es posible llegar al nodo terminal z, por lo cual el algoritmo de Ford-Fulkerson termina. Los nodos
marcados en la dltima iteracién determinan un corte de capacidad minima. En este caso P = {a,c}
y €l corte es (P, PY) = {(a,b), (a,e), (c,e)}. Se puede corroborar que todos los arcos del corte estan
saturados y que no hay flujos entrantes positivos de P¢ a P. La capacidad del corte minimo es 18,
que es igual al flujo maximo de la red, es decir: k(P, P¢) =18 = 2 uer+ () P(u) = |l

[Ejercicio 3 - 12 puntos

a) Para llevar el problema a su forma estandar hay que cambiar max por min y agregar ui
holgura xz3 > 0 en la primera restriccion.
min Ty — Lo
T1,82,23
(L/) s.a. 1+ a2 —x23=1
3r1 +2x9 =6
Z1,%2,%3 Z 0
De agregar también las variables artificiales y1,y2 > 0 para la Fase-I se llega a:
min Y1 + Yo
4,5
(L//) sa. x1+x2—234+y1=1
31+ 222+ y2 =6
T1,%2,%3,Y1,Y2 = 0

T1 ® x3 Y1 Y2 | b
1 1001 0 1
b) El tableau inicial para la Fase-I es: 3 2 0 0 1 b
1 10 0 0 0
0 0 0 1 1 0
T1 T2 T3 Y1 Y2 | b
1 -101 0 1
Se opera sobre él hasta alcanzar la solucién bésica: ) 0 : L 0
-1 0 0 0 0
-4 -3 0 0 -7

c) La solucién factible encontrada para comenzar la Fase-II es: z1 = 2, 2 = 0, 23 = 1. Ademas
y=y=0
d) Continuamos con la Fase-II desde el tableau dado en la letra.

T ro x3 | b r; T2 3 |b

1 2 0 |2 51 o0 |3

0 _% 1 q Se ingresa x9 a la base y se saca z1: % 0 1 2
5

0 ~§ 0 -2 3 0 0 3

La solucién es z1 = 0, 9 = 3, 3 = 2, y el valor 6ptimo del problema (L) es 3.
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‘Ejercicio 4-26 puntosJ

a) La matriz de transicion P y el grafo asociado son:

1L1loo
2 2
i

P=

g L 11
4 2 4
g o L 2
2 2

b) La probabilidad de estar en la cuadra D habiendo comenzando en A luego de 45 = 3 x 15 minutos es

pSJ)D = 32 (el tinico camino posible es A— B — C — D).
La probabilidad de pasar por primera vez a la cuadra D desde A luego de 45 = 3 x 15 minutos es

fap 3) . Aplicando tres pasos de la recursiéon para f obtenemos que:

1
() =pap =0;

i 5121)) = pAD f 1(411)7PD = 0;

3 3 2 1) (2 1
185 =pSh - 15hpon — £ibPoD = 55

Si repetimos para la probabilidad de pasar por primera vez a la cuadra C desde A luego de 45 minutos,

f(3)

fﬁ\lc)ZpACZO;

1
13 =1~ idpoc = &

3 3 2 1 2
3 = f8) — £poo — e = 1

¢) Tras suficiente tiempo, el porcentaje de residencia en cada estado lo rige la distribucién estacionaria.

Busquemos el vector de distribucion estacionaria m = (ra, 7B, Tc,Tp) que verifica el sistemas de

ecuaciones: TP =7,y ma+mp+7mc+7p = 1. Resolviendo se obtiene: m4 = 7mp = % y TR = To = %

Ejercicio 5-16 puntos\

Ver Propiedad 31 (pagina 73) del Teérico de Procesos Estocasticos.
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’Ejercicio 6 - 26 puntos

a) Este sistema es una fila de espera M/M/1/FIFO/oco/B , con un servidor y una poblacién exter
de tamanio B. Se puede representar como un PNM, con las siguientes tasas:
M=(B—-kX 0<k<B-1,
A =0, k> B,
Pk = by 1<k<B
Como el proceso es finito entonces es estable para cualquier combinacion de valores de B, Ay u, y

las ecuaciones de balance permiten calcular la distribucion limite a través de la estacionaria.

Las ecuaciones de balance son las siguientes:

B-X-po=p-p

(B=1)-A-pr=p-p2
(B=2)-A-p2=p-p3
(B—k) -\ pr=p-p

A-pPB_1= - PB.

B! B!
Resolviendo y usando que r = ﬁ resulta que: pp = W -7®.po, donde py = (Zf:o (—B_—k)!rk)*l
b) Los parametros son B = 3, A = gsem™' y u = 1sem™", por lo que r = ﬁ = %. La probabilidad de que

el taller esté ocupado es 1-probabilidad de que el taller esté libre, pp . Con los pardmetros de este caso
especifico, resulta pg = (1 + 37 + 612 + 6r°)~1 = (3HYEEL) =1 — 28 Por lo tanto, la probabilidad
que el taller esté ocupado es 25/61.

¢) En el estado k, la cantidad de buses en funcionamiento es B — k, y el niimero esperado de buses en
funcionamiento es Zf:o(B —Ek)pr =3po+2p1 +p2=3- g—? +2- % + 66—1 = 16%0.

d) El tiempo medio que un émnibus que se rompe debe esperar hasta comenzar a ser reparado es el
tiempo medio en la fila 5, que por las ecuaciones de Little resulta ser tr = 17/:\. Calculamos ambos
términos: D:Zf=1:p2+2p3:%—I—Q-Gll:ﬁi‘ly;\:3/\'p0+2)\-p1+)\-p2:1—8+6§3—+1—§

= &1
8 /25 _ 8

Por tanto, t; = & /22 = 55 semanas, esto es, t; = 2.24 dias.






