
Examen de Lógica
5 de diciembre de 2O24

Indicaciones generales

. Apagar los celula¡es.

. La duración del examen es de tres (3) horas.

. En esta prueba.no se permite consultar material alguno.

' Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usarse los resultaclos que aparecerl en
el texto del curso, en esos casos debe describirse con precisión el enunciado que se utiliza.

' Numera¡ todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas
de un solo lado, escribir con lápiz, iniciar cada ejercicio en hoja nueva y poner en la primera
hoja la cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)
considere el siguiente alfabeto D: {o,b,"} y el conjunto,4 definido a continuación:

í e e A

ii Sire»,A €Iywe A,entonces rwy€A

a' ¿Qué conjunto queda definido por las reglas anteriores? Escriba una frase que 1o describa.

b I' Defina la función largo : A -+ N que clado un elemento de ,4 devuelva la cantidad
de símbolos que tiene.

II' Defina la función i,nuerti,r : A -+ A que dado un eiemento de ,4 devuelva el elemento
con los símbolos invertidos.

devuelva el
un sufijo de

u.
Ejemplos:

. cantDspej o(abcbba) : 2.

. cantEspejo(bcbb) :1.

. cantDspej o(abccba) : g.

t cantEspejo(abccbb) : e.

c. Demostrar que (Vu e A)(u : i,nuerti,r(u) + targc(tu) :2 * cantEspejo(,w)'1.

Propuesta de solución

a. El conjunto definido por las reglas son las tiras de E* de largo o cantidad de símbolos
par

I. largo :,4 -+ N
largo(e) - 0
largo(rwy) : 2 t largo(w)

III. Defina la función cantUspejo : A -+ N[ que dado un elemento u de A
largo del mayor prefijo de la primera mitad de u.r tal que al invertirlo es

\> }i ¡ I)lrr,,:,iü;

i,.lo n {€ vid oo
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Instituto de Computación

Ii. inuerti,r : A -+ A
inuertir(e) : €

inu ertir (rwy) : gi,nu ertir (w) r
III. ca'ntEspejo: A -+ N

cantÜspejo(e) : 0

Examen

cantÜspejotrwy) : 1* cantEspejo(w)
0

sir:U
en otro caso{

c. Se probará (VTr e A)(w : tnuertir(w) + largo(ru) : 2 * cant0spejo(w)) por inducción
en ,4.

Identificación de Ia propiedad.
Sea P(tu)'.:'Lrr : inuertir(w') + largo(w) - 2 * cantE spej o(u;)
PB.
T) P(e) : e : inuertir(e) + largo(e') :2 * cantEspejole )

Dem.

Para demostrar un implica, demostramos el consecuente suponiendo que se crinple
el antecedente.

En este caso, por definición largo(e):0 y cantDspejo(.) :0. Por 1o tanto,
largo(e) : 0 : 2 oo 0 : 2 * cantEsPejo(e).

I

PI.
H) P(tu) i ,r : inLterti,r(w) + largo(w) :2 * cantÜspejo(w)
T) P(rwy) i rw! : i,nuerti,r(rwy) + largo(rrA) :2 * cantEspejo(rwy)
Dem.

Debemos demostrar quelargo(rwy) - 2*cantEspejo(:"wy), suponiendo Hy yw'y :
inuertir(rwy) (antecedente de T).

Como suponemos que se cumple xu;y: int'e,rtir(ruy).por definición rLUy -
yinuertir(u.;)r. La única forma de que esto se cumpla es que u': inuertir(w)
yr:y(1).
Ahora, si tenemos que u : in'"-ertir(tu) nos encontramos en las hipótesis de H, por
lo tanto podemos afirmar que se cumple q:ue largo(w) :2 * cantEspejo(r) (Z)

largo(rwy)
: (def. de largol

2 * largo(w)
: por (2)

2+2*cantEspejo(w)
: Aritmetica

2*(cantEspejo(w)+7)
uñrt,¿¿,

: por (1) (x - y) y def de cantEspeJa

2 * cantDspejo(rwy)

Con esto demostramos que largo(rwy) :2 * cantEspejo(ruy)

I
Por lo tanto, por estar en las hipótesis del PIP de A, se cumple la propiedad pedida por
la aplicación de dicho principio.
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Instituto de Computación

Ejercicio 2 (25 puntos)
Sea un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (1;2: 1) con símbolo de predicado

P, símbolo de función / ¡, sírnbolo de constante c.

Considere las fórmulas:

e, : (Vr)p(/(r,.))

vz: (Yr)f (t,c):' ¿

a. Sea ,l/1 : (N, Par,*,n). Determine eI r.alor de n para que que X'L I gt A gz.

b. Determine si existe nz tal que ,\/2: (N, Par,oo,nz) modela 9t A-92'
c. Demuestre que F q -+ P(y)

Propuesta de solución
Dadas:

9r: (Vr)P(f (","))

^r: (Yr)f (r,c):' ¿

:. l- .:. f l '. -.1

-111 = rtAgz
H ,OeL Oe -'r l',,2 l

llr F (Vr)P(/(r, c)) n (Vz)/ (r, c) :' 
"

trh I Nr)P(f (r,c)) y Iu\ | (Vr)f (r,c) :' c

Examen

,í- ot
r-r l¿ilo rie

M, I (Yr) f (r, c) :' c

e (2.4.5)

[.rocu*entacrÓli fi1 (Vk € N)¡1, F /(k.c):' c
L) fr

y Pi bllo:eca (* (Def. de l)
(Vk e N)uer,(f (E,c) -' c) : 1á1tr¡itvlé§o

(t (Def. de uM' y de ,'[1)

(VkeN)k*n:n

Para que se cumpla esta propiedad n debe ser iguai a cero.

Verifiquemos si ,4.y'r : (N, Par, *,0) modela 91

Lh ? (Vr)P(/(2, c))
<+ (2.1.5)

(Vk € N),4.1t I P(f (k.d)
€) (Def. de l)
(Vk e N) uM'1r¡1r.c))) : I
(* (Def. de uM1 y de ¡,11)

(VkeN)Par(k*0)

Y esta propiedad se cumple, por lo tanto el valor de n debe ser 0.

,
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Exunen
Instituto de ComPutación

b. I,t2: (N, Par, *, rn)

MzlgrA-gz
<+ (def. de 9r Y 9z)

A[r? (Vr)P(/(r, c)) n -(Vr) f (r,c) :' s

e (2.4.5)

NIr? (v"¡e1¡1r,c)) Y xt, f -(Vz)/(r,c):' c

' Por Io visto en la parte anterior para que Mzl (vr)P(/(r'c)) se debe'cumplir que

(vr e N)prrft;;) para esto alcanza con que rn sea cualquier natural par.

tvtz? -(Vr)/(r, c) :' c

é (2.4.5)

.\12fr (Vr)/(r. c):' c

€ (contrareciproco 2 4 5)

(=,k e N).11, V f(k,cS :''
(* (Def de l)
(=k € N)urr'(/(k'c) :/ r') : 0

e (Def. ¿. 'Mz Y de Mz)

(ikeN)k*mfm

Para que esta propiedad r¿ debe ser cualquier natural distinto de 0'

Una posible solución pata Al[2 es h[2: (NI, Pa'r' *' 2)

". 
F g, -+ P(Y)

F e, -+ P(ú e (1lrl : eta)M * P' -+ P(Y)

NI É p, -+ P(Y)
(* (def. de e1)

lvt f (Vr)P(/(",.)) -+ P(Y)
(? (clausura)

.M f (vy)((vr)P(/(2, c)) -+ P(Y)) \/
€ (contrareciproco 2.4.5)

(io, e N),4'1 f (Vr)r(/(r, c)) -+ P(a)

€ (contrareciProco 2'1 5)

(io. e N)(M n (vr)r(/(r, c)) v NI V P(a))

€ (Def de f)
(ia e N)("\1 f (vr)r(/(r' c)) v uM(r(a¡; : 6

. Sea X,[ : NIt ! a: \.
Por la parte anterior sabemos que '['f1 ! (Vr)f(/(r'c)) y además que 1 I Par'por

lo que queda demostrado que: ^É q -+ P(y)

Ejercicio 3 (25 Puntos)
Construya derivaciones que justifiquen los siguientes juicios:

a. (p,l -r) -+ -ql (P A q) -+ r
¡. ivr)(vy) (Yz)(R(z,r) n R(z,Y) -+ r :' u),-ct:' czl -(f'u)(Vr)R(*'')
Nota: En ningún caso se aceptan justificaciones semánticas'

.¡"

r§t-,

00cur'eniac
O

'reCi0

itli0"eCa

UünrsY\'l¿c

l
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Instituto de Computación

Propuesta de solución

a. (pn-r) -+ -ql (p ['q) --+ r

[p n q]tti
EA [-r](2)

Examen

[(Vr)/?(u,, z)]{'?)

R(ut, c2) I^

1^ b¡q (1)

E-

p

(pA-r -+ -q

_t c2

E --t q

I
T

Z'A -4 cy:t 'g

-+ c1 :t ¿r)

A R(w,c2) -+ c1 C2

p -T

(pAq)-+r tl

b. (Vr)(Vy) (Yz)(R(z,r) n R(z,y) -+ r :' A),-ct:t czl -(31¡)(Vr)Ii(',')

(v, (vy)(vz)(,R(2, A R(z,s) -) t -' A
-EV*4

EA

EV-3

El"2

L1 
- 

L2

EV.6

R(w, c1 ?0,
E-+

E-
[(rz')(vr)E( E1;'

-1 La elimrnación del existe es correcta porque:

u € FI ({i-. -c, :' cz, (Vr)(Vv)(Vz)(n(2,:t:) A R(',v) -+ r:' a)})'
*2) La eliminación del para todo es correcta porque tu está libre para z en (R(z'c1') A

R(2, c2) ) c7 :t ¿r).

*3) La eliminación del para todo es correcta porque c2 eslá libre para g en (Vz)(-R(2, cl)n
R(r,y) -) cy:t y).

"-1) La eliminación del para todo es correcta porque c1 está Iibre para r en (Vg)(V z)(R(2, r) n

R(r,y) -+ ,:' A).
*5) La eliminación del para todo es correcta porque c1 está libre para, r en R(tu,r).

*O) ta eliminación del para todo es correcta porque c2 está libre para z en R(ur,r).

Ejercicio 4 (25 puntos)

Sea un ienguaje de primer orden con tipo de similaridad (1; 1;1) con símbolo de predicado

P, símbolo de función / y símbolo de constante c.

Considere las fórmulas:
a : (Vr)(P(r) -+ f (r) :t a)

0 : (lr)l'(/(r))
P(.)

Puede asumir sin demostrar que se cumple:

laAl-+P

Utr

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique:

:reptc¡ Ce

Dücqmerili¡a rÓ.u

y Eif;ltl:eca

*ontovidoo

5

(Vz)(n(2.

,c1) n R(2,

t¿ ,ct
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Instituto de Contputación E-ra-are-n

u. {a, 0,'y} us consistente.

b. Th(Mod({",0})) es consistente maximal.

c. Mod({a,7}) q L[od(p).

Propuesta de solución
A partir de asumir que se cumple I a A 1 -+ B, podemos realizar la siguiente deducción:

FaA.y-+p
{:} Corrección y Complétitud

FoA"y-+p
(* 1a"r. a" p¡

(VMe.t.a)MFoA"'t -+p
{* z.¿.s. (sentencis)

(VMe.t.a)MFo^t+JvlPfl
é z.a.s.

(YMe.t.a),L4 F o ),,V I ^, +,\4 ! J (x)

(*) E, otras palabras, toda estructura que modela a a y 1, modela a ,J

a. {a, 0, ?} "r 
consistente. VERDADERA

Para demostrar esto basta con encontrar una estructura que modele al conjunto de fórmu-
las {a, 13,l}.Y por (x) cualquier estructura que modele a o y 1, modela a p.

Sea "A,4r 
: ({.} ,{o} ,ic|,o), veamos qte M1F {o,ry}.

Mrla
(:) 1aer. ae a¡

Mr l (vr)(P(r) -+ f (r) :' r)
9 (2{Sysusiitucr.jn)

(Va e {.})&, F p(a) -+ f (a):t ¿

9 (2.1 s)

Ér

Docume¡racrÓn 
(n

O
! gibiio'.eca 5

(va e {o})(Mr l P(d) + ,Vt I f G) :' a)
9 ldef =c inrerprcracron)

(Yoe {o})(ae {o} +id,(a):n:
y esto se cumple por definición de la función identidad.

Mrlt
(* ¡a"r. ae 1;

M1l P(c)
9 (def. ts e intcrpretación)

.e{.}
lo que se cumple trivialmente.

Por lo tanto, encontramos una estructura My e:ue cumpie: M, I {o,l}.y por (*)
Mt 16. Entonces el conjunto {a,13,1} es consistente.

Th(L,tod({a, 0})) .r consistente maximal. FALSA
Por la parte a. el conjunto {o,0,1} es consistente. En particular M, ? {a,B}, por
1o tanto Mt I CONS({a,É}) y esto es equivalente a Mr I T\(NIod,({",0}))-(**).
Entonces Th(X,I od({a,,8})) 

". 
consistente.

'Jl0

l+a n l¿t rÓ t'
..r

b
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Instituto de Contputación Examen

Falta ver que no es maximal. Para esto podemos agiregar una fórmula que no pertenezca
al conjunto y ver que este sigue siendo consistente. Por ejemplo, tomemos ? y, en primer
lugar, vearnos que no pertenece a Th(Mod,{{", §})).
Para verificar que 1 f Th(Mod({o, §})) basta con probar que existe una estructwa Mz
que cumple fulz e l{od({a, fr}) V M, f 7. Sea M2 : ({.,o},{o},i,d,,o), veamos que
MzFI",§lyMzVt.

Mzts o
(* (¿er. ¿e o)

Mzl (Vz)(P(z) -+ f (r):t ¡)
{+ (2.4.5 y sBtitucióE)

(Va e {o. o})M, 
= 

P(-o) -+ f (a) :' ¡
9 (2.45)

(Va e {., o})(Mz 
= 

P(d,) + Mz; f (o) :' -o)

V (dct. F e rnterprctación)

(Va e {., o})(a e {.} + id(a) : a)

Esto último se cumple por definición de 1a función identidad

.Vz* )
: ;-_ ,.

.l1 .: =.iF.i.r
c t: -r :i.::l-.::

bEi
lePlo de

OocumentacrÓn
ff'.

^)
y E L.:ial*ca

(ia e {.. o})Mz F P(/(a)) .}-
! l. rr;!li I

# e.a.s e iEteryÉteión)

(3a e {., oi)id(a) e {.}
Tomando el testigo dei existe como o : o s€ cumple que id(o) : o e {o}

Mr*t
4* ¡aer. ae 1;

M, V p(")
A

rii:i 
e n'|erPre'|acón,

Lo último se cumple trivialmente por teoría de conjuntos.

Ahora falta ver queTh(Atlod({",0})) u {f} es consistente. Esto se cumple por parte a.

donde vimos qre M1? I V (**) qru Mr l Tí(LIod({a,,6})) Entonces existe Mt. tal
que "AZ1 | Th(\r'Iod({r,,6})) u {z}

c. t'todl{a.r}) q Mod(i3). VERDADERA
Por letra sabemos que se cumple F a A 1 -+ p, entonces:
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Exatnen
Instituto de ComPutación

:)

lcrAl-+B
=* (corrección)

FaAl-+P
* (def. de ts)

L)
[,b1ro"en3 "L

(VU e.t.a)Mt a A1-+ P

+ (2.4.5)

1vU ".t."¡1Mts 
a Y M 

" 
1 + M ts 0)

* (def. Mod')

gia e.t.a)(M e Mod({o,r}) + M e Mod(B))

rl
Y

iion',8!"§'J'

=) (teo. conjuntos)

It[ od,({a,1}) q Lrl od(B)

que es 1o que se quería demostrar'

*

8
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