Examen de Loégica
5 de diciembre de 2025

Indicaciones generales

= Apagar los celulares.
» La duracién del examen es de tres (3) horas.
= En esta prueba no se permite consultar material alguno.

= Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usarse los resultados que aparecen en
el texto del curso, en ésos casos debe describirse con precisién el enunciado que se utiliza.

» Numerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas
de un solo lado, escribir con 14piz, iniciar cada ejercicio en hoja nueva y poner en la primera
hoja la cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)

Considere el alfabeto © = {1,+,(,)}, v el conjunto EX P formado por todas las tiras de
¥* que representan expresiones bien formadas construidas a partir del simbolo 1 y el operador

binario +, usando paréntesis para delimitar explicitamente cada operacion.
Por ejemplo, los siguientes tiras pertenecen al conjunto EX P: 1, (1+1), (14 (14 1)). Pero

las siguientes no pertenecen al conjunto: 1+ 1, (1), (1+1+1).

a. Proponga una definicion inductiva que genere precisamente el conjunto £X P.

b. Utilizando la definicién inductiva que propuso en la parte (a), defina recursivamente las
siguientes funciones:

I. unos: EXP — N, que cuenta el nimero de apariciones del stmbolo 1.
II. ops: EXP — N, que cuenta el nimero total de operadores +.

c. Demuestre inductivamente la siguiente propiedad para toda expresion en EX P:
(Ve € EXP)(unos(e) = ops(e) + 1)
d. Demuestre o refute (con un contraejemplo) la siguiente afirmacion:

(Ve € EXP)(largo(e) = unos(e) + 2 * ops(e))

donde largo es la funcién que cuenta la cantidad de simbolos de un elemento de EX P.

Propuesta de solucién

-
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(jdcampo: o dejamos solo uno de los operadores para que no quede tan largo)

b. (jdcampo: Propongo cambiar los nombres de las funciones por unos y op o algo asi, para
que no queden tan largos)
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L
unos : EXP — N
unos(1) =1
unos((e; + e3)) = unos(er) + unos(es)
IL. '

ops: EXP — N
ops(1) =0
ops((er + e2)) = 1+ ops(e1) + ops(ez)

¢. Probaremos la afirmacién utilizando el PIP para EX P, con la propiedad:
P(e) := unos(e) = ops(e) + 1

Paso Base
T) P(1) : unos(1) = ops(1) +1

Demo.

unos(l) = ops(1) +1
< (Def. unos)

1=ops(l)+1
<> (Def. ops)
1=0+1

(lo que se cumple por aritmética)

Paso Inductivo

HI1) P(e;) := unos(er) = ops(e;) +1

HI2) P(ey) := unos(ey) = ops(ez) + 1

TI) P(eq) := unos(er +ez) = ops(er +e2) +1
Demo.

unos(e; + ey) = ops(er +e2) + 1

< (Def. unos)

unos(e;) + unos(es) = ops(er +ez) +1
< (HI1 y HI2)

ops(er) + 1+ ops(en) + 1 = ops(er + ) + 1
<> (Aritmética)

1+ ops(e1) + ops(ez) = ops(e1 + €2)

(lo que se cumple por def. de ops)

d. La afirmacién es FALSA. Un contraejemplo puede ser:
3 e:=(1+1)

En este caso, se cumple:

5 de diciembre de 2025 2



Instituto de Computacién ' Examen

unos(e) + 2 * ops(e)

= (Def. e)

unos((1+1)) +2 xops((1 + 1))
= (Def. unos) .
unos(1) + unos(1) + 2 x ops((1 + 1))
= (Def. unos)

14+ 14 2%o0ps((1+1))

= (Def. ops)
1+1+2%(14o0ps(l)+ops(1))
= (Def. ops)
1+1+4+2x(140+0)

= (Aritmética)

4

Pero como largo(e) = 5, la afirmacion es FALSA.

Ejercicio 2 (25 puntos)

Se considera un lenguaje de primer orden con igualdad con tipo de similaridad (2;1;0), con

simbolo de predicado P y simbolo de funcién f.
Sean las siguientes definiciones:

= P(ﬂ% -T) /6’DE 'l-/i’.::; )
/AT Depto G2 *\“/',:;

m P = (vx)(—‘P(xv f(x)) A P(x; f(f(x)))) {gr‘f\@'memamon%

|3 Daeme® T

o [i= {1, 2} (\f; Va\bhoke.c? v&;’!
\mnmmw . u;u“\{?j",,

., o
SNM"MM/

a. Dé una estructura con universo U; = {o, e} que modele I'. Justifique.
b. Muestre que la estructura anterior es la tinica estructura con universo U; que modela I'.
c. Dé una estructura con universo U, = {o, ,[J} que modele I'. Justifique.

Propuesta de solucién

Sea M una estructura arbitraria del tipo adecuado. M =T & M = ¢y M E @),
Veamos qué se debe cumplir para que se cumplan cada una de estas condiciones.

M = P(,2) M = (v2)(=P(@, £(2)) A Pe, f(£(z))))

< (clausura) <=_> (2.4.5)

M = (Vo) P(z, z) . (Va € IMPDM = =P(a, f(a)) A P(a, f(f(a)))

<=_> (2.4.5) <=_> (2.4.5)

(Va € IM[)M |= P(a,q) (Va € [M))(M = =P(@a, f(@)) y M = P@@ f(f(a))))

<=_> (def. =) ¢_> (def. =)

(Va € IM])o™(P(a,a)) = 1 (Ya € [M)(WM(P(a, f(a))) = 0y vM(P(a, f(f(a)))) = 1)
¢_> (def. vM e interpretacién de términos en M) <=_> (def. vM e interpretacién de términos en M)

(Va € [M|)(a,a) € PM (A) (Va € [M|)((a, f@™M) & PMy (a, f(f(@)") € PM)

<’—_‘_> (distributiva del ¥)
(Ya € [M|)(a, f(@)).¢ PM (B) y
(Va € IM|)(a, f(f(@)*) € PM (C)
5\8
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a. Dé una estructura con universo U; = {o, e} que modele I'.

Sea M; = ({o,},{(0,0), (e, )}, F1), donde F; es la funcion definida por Fi(o) = ey
Fi(e) = o. Probemos que se cumplen las afirmaciones (A), (B) y (C):

(Va € \IMy))(a,a) € P
& (def. de M1)
(Fa € {o, #})(a,a) € {(c,), (#,)}, que se cumple

-~
-

(Fa € [Mi])(a, (@) ¢ P

<> (interpretacién de términos en My y def. de M)

(Fa € {o,0})(a. Fi(a)) & {(0,0), (+.#)} JGTE WG,
Y
Sia=o: (07 .) ¢ {(Oa 0)7 (.) .)} {EJ: Gate iR Ej‘
Sia=e:(s,0) ¢ {(o,0),(e,9)} \(;{.  Bibfoece 3
- gr’an‘{evﬁﬁ*"’ . Umﬁdm//

(Ya € IM1)(a, f(f(@)M) € P e
<> (interpretacién de términos en Mz y def. de M)

(Ya € {o,0})(a, Fi(Fi(a))) € {(c,0), (s, 0)}

Sia=o: (0,0) € {(0,).(0,#))
Sia=e: (e €{(c,0)(e)}
b. Muestre que la estructura anterior es la tinica estructura con universo U; que modela I'.
Las estructuras con universo U; son de la forma: M = (Uy, R, F' )
Veamos que la tinica funcién posible es Fi:
= Si F(o) = o, luego por (A), (o, F(0)) € R, lo que contradice (B). Entonces se debe
cumplir que F(o) = e.
= Si F(e) = e, luego por (A), (e, F(e)) € R, lo que contradice (B). Entonces se debe
cumplir que F'(e) = o.
Ahora veamos que R no puede tener otros pares ademas de (0,0) v (e, ), que ya sabemos
que debe tener por (A):
Supongamos que R tiene algin otro par. Dos posibilidades: (o,8) € Ro (e,0) € R
= Si (0, ) € R, luego por lo anterior, (o, F'(0)), lo que contradice (B).
= Si (e,0) € R, luego por lo anterior, (e, F'(e)), lo que contradice (B).

c. Dé una estructura con universo U; = {o, e, [0} que modele I'.

Sea My = ({o,e,00},{(0,0),(e,),(0,0),(0,e)}. F2), donde F3 es la funcion definida
por Fy(o) = e, Fy(e) = o y F3(0) = o. Probemos que se cumplen las afirmaciones (A),

(B) vy (C):
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(Va € |IM3|)(a,a) € PM2
<:_> (def. de M3)
(Va € {o,e,00})(a,a) € {(o,0),(e,e),(0,0),(0,e)}, que se cumple

(Va € [Ma|)(a, f(a)*2) ¢ PM>
< (interpretacién de términos en My y def. de Mg)

(Va € {o,,0})(a, F2(a)) £ {(o,0), (e, ®), (0,0, (T, )}

Sia=o: (O:.) ¢ {(0,0) ('7')? (DaD)v (D .)}
Sia= o':.(o,o) ¢ {(o0,0),(e,0),(0,0),(0,0)}
Sia =0 (O,0) ¢ {(c,0),(e,e),(0,0),(0,0)}

(Va € IMa|)(a, f(f(@))M2) € PM
< (interpretacién de términos en My y def. de M>)

(\ga € {Oa .>D}>(aa FQ(FQ(a))) € {(07 O)a (.v .)v (Da D>> (D’ .)}

Sia=o: (0,0) € {(0,0),(s,0),(3,0),(0,e)}
Sia=ve:(ee)c {(O’O)v (.’.)’ (D7D)v (D’.)}
Sia=0: (0, e) € {(o,0),(e,0),(0,0),(T,e)}

SOLUCION ALTERNATIVA.

Sea M3 = ({o,e,0},{(0,0), (e,0), (0, 0), (0,d), (e,0),(,e)}, F3), donde F; es la fun-
cién definida por Fz(o) = e, F3(e) = Oy F3(0) = o. Probemos que se cumplen las
afirmaciones (A), (B) y (C):

(Va € \M3z))(a,a) € PM3
{:_> (def. de M3)
(Va € {o,e,00})(a,a) € {(o,0), (e,0),(3,0), (o,0), (e,0), (], ®) }, que se cumple

(Va € IMa|)(a, f(@)™3) ¢ PM2
< (interpretacién de términos en M3 y def. de M3)

(Va € {o,e,00})(a, F3(a)) & {(0,0), (s, ¢),(0,0), (c,0), (e,0), (5, #)}
S1a= e (010) € (010, 0, 9) @0 (0.0 (o). OL0)
Sia:'i(’ﬂ)¢{(°°)(° *),(@,0), (o, )('O)( o)}
Sia="0: (0,0) ¢ {(o,0), (e, )( 0), (0,0), (s,0), (0, &)}

(Va € [Ma])(a, f(f(a))M3) € PMs

<> (interpretacién de términos en M3 y def. de M3)

. (ga € {o, *, D})(aa F3(F3(a))) € {(Ov O)v (.a .)7 (Dv D)’ (Oa D)a (.a o), (Dv ')}

Sia=o: (0,0) € {(0,0), (e,0),(0,0), (0,0), (e,0), (0, e)}
Sia=e: (e,0) € {(0,0),(e,0),(0,0), (0,0), (e,0), (L, )}
Sia=0:(0,) €{(c,0),(e,0),(5,0), (0,0), (o,0), (L, )}

Ejercicio 3 (25 puntos)

Construya derivaciones que prueben los siguientes juicios:

a. p—=(qVvr)k p—=qVp—r)
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b. (Vz)(Vy) (P(z,y) © f(z) =" y) F (V2)(¥y)(¥2) (P(z,y) A P(z,2) =y =" 2)

Nota: En ningiin caso se aceptan justificaciones semadnticas.

Propuesta de solucion

a. ,
[

_ iz

. Ce—2gve—2r)! =gV o

‘p—=(qvr) [p 1 -

——Wr— — [q'i“3 7 RAA(4)
- Ev(3)
7 __) q I—(2)
(=g V=) Po2gvle—r) o
= =
— = RAA(1
(p—=aVvip—r) )
b.
(Vo) (Vo) (P(z,v) & f(z) =" v)
EV(%°)
(YY) (P(z,y) < f(z) ="y) [P(z,y) A P(z, 2)]* (Vz) (V) (P(z,y) « flz) =" y)
EV(+%) —_——— EA EV(+7)
P(z,y) & f(z) ="y P(z,y) VY)(P(z,y) < f(e) =" y) [P(z,y) A P(z, 2)}*
Ee Ev(+5) _————— EA
flz)="y P(z,2) « f(=) =" = P(z,2)
RI2 Eo
y = f(x) flz) ="z
RI3
y="=z
) (z,2) ad
P(z,y) A P(z, z —sy='z e

Iv(x3) /OE hv(\‘
(Vz)(P(z,y) A P(z,2) > y =" 2) / O A <&

Iv(+2) AR d
(W) (V2)(P(z,v) A P(z,2) = y =" 2) . f J—

Iv(*) e
(¥2)(¥y) (V2)(P(z,y) A P(z,2) = y = z) ‘,‘( naty
5{_‘ 1B\b\\0 &t

%1

¢ FV((Vz)(Vy)(P(z,y) « f(z)

) N ganveen

(P(z,y ="y

¢ FV((Vx)(Vy)(P(z,y) < f(z) ="y))
(P(z,y =y

y

%2

%3

(+') =

(%) y

(x*) z ¢ FV((Vz)(Vy)(P(z,y) ¢ f(z) ="y))
(x1) y libre para y en P(z,y) <> f(x
(%)
(=)
(")

1/

"y
f(x) ="y)

)

%5) x libre para z en (Vy)(P(z,y) + f(z) ="v)
x0) 2 libre para y en P(x,y) < f(z) =
<

«7) 2 libre para x en (Vy)(P(z,y)

Ejercicio 4 (25 puntés)

Considere el conjunto I' = {((p; = pix1) A (mpi = —piy1)) : 4 € N}

a. Indique cuél de las siguientes afirmaciones es la verdadera y demuéstrela:

I. Existen infinitas valuaciones que hacen verdadero a I'.
II. Existen exactamente dos conjuntos consistentes maximales que incluyen a I'.
III. T es completo, dado que solamente una valuacién lo satisface.
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IV. T es inconsistente.

b. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique en cada caso.

I. Existe un conjunto A, tal que I' N A, es inconsistente.
II. Existe un conjunto A, tal que I'U A, es completo.

Nota: Recuerde que un conjunto A es completo si y solo si A es consistente y

(Va € PROP)(AF a0 A+ —ar)

Propuesta de solucién

a. En primer lugar, estudiamos qué valuaciones satisfacen I'. Tomamos una férmula arbi-

traria de I':
((ps = piz1) A (P = “Pi+1))
Entonces:
TOE Iy

v(((pi = pit1) A (—pi — —pis1))) = 1 “L?J-«"pont “‘\/
&> (Equivalencia conocida) S/ vepto oe /1;
v(((ps — pit1) A (Pix1 = pi))) =1 {%D‘}éﬁ_me'n}acfon‘ag
&> (Equivalencia conocida) e ¥ uvvblsa-‘ec& -2>
’U((pi < pi+l)> =1 \hb=x\ua';wo~UmQuW

< (Def. v)
v(ps) = U(p¢+1)

Es decir, que una valuacién v satisface I, si para cualquier i € N, v(p;) = v (pit1)-

Esto significa que existen exactamente 2 valuaciones que satisfacen I': la que hace
0 a todas las letras proposicionales (la llamamos vg), v las que las hace 1 (la llamamos
’Ul).

Por lo tanto, la opcién correcta es la II: existen exactamente dos conjuntos consistentes
maximales Ay v A; que incluyen I', que son los que quedan determinados por las dos
valuaciones que satisfacen I':

Ay = { € PROP | vp(p) = 1}
A, = {¢ € PROP | v1() = 1}

Ambos conjuntos son consistentes maximales por caracterizacion semantica (ejercicio 17
del préactico 5) e incluyen‘a I', porque vo(T) = (I) = 1.

b. 1. Esta afirmacién es FALSA.
Sabemos por la parte anterior que vo(I") = 1. Entonces, tomando un A, arbitrario:
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’U()(F) =1

:E (Def. v)

(Vo € T)(wo() = 1)

:_’ (rna, € ) .
(Vo € TN Ay (volp) = 1)
=> (Def. v)

Uo(r N Ab) =1

Por lo tanto, para cualquier A, que considere, I' N A, es cosistente, por lo que la

afirmacion es FALSA.

II. La afirmacion es VERDADERA.

Tomo A, = {po}

La tinica valuacién que satisface I' U A, es vy, la valuacion que hace 1 a todas las

letras proposicionales:

v(CUA,) =1

< (Def. v)

v([)=1yv(A)=1

& (Def. Ac)

v(T) =1y v(po) =1 (5
&> (Parte a.) Av O

h ad!
; (4 piototeca B
(Vi e N)(v(pi) = v(pir1)) ¥y v(po) =1 % yic y

|y

- \ Moniavigeo - URRL

&> (Aritmética) N ' /
—

(Vi e N)(v(pi) = 1)

Entonces, por caracterizacion semantica de completo, I'U A, es completo, ¥ la afir-

macién es verdadera.

SOLUCION ALTERNATIVA.

Tomo A, = Ay.

Como vimos en la parte a, Ay es consistente maximal e incluye a L.

Entonces, U A, = Ay, que es completo por ser consistente maximal.
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