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a. Defina recursivamente Ia función cantSimb: LxE -+ N, de forma üal que cantSi,mb(ru,r)
cuenta las ocurrencias del sÍmbolo r en la tira w.

cantsimb(e) - 0

cantSi,mb(bau,r): si (r : b or r : a) entonces 7l cantsimb(w,r) sino cantsimb(w,r)
cantSimb(tacb,r) : si (r: b or r: c) entonces L * cantsi,mb(w,r) sino cantsi,mb(w,r)
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Indicaciones generales

. Apagar los celulares. '

, La duración del examen es de tres (3) horas.

. En esta prueba no se permite consultar material alguno.

. Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usaxse los resultados que aparecen en

el texto del curso, en esos casos debe describirse con precisión el enunciado que se utiliza.

' Numerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas
de un solo lado, escribir con lápiz, inicia¡ cada ejercicio en hoja nueva y poner en Ia primera hoja
Ia cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)
Considere un alfabeto E : {¿, b, c} y el lenguaje ,C definido inductivamente por las siguientes

reglas:

i e eL
ii Si t¿ € ,C entonces baw e L
iii Si u € ,C entonces wcb < L

a. Defrna recursivamente la función cantSimb: LxD -+ N[, de forma tal que cantSimb(w,r)
cuenta las ocurrencias del símbolo r en Ia tira w.
Ejemplos:

r cantsi,mb(babacb, a) - 2

r ca,ntSi,mb(bacb,b) - 2

r cantsi,mb(bacbcb,, 
") - 2

b. Para cada una de las siguientes afirmaciones indique si es verdadera o falsa. En caso de

ser verdadera demuestre inductivamente y en caso de ser falsa de un contraejemplo.

L (Vtr.' e L)(cantsi,mb(ta, a) : cantsimb(w,b))
II. (V'u e L) (cant S i,mb(ru, b) : 2. cant S i,mb(w, c))

III. (Vtr., e L)(cantsimb(w,b) : cantsimb(ru,a) + cantsimb(ru,c))
IV. (V'u, e L)(cantsimb(w,a) ) cantsimb(w,c))

Propuesta de solución
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b. Para cada una de las siguientes afirmaciones indique si es verdadera o falsa. En caso de

ser verdadera demuestre inductivamente y en caso de ser falsa de un contraejemplo.

I. (Ytl e L)(cantS'imb(*, a) - cantsi,mb(r, b)) FALSA

Contraejemplo: bacb q

r cantsi,mb(bacb, a) : 1

r cantsi,mb(bacb,b) - 2

II. (Vtr e L)(cantSi,mb(ru,b) - 2.cantsi,mb(w,c)) EALSA

Contraejemplo: ba

il*st*
fJeeurner"] 

l¿*r:rün,

ídJ

t
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H firfo¡¡r,f.,§.".-
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. cantsi,mb(ba,b) :1

. cantSimb(ba,c) : g

ttt. lvtu e L)(cantsi,mb(w,b) : cantsimb(w,a) + cantsimb(w,c))vERDADERA

Se probará usando el PIP para L.

Identificación de la propiedad:

P(w) :: cantsimb(w,b) : cantsimb(u,a) + cantSimb(tu,c)

Paso Base

T) P(.) :- cantsimb(e ,b) - ca,ntsimb(., ,) * cantsimb(r, r)

Demo)

ca,ntsi,mb(., b)

0

- 
(aritmética)

0+0
- 

(def. de cantSimb)

cantsi,mb(r, o) * cantsimb(r, r)

Paso Inductivo 1

H) P(u) : cantsi,mb(.,b) : cantsi'mb(w,a) + cantSimb(w,c)

T) P(baw) : cantsimb(baw,b) : cants'imb(baw,a) -f cantSimb(baw,c)

Demo)

cantsi,mb(bau) , b)

1 + ca,ntsi,mb(*,b)

1 + cantsi,mb(*,0) + cantsi,mb(u, c)

cant S i,mb(bau,0) + cant S i,mb(u, 
")

- 
(def. de cantSimb)

cantsi,mb(bau, a) + cantsi,mb(baw, c)

Paso Inductivo 2

H) P(*) i cantsi,mb(u),b) = cantsi,mb(*,,o) + ca,ntsi,mb(w,c) I,a

¿
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T) P (w cb) : cant S imb(w cb, b) : cant S,imb(w cb, a) + cant S imb(w cb, c)
Demo)

ca,ntSimb(wcb, b)

1 + cantsimb(ru,b)

1 + cantsi,mb(w, a) + cantsi,mb(*, ,)

cantsimb(w,a) + cantsi,mb(wcb, c)

cant S i,mb(w cb, a) + cant S i,mb(w cb, c)
como nos encontramos bajo las hipotesis der plp para L, podemos afi.rmar que

(Vtu e L) (cant S imb(w, b) : cant S i,mbQu, a) + cant S i,mb(w, c))

IV. (Vtr e L)(cantsi,mb(w,a) ) cantsi,mb(w,c)) FALSA
Contraejemplo: cb

¡ cantsi,mb(cb, a) - 0
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Ejercicio 2 (25 puntos)

Se considera un lenguaje de primer orden con igualdad, co4 tipo de similaridad (-;1;0),

con símbolo de función .f.
Sean las fórmulas:

. q) i: (Vr)(Vs)(/(r):' a -+ f (Y):' ,)

. tft :: (Yr)-f (r) :t r.

Indique si las siguientes'afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique'

'.f rr

"rr{3*

Üoüu rr: *.r-r t e i: r r¡ ry ffi
' 'Ye

a. Existe F,r tal qte M1: ({o}, F1) cumple qte M1? p V M, I '!'
b. Existe Fz tal qte A.[2: ({o, .}, Fz) cumple qtrc M2 ts q V Mz I 'b'
c. Existe F3 lal qtrc Ms: ({o, ., A},f,3) cumple que jtr43 I p V Ms I ú'
d. Existe Fa tal que Ma: ({o,., A},tr,a) cumple qte Ma | 9'

L\c' y §ibf iar§#a ,Á
[fu¡'rtsvids*

Propuesta de solución

veamos qué debe cumplir una estructura para que sea modelo de I y y'. sea ¡4 - \u,F)
una estructura del tipo adecuado genérica con universo U y funciÓn ]7.

MIP
{* (Def. de e)

M | (vr)(vú(f ("):' a -+ f (a):' ')
(Va e u)(Vb e u)tvt 

= 
f (d,) :' b -+ .Í(b):' a

e (2'4'5)

(Ya e r¡)(Vb eU)(M F /(¿) :' b + M I f(b) :' a)

<+ (Def. de F)
(Ya e U)(Vb e U)(uM (f (a) :'b) : r + uM (f (b) :' a) :7)
<+ (Def. de IttI Y uM )

(Vae U)(Vbe U)(F(a) :b+F(b) :o) (A)

Ivr ? rb

I (Def. de /)
Ivt F (Vr) -,f (r) -t I
(* (2.+.s¡

(Vo, e U)l\,t F -/(a) -' a

e (2.4.5)

(Vo e U)tvI fr f (a,) -' &

.S (Def. d" F)
(Va e u)r* (/(a) -' a) - 0

€) (Def. de M y ,M )

(Vo,e u)F(a)/a (B)

a. Existe Fr tal qte'A[1: ({o}, Fr) cumple qlue M1ts p V Mt I t/' FALSA

Observamos que la estructura tiene un solo elemento, por lo que Fr solamente puede ser

la fünción identidad. Esta función no cumple con (B), por lo qe M1ft {' Lt
fu
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Instituto de Computación Examen

b. Existe F2 tal qtrc M2: ({o, .), Fr) cumple qrue M2 I p V Mz I ú. VERDADERA
Sea lL: {o,o} + {o,o} tal que F2(o): o y F2(o): o-

Veamos que M2 | g.

Mr?p
<+ ((A))

(Va e {o,.})(Vb e {o, o})(4(o) : b + F2(b) : a)

. Si a : b, no'se cumple el antecedente, por lo que se cumple el implica.

Veamos que L[2 ? ,h

L$t
!r'

üo*untgft{¿}e r*r: .¿r+it
I t1

rvI2 ? ,1,

<+ ((B))

(Vae{o,.Drr@)/a

Se cumple por la definición de F2.

c. Existe Fs tal qlue Iv\: ({o,., A}, trt) cumple qlue Ms ? p V Ms I r/. FALSA
Supongamos que existe Fs que cumple las condiciones y realicemos un análisis de casos

según el valor de tr,3(o).

. Si .F,3(o) : o, rro se cumple (B).

. Si F3(o) : o, por (A), ¡t(.) : o. Luego:

. Si F3(A) : A, no se cumple (B).

. Si F3(A) : o, por (A), 4r(") : A, lo que contradice F3(o) : o.

. Si F3(A) : o, por (A), F3(.) : A, lo que contradice f'3(o) : o.

. Si F3(o) : A, por (B), Fr(A) : o. Luego:

o Si F,3(o) : o, no se cumple (B).
o Si F3(o) : o, por (A), re(.) : o, Io que contradice F'3(o) : 4.
o Si f((o) : A, por (A), F,r(A) : o, lo que contradice F'3(A) : o.

Como todos los casos llevan a una contradicción, no existe F¡ que cumpla con las condi-
ciones.

d. Existe Fatalqrue Ma: ({o,.,A},Fa) cumple q.ae I\[a I p. VERDADERA
Sea F¿ la función identidad.

Veamos qtrc Ma I g.

rVra ? e,
<+ ((A))

(Va e {o, ., A})(Vb e {o, ., A})(&(r) - b + F4(b) - a)

. Si o : b, Fa(a) : a: b: Fq(b) por lo que se cumple el implica.

. Si a f b, cómo lL es Ia función identidad no se cumple el antecedente, por lo que se
cumple el implica.
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Instituto de ComputaciÓn

Ejercicio 3 (25 puntos)

Construya derivaciones que justifiquen los siguientes juicios:

a. F (a+> -0) ->(--,(o AilA(rvP))
b. (Vr) f (*) -' s(*) F -,(3r) (-f(g(r)) -t f (*) n f (*) -' *)
I\ota: En ningún caso se aceptan justificaciones semánticas.

Propuesta de solución
LJ f;
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aVaA 0)^

l_
:l E1(2).".

/-(1)
r)

(*) r libre para r en f (*) -' g(r)
(**) s@) y * libres para z en -'f (z) -' f(r) n f (*) :' r
(x x x) r / FV({r, (Vr)f (*) -' s(r)})

Ejercicio a (25 puntos)
. Sea un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad \2,1;-;0), con símbolos de predi-

ca.do P y Q. Considere las siguientes fórmulas:

e :- (Vr) P (*, r)
,b r- (Vy)(=r) P (*, y)

Demuestre las siguientes afirmaciones:
(;

fq
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a. IuIod(d ) Mod(rb) + 0.

b. (=M)M / Mod(du Mod(rb)

c. El conjunto Coxs (d no es consistente maximal.

Propuesta de solución
Primero verificaremos qué debe cumplir una estructura Il[ : (U, Rt, Rz) para modelar cada

fórmula.

l/tle
t) (Def. de p)

I\r F Nr) P(*, r)
<+ (2.4.5)

(V, e LDAI I P(a,a)
<+ (Def. de A,r v F)
(Vo e U)(a, a) € R1 (A)

Para l;

Ar?rh
€) (Def. deTl)

I\,,t F (Vy) (3*)P( n, a)
# (z.t.s)

(Va e u) I\t F ()*) P (*, a)

e Q.4.5)

(Yre u)(=ae Lr\Lr F P(b,a)
t* (Def. de ttt v l)
(Va e U)(=a e q(b,o) € Rt (B)

=+ (Def. de A,t.)

(Ya e {"})(o , a) € {(., o)}
=+ (A)

I,[o ? e
+ (Def. de A,[od)

l,[o € IVIod(e)

Por otra parte:

=.} (Def. de M")

(!a e {o1¡1o,o) € {(o,")}
* (nef. de Mo, tomando b: o como testigo)

(Va e {o})(-a e 1"1¡14,a) e {(o, o)}
+ (B)

A,I" l,,l)
=) (Def. de Mod)

nr" e tv[od(th)

Por 'lo tanto, Mod(Q a Mod(l:) * A, yu qlue Mo pertenece a la intersección. Í
0
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Instituto de Computación Examen

b. Sea IVIa : ({"},,0,0).Para esta estructura se cumple:

(o, o) l o

+ (Def. de NI6, tomando o - o)

(3a e {"})(o,o) l0
+ (A)

ArWe
=+ (Def. de NIod)

I\[6 / A[od(e)

Por otra parte: Y 9ih¡¡oi**a

(o,o) lo
? (Def. de M6)

(Vb e io))(b,") /A
+ (Def. de M¡, tomando o: o)

(1, e {o})(Yb e {o})(b, ") l0j (Contrarecfproco de (B))

m v,,t,
=+ (Def. de Mod,)

an6 / Mod$[)

Por lo tanto M6 / Mod(@u Mod($).

c. El conjunto CoNs(g) es consistente maximal si y sólo si es consistente y

(Ya e SENr)(a ( CoNs(e) =+ CoNs(rp) u {ai F r)

Sea a : (Yr)Q@). Para que una estructura M : (U,R..,Rz) modele o, debe cumplir:

A,tIa
(* (Def. de a)

^r 
F (vr)Q@)

€) (2.+.r)

(YoeU)tvtFQC")
e (Def. de M y F)
(Va e U)a e Rz (C)

Consideremos ahora M" : ({"}, {(o, o)}, 0) . Por un lado:

(o, o) e {(", o)}
+ (Def. de M")

(Vo, e {.})(o , a,) e {(", o)}

=+ (A)

I["? e

Por otra parte:

1q
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o la
+ (Def. de M", tomando o, - o)

(3oe{"})o/0
+ (c)
L[,ft a
+ (M"lp)
(=tw)(A,r ? p v A,[ w a)
+ (Def. l)
efta
=+ (Corrección)

gY a
+ (Def. de CoNs)

a ( Coxs (e)

Si consideramos la estructura Mo, et la parte a mostfamos q]dLe M, F (p, pot lo tanto

(por corrección), h[o I CoNs(rp). Además:

oe{o}
* (Def. de M")

(Va,e{o})ae{o}
+ (c)
Mol a
) (tut" I CoNs(e))

ttt"l Cous(rp)u {"}
+ (Def. de consistencia)

CoNs(e) u{a}YL

Como encontramos una sentencia a que no pertenece a CoNs(rp) pero tal que el conjunto

CoNs(g)U{a} es consistente, queda demostrado que CoNs(cp) no es consistente maximal.
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