Examen de Loégica
29 de julio de 2025

Indicaciones generales

= Apagar los celulares.
» La duracion del examen es de tres (3) horas.
= En esta prueba no se permite consultar material alguno.

= Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usarse los resultados que aparecen en
el texto del curso, en esos casos debe describirse con precision el enunciado que se utiliza.

= Iniciar cada ejercicio en hoja nueva y entregar los ejercicios en el orden que aparecen en la letra.

= Numerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas
de un solo lado, escribir con lapiz, y poner en la primera hoja la cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)

Consideramos el conjunto PROP(, _, 1} C PROP de proposiciones construidas con los conectivos
{A,—, L} (es decir, sin utilizar {+», -, V}).
Considere la funcion f : PROP — PROP{, _, |} definida como:

F(p) =pi 0E TN
F(J-) =4 j(‘/’::é\)f)e',)m d\f:\){{'.':i_
F(-a)=F(a) > L f);lgogunzentac«-orl;(’:{;
Flan ) =F(a) NF(B) \ Ay pinhiowce ).\
PlavB) = ((F@) » DAFE) = 1) = L s woass/
F(a = f) = F(a) = F(8) ~—
Fla < §) = (Fla) = F(8)) A (F(B) = F(a))

a. Considere la siguiente propiedad, que indica que F preserva la seméntica:
(Va € PROP)a eq F(a)

1. Dé la estructura de la prueba inductiva de la propiedad anterior. Debe incluir todos
los pasos con sus respectivas hipotesis y tesis. No incluir las demostraciones.

II. Demuestre TODOS los pasos bases y SOLO los pasos inductivos correspondientes a
los conectivos =, V y A de la prueba anterior. '

b. Defina inductivamente el conjunto PROPyy,_, -} C PROP, el conjunto de férmulas de PROP
en las que sélo aparecen los conectivos V, — y —.

¢. Defina una funcién G : PROP — PROPyy,, -} que preserve la seméntica. No es necesario
demostrarlo.



Instituto de Computacién Examen

Propuesta de solucién

a. L. Recordemos que a eq 8 cuando para cualquier valuacion v se cumple v(a) = v(f).
Fijada una valuacién arbitraria v, debemos probar por inducciéon en o que:

(Yo € PROP) v(F(a)) = v(a)

Identificacion de la propiedad.

Paso Base 1 .
T) P(p:) : v(F(pi)) = v(pi) EETT
o O E e
/ "\“ Depte de ""\«:‘.‘, £
Paso Base 2

(3 won 0
T) P(L) : o(F(1)) = (L) S oomnenicon T
“‘;}J y Bibliowece Jx :

N tientavidan - Uniausy S/
,\ AQ(\"{}‘J,-)gw LRI Vs

Paso Inductivo 1 i 4
H) P(a) : v(F(a)) = v(a) ‘ N

T) P(ma) : v(F(-a)) = v(-a)

Paso Inductivo 2

H1) P(a): v(F(a)) = v(a)

H2) P(8) : v(F(8)) = v(B)

T) P(anB):v(F(aAB))=v(aAp)

Paso Inductivo 3

H1) P(a) s v(F(e)) = v(a)
H2) P(B) : v(F(B)) = v(8)
T) PlaV p):v(F(aVf)) =v(aVp)

Paso Inductivo 4

H1) P(a) : v(F(a)) =v(a)

H2) P(B) : v(F(B)) = v(B)

T) Pla = 8) : v(F(a = ) = v(a — 8)

Paso Inductivo 5

H1) P(a) cv(F(a)) =v(a)

H2) P(8) : v(F(8)) = v(B)

T) P(a<—>ﬁ) v(F (a<—>ﬂ)) v(a < B)
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II. Utilizaremos el siguiente resultado:

Lema Dada una valuaciéon v y una formula o, v(a = L) =1 — v(«).

Dem.

vl — 1)

= (def. de v)

méx{1l —v(a),v(L)})
= (def. de v)

max{1l — v(a), 0}

= (aritmética)

1—v(a)
|

A continuacion probaremos los casos pedidos en la letra:
Paso Base 1

T) P(pi) : v(F(pi)) = v(ps)

Dem.
U(F(pl)) oo S L,
= (def. de F) OB TN
v(pi) ﬁ"’oesto de S
il “
n {g Documentacion ‘
d.  ypiblioiece i
\«y -/
Paso Base 2 ’ /
T) P(L) : v(F(L)) =v(1)
Dem.
v(F (L))
= (def. de F)
v(d)
|
Paso Inductivo 1
H) P(a) : v(F(a)) = v(a)
T) P(=a) : v(F(-a)) = v(-a)
Dem.
v(F(~a))
= (def. de F)
. v(F(a) — 1)
= (Lema)
1 —v(F(a))
= (H)
1—v(a)
= (def. de v)
v(—a)
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Paso Inductivo 2

H1) P(a) : v(F(a))
H2) P(8) : v(F(8))
T) P(aApB): v(F(a
Dem.

|

Paso Inductivo 3
H1) P(a) : v(F(a))
H2) P(B) : v(F(B))
T) PlaV B) :v(F(a
Dem.

b. Utilizamos el alfabeto Ypgoe, siendo P el conjunto de letras proposiocionales.

.

~ v(a)
—v(8)
A B)) =v(aAB)
v(F(aAB))
= (def. de F)
v(F(a) A F(B)))
= (def. de v)
min{v(F(a)),v(F(6))}
= (H1, H2)
min{v(a),v(B)} -
= (def. de v)
v(a A B)
<
= v(a) é Documentacion f;r
=v(B) : cj‘%’ y Biblotece &
\% 5)) = v(a V 5) ‘»,ﬁ.‘\ Goniev LV.;..Umgutvx
o(F(av B)
= (def. de F)
v((Fla) = L)A(F(B) =~ 1)) = 1)
= (Lema)
1—v((F(a) = L)A(F(8) = 1))
= (def. de v)
1 — min{v(F(a) = L),v(F(8) = 1))}
= (Lema)

1 —min{l —v(F(a)),1—v(F(B))}

= (H1, H2)

1 — min{l —v(a),1 —v(8)}
— (aritmética)
v(B)}

max{v(a),
= (def. de v)

v(aV p)

i) Sip € P entonces p € PROP(y -3}

ii) Si a € PROP{y -} y B € PROPy ; -}, entonces (aV B) € PROP{y,— —}-
iil) Si o € PROP(y 5 -3 ¥ B € PROPyy _; -}, entonces (o = B) € PROPyy -}

iv) Si o € PROPyy, s -, (ma) € PROP(y 5 -}
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Instituto de Computacion Examen
c.
Q{— "‘\’ ”\ .
(pl) =Di /K&‘JQQXO de <‘Z’,I
F(L) =~(po — PO) ;"3"[\ CU»»pP‘DUGﬁ
( Oé) = F(a) ‘\% ygbxoefﬂ P
F(a A B) = ~(=F(a > SF(B) N ot
F(aV p)=F(a)V F(8) g
F(a = 8) = F(a) = F(B)
Fla & ) = =(=(F(a) = F(B)) V ~(F(8) = F(a)))
o
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Ejercicio 2 (25 puntos)

Considere ¢ y ¥ dos férmulas de PROP, y una valuaciéon v; tal que

v1(p) = v1(¢) = 0. Sean:

"= = (Y= (pAY)) / S OE /‘u“\
’\ De to de <

"= VY /5 ¢ |

3 Documentacion r;

" pgi= (=) 2y \*5:; y Biblioiecs

\\i&awiﬂviu»;v - Unagus
\"«». /’/

e

a. Demuestre que = ¢.
b. Determine si @ = 3. Justifique su respuesta.

c. Sea ' = {1, 2}

I. Demuestre que I' [= 3.
II. Determine si (Ja € T')a }£ 3. Justifique su respuesta.

Propuesta de solucion

a. Usaremos un tableau seméntico para determinar si = ¢ se cumple.
Fo—= W= (@Ay))

T T X
Ty X T
Fy X F.p X
Como en todas las ramas hay contradicciones, no existen valuaciones que hagan falso a
¢y por lo tanto se cumple que (Vv : val)(v(p;) = 1) y entonces = ¢,
b. Usaremos un tableau semantico para determinar si po = @3

T.pVY
T.oV
T.o — ¢

T.o Ty X
T.p— Y = T.p— Y
F.y Fy X

T.p X T
Fo X T X "
Fo Fa X - (10
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Como en todas las ramas hay contradicciones, no existen valuaciones que hagan verdadero
a ¢y y falso a 3 por lo tanto se cumple que (Vv : val)(v(p2) = 1 = v(ps) = 1) y entonces

P2 = 3 _
c. L Por parte b. sabemos que ¢y = 3, lo que es lo mismo que (Vv : val)(v(ps) =1 =
v(ps) = 1).

Sea v una valuacion cualquiera tal que v(ps) = 1, por parte a. v(p;) = 1.
Por lo anterior se cumple que (Vv : val)((v(¢1) = 1y v(pa) = 1) = v(p3) = 1), por
lo tanto T' = (3.

II. Por parte a. (Vv :val)(v(p1) = 1), por lo tanto si existe una valuacion v tal que
v(p3) = 0 se cumple que v(p1) = 1y v(p3) = 0 por lo que ¢; = 3. Consideremos
v; dada en la letra.

vl = ¥) = ¥)

(def. de valuacién)

mazx{l — v (¢ — 7/1),_1)1(1/1)} —

= (def. de v1) /_//;ﬁ‘ £ I,-;'/'\ oy
maz{l — v (p — ),0} !;:::\ Depto. de <,
= (def. de valuacién y aritmética) ';:: Documentacion T
Lo ik
1- maa?{l — U (90)) Ul(w)} “'\4\)’ y Bibliotsca 57
= (def. de v1) ‘.\ Moritevites - Utugusn o

1 —maz{l - 0,0}
= (aritmética)

0

Como encontramos una valuacion tal que vi (1) = 1y v1(w3) = 0 entonces ¢; = 3
y por lo tanto (3a € I')(a [~ ¢3) y la afirmacion es verdadera.

Ejercicio 3 (25 puntos)
Construya derivaciones que prueben los siguientes juicios:

a. F(aVvp) & (-6 —a)
b. (Vz)(P(z) V (3y)(Q(z,y) A P(y))), ~P(d), (V2)(Q(c, 2) — d =" 2) - P(c)

Nota: En ningtin caso se aceptan justificaciones semanticas.

Propuesta de solucion

a.
R il
‘ Heve)  avB
=8P () % RAA()
1 E= b Iv
v (o abL  [(evy] aVvp
Foa i of V@ L Raaw
o2 VB 1)

F|©
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b.
(2)@e,2) »d="2) . [Qley) APW)?
QeyodTy Y gy, P
iy ) P prayy QEDAPGE
~Ply Ply)
T E-
(V2)(P() v @) (Qz,y) A P(y))) . |En)(@Q(e,y) A P! P 2L
POVEIQENAPE) Y (P ZGI £
P(e)
(%1) c libre para z en P(z)V (3y)(Q(z,y) A P(y)) e
(x2) y € FV({P(c), (V2)(Q(c, 2) = d =" 2),~P(d)}) 0 DE g
(*3) d y y estan libres para z en ~P(2) JA Depto. ce AN
(%4) y libre para z en Q(c,2) > d ="z “‘:*;' Documemam()ng}%
\\Ma:mev‘rdeu . Ufugji*r//
Ejercicio 4 (25 puntos) ‘ S
Considere un lenguaje de primer orden de tipo (—; —;0) y el conjunto de estructuras de ese
J p ;

tipo de similaridad, cuyos universos tienen a lo sumo dos elementos:

K={M:#M|<2}

Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando adecuadamente
en cada caso:

a. CoNs({(Vz)(Vy)(Vz)(x = yVy ="2Vva="2)}) = Th(K)
b. (3z)(Jy)—z ="y € Th(K)
c. Th(K) es consistente maximal.

Propuesta de solucién

a. VERDADERO.
Llamemos a a la formula (Vz)(Vy)(Vz)(zc =" yVy ="z Ve = 2).

Sea M una estructura arbitraria del tipo dado.

M=o

< (def. a)

M= (Vo) (Vy)(Vo)(z ="y Vy =" 2V ='2)
<~ (2.4.5)

(Va € IM|)(Vb € IM
& (2.4.5) .
(Va € |IM|)(Vb € |M
< (def. M e interp.)

(Va € IM|)(Vb € IM|)(Ve € IM|)(a=bob=coa=c)
< (teoria de conjuntos)

#MI<2

< (def. K)

MekK

)(Vee MM Ea=bvb='cva='c

)Vee IM)MEa=bo

<
T
jpl]
I
ol
(@]
<
T
l
I
\C_}/]
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Con esto probamos que cualquier estructura M cumple:

Por otro lado, consideramos una sentencia ¢ arbitraria:

MEaesMeKk (A).

¢ € CoNs(a) /3 * 2y
& (def. Cons) ,g‘_;,. QOCU'm?n!auon o
abyp R y Bibliotece by
& (corr. y compl.) ‘\?\‘&:::;\':-ua)-a“a : u.'m;ii,: Y
aFE —~—

& (def. E)

(VM eta)(Si M E a, entonces M F )
& (A)

(VM eta)(Si M € K, entonces M F ¢)
< (teo. conjuntos)

(VM eK)ME ¢

< (def. Th)

v € Th(K)

Por lo tanto, CONs(a) = Th(K), que es lo que se queria probar.

b. FALSO.

Llamemos § a la formula (3z)(3y)—z =" y.

Sea M, = ({o}).

Examen

Se cumple que M, € K, porque el universo de la estructura tiene sélo un elemento, que
es menor que 2. Ademés, M, no modela S. Si lo hiciera:

My E B

& (def. 8)

My E (3r)(Fy)~z ="y

& (2.4.5)

(Ga € IMy)Eb € M) My = ~a ' b
& (2.4.5)

(§la € |Mb|)(§|b S |Mb|)Mb}é a='b
< (def. M, e interp.)

(Ela S |Mb|)(3b = IMbl)a # b

< (IMs| = {o})

o#o

y esto claramente no se cumple.

Como encontramos una estructura de K que no modela 3, concluimos que 8 ¢ Th(K),

como queriamos.
c¢. FALSO.

.

Consideremos la estructura M, = ({o, e}).

Sabemos que M, € K, ya que #|M.| = 2, que es menor o igual que 2. Por lo tanto, por
definicién de Th, podemos afirmar que:

29 de julio de 2025
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Por otra parte, probaremos que M, F §:

M EB

< (desarrollo de la parte b)

(3a € |IM|)(3b € |IMc)a#b
< (tomoa=oyb=e)

oF e

lo que se cumple trivialmente.

Examen

s OE s

'/, 3 Q N &7 "\\\'\
/257 Depto. de G\
j At
{

Dosumentacién

oy

©

L it

\ @ yB!bhO\eCS ;

| Hontevided - Unsgudy:./

. e
. L

e

5

Como M. E Th(K) y M. E 8, podemos afirmar que Th(K) U {0} es consistente.

Pero entonces Th(K) no puede ser consistente maximal, porque encontramos una senten-
cia (3 tal que 8 & Th(K) (por parte anterior), pero que Th(K) U {3} es consistente.
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