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Examen de Lógica
29 de julio de 2025

Indicaciones generales

. Apaga¡ los celulares.

. La duración del examen es de tres (3) horas.

. En esta prueba no sg permite consultar material alguno.

. Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usaxse los resultados que aparecen en

el texto del curso, en esos casos debe describirse con precisión el enunciado que se utiliza.
. Iniciar cada ejercicio en hoja nueva ¡:entrega,r los ejercicios en el orden que aparecen en Ia letra.
. Ir{umerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas

de un solo lado, escribir con lápiz, y poner en la primera hoja Ia cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)
Consideramos el conjunto PR0P1n,-+,ry C PROP de proposiciones construidas con los conectivos

{A, -+,I} (es decir, sin utilizar {+>, -, V}).
Considere Ia función / : PR0P -+ PR0P1n,-+,.1y definidá como:
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a. Considere Ia siguiente propiedad, que indica que F, preserva la semántica:

(Va e PR0P)o eq F(a)

I. Dé ta estructura de Ia prueba inductiva de la propiedad anterior. Debe incluir todos
los pasos con sus respectivas hipótesis y tesis. No incluir las demostraciones.

II. Demuestre TODOS los pasos bases y SOLO los pasos inductivos correspondientes a
Ios conectivos -r V y A de la prueba anterior.

b. Defina inductivamente el conjunto PR0P1v,-+,-) C PR0P, el conjunto de fórmulas de PR0P

en las que sólo aparecen los conectivos V, -+ y -.
c. Defina una funciÓn G : PROP -+ PROP1v,-+,-) que preserve la semántica. No es necesario

demostrarlo.
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Instituto de Computación Examen

Propuesta de solución

L Recordemos que * .q.0 cuando para cualquier valuación u se cumple u(a) : u(p).
Fijada una valuación arbitraria u, debemos probar por inducción en o que:

(Ya e enor) u(r(a)) : u(a)

Identificación de la propiedad.

P(*) :-'u(r(r)) - u(*)

a.

Paso Base 1

T) P(pn) , u(F(pn)) - u(pn)

Paso Base 2

T) P(r) : u(r(r)) - u(r)

ri

ileilt* ti*
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Paso Inductivo 2

H1) P(*) : u(F(")) - u(")
H2) P(p) : u(F(p)) - ,(p)
T) P(* 

^ 
p): u(F(, 

^ 
p)) - u(* n 0)

Paso Inductivo 3
Hl) P(a) : u(F(*)) - ,(a)
H2) P(p) : u(F(p)) - u(p)
T) P(*v p) i u(F(*v p)) - u(av 0)

Paso Inductivo 4
Hl) P(a) : u(F(")) - u(*)
l:z) P(p) : u(F(§)) - u(0)
T) P(o -+ C) : u(F(* + C)) - u(a -+ p)

Paso Inductivo 5

H1) P(a) : ,(F(")) - u(a)
H:) P(C) : u(F(p)) - ,@)
T) P(o +» §) : u(F(* ++ C)) - u(" <+ 0)

?l^o
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II. lJtthzaremos el siguiente resultado:

Dem

u(a + l-)

máx{1 - u(a),u(r)})
- (def. de u)

máx{1 - u(a),0}

A continuación probaremos los casos pedidos en la letra:

Paso Base 1

T) P(pn) , u(F(pn)) - u(p¿)
Dern.

,(F (pn))

Üctu'ngnlftq:¡üri

\&d
y *lhli*iso8

Paso Base 2
T) P(r) : u(F(r)) - u(r)
Dem.

u(F (r))

?r(r)

Paso Inductivo 1

H) P(*) : u(F(*)) _- ,(o)
T) P(-o) , u(F(-,*)) - u(-,*)
Dem.

Examen
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Instituto de Computación

Paso Inductivo 2

H1) P(*) : u(F(*)) - u(")
H2) P(p) : u(F(§)) - u(0)
T) P(o 

^ 
0): u(F(, 

^ 
P)) - u(" n §)

Dem.

"N4,.,

t) Ét
ie pt*

Examen

Paso Inductivo 3

H1) P(a) : u(F(")) - u(")
H2) P(0) : u(F(P)) - u(P)
T) P(ov 0 : u(F(*Y §)) - u(av P)
I)em.

u(F(o 
^ 

C»

u(F(") 
^ 

F(P)))

- 
(def, de u)

mínir( F(")),u(F(P)))
: (H1 ,, }{2)

u(a 
^ 

0)

(Lerna)

- 
(H1, H2)

1-mín{1 -u(a), 1-r(0)}

máx{u(*) ,rW)}
- 

(def. de t,)

Dccurfientai:rüt' 'i;
y friblroiucál l-"

1 - mín{u(r(") -> I), u(F(§) + r))}

ñ,
t tr' {,.

t'J 
..4't

r'1 ¡¡ n'.' 
.,.

-,¡ v

J;/

1 - mín{1 - u(F(*)), 1 - u(F(P))}

u(a v p)

b. Utilizamos el alfabeto Ep¡sp, siendo P el conjunto de letras proposiocionales

i) Si p € P entonces p € PR0Piv,-+,-).

ii) Sia e PR0P1v,-+,-ly § €PR0P1v,-+,-), entonces (ovB) e PROP1v,-+,-¡'

iii) Si a € PR0P1v,-,-) y B e PR0P1v,-+,-), €ntonces (a -+ 0) e PR0P1v,-+,-)'

iv) Si a € PROPiv,-,-1, (-o) e PROP1v,j,-y.

I
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F (pn) : pn

f(I) - -(po -+ po)

F (-*) - F (") -+ l-

F(*v e) - F(") v F(0)
F(o-+il-F(") +F(C)

Examen

C.

ñ ó. ñtn
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F(* <+ C) - -(-(F,(") + F(P)) v -(F(0) + F(")))
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Instituto de Computación

Ejercicio 2 (25 puntos)

Considere p y ,1, dos fórmulas de PR0P, y una valuación tr1 tal que

ut(p) : u{ú) :0. Sean:

r et:- I --> ?b + (p nrL'»

r gz i- gV ú

. pz:- @+r/.)+ú

Examen

1..,

a. Demuestre que * pr.
b. Determine si gz I pr. ¡

iliupt* rle .'t
t.t

ücgu rn*){t { i} 1t r * * ii'
:1

y *¡bliq;rt*i;a §
'{Jrr,agu*¡

ustifique su respuesta.

i

Propuesta de solución

a. IJsaremos un tableau semántico para determinar si F gr t" cumple.

F.p -+ ?! -+ @ n r/)) u

I

T.9
F.rb -+ @ ¡rl,) *

I

T,9
T.1b

F.9 At! x

.g T.9 x
Trh x T.4)
F$x F.Px

Como en todas las ramas hay contradicciones, no existen valuaciones que hagan falso a

pr por lo tanto se cumple que (Vu : ual)(u(g1): 1) v entonces f 91

b. Usaremos un tableau semántico para determinar si pz I pz

T.pv 4t
F.(p -+ ,/) -+ rb "

I

T.9V $ ;,

T.p -+ ',1,

8.4)

X
T.e + 4)

F.rl: X

.gx
F.p x

F.tb

T,9
rlrx
E.?t X
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Como en todas las ramas hay contradicciones, no existen valuaciones que hagan verdadero
a gz y falso a gs por lo tanto se cumple que (Vu : ual)(u(g2): 1 + u(gs) :1) y entonces

L,.v2-v3
I. Por parte b. sabemos gre gz F gr,lo que es lo mismo que (Vu : ual)(u(42) : 1 +

u(p¡):1).
Sea u una valuacién cualquiera tal que u(gz):1, por parte a. u(pt): t.
Por lo anterior se cumple que (VT., :ual)((u(g1) :1y u(pz):1) + r(pu):1), por
lotantofFpr.

II. Por parte a. (Vu : uat)(u(pr) : 1), por 1o tanto si existe una valuación u tal que

u(ps) :0 se cumple que u(cp1) - 1 y u(ps) :0 por lo eue gr V pr.Consideremos
ur dada en la letra.

uÁ(p + 1r) -+ r/,)
/ | a 1 ! ., \(oel. cle valuaclon,)

mar{l - u1(p + ,b),ur(rh)}

mar{7 - u1(p -+ ,b),0}

1 - mar {1 - 7)1(e), ur(r!)}

1-ma,r{l -0,0}/ ., \(arltmetrca)

0

Str ¡

te ptr; de

Dacu fn$'ftf ACrrin lr{1
n4.u td y [}ibíioleca .§\§*

Como encontramos una valuación tal que u1(rp1) - 1 y u{pz) : 0 entonces % V gs
y por 1o tanto (ia e f)(a V pi y la afirmación es verdadera.

Ejercicio 3 (25 puntos)
Construya derivaciones que prueben los siguientes juicios:

a. F(avp)e(-B-+a)
b. (Vr)(P(r) v (=s)(8(r,y) A P(s))), -P(d),(Vz)(Q@, z) -+ d:' z) t P(c)

Nota: En ningún caso se aceptan justificaciones semánticas.

Propuesta de solución

l- C -+ CIlt [-É]u E+
a.

!

t_
lo v §l' [o]' e E [-,(, v P)]nI

I+
(*v §) <+ (-0 -+CI)

+l40
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RIa(x3)

tr1(*2)

'+ d:-'
EV(*a)

E-+
EA

EL

v (1)

(*r) c libre para r ep P(*) v (1a)@@,,y) A P(y))
(*r) a É FV({P(c) , (Vr)(Qk, r) -+ d:t 7),-P(d)})
(*r) d, y y están libres para z en --,P(z)

(*n) A libre para z en Qk, r) + d -t 7

trjercicio 4 (25 puntos)
Considere un lenguaje de primer orden de tipo (-; -;0) y el conjunto de estructuras de ese

tipo de similaridad, cuyos universos tienen a lo sumo dos elementos:

K: {M : fflMl < 2)

Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando adecuadamente
en cada caso:

a. Coxs({(Vr) (Vs) (Vr)(* -' aV a :' zY r :' ,)}) - fh(K)
b. (=r) (=y)-y -' y e rh(lc)
c. fhUC) es consistente maximal.

Propuesta de solución

a. VERDADERO.
Llamemos a a la fórmula (Vr)(Vy) (Yr)(* -'AY y -' zY r -t z)

Sea M una estructura arbitraria del tipo dado.

MIa
(* (def. a)

M F (Vr)(Vy) (Vr)(* -'yY y:' zY r -' z)
# (2.4.5)

(Y, € lMl)(Va e lMl)(Yc e lM)M I a :' bv b -' ev a -' e

# (2.+.s)

(Va e lMl) (Vb e lMl)(Vc e IM)(M I a :' b o M F 6 -' e o M I a -' e)

É) (def . M e interp.)

** (teorÍa de conjuntos)

#lMls2
9 (def K)

M€rc
rl no
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Con esto probamos que cualquier estructur a M cumple:

MlaeM € K (A)

Por otro lado, consideramos una senten cía g arbitraria:

s e CoNs(a)
{* (def. CoNs)

alg
€) (corr. y compl.)

a?g
(* (def. F)

(VM eta)(Si Mts a, entonces Mts p)

{=} (teo. conjuntos)

(lMeK)MFe
€) (def. 7'lz)

e e rh(K)

Por lo tanto, CoNs(a) : fn(K), que es lo que se querÍa probar.

b. FALSO.

Llamemos B ala fórmula (h)(1y)-r:t y.

Sea Mu: ({o})

Se cumple qre M6 € K, porque el universo de la estructura tiene sólo un elemento, que

es menor que 2. Ademas, M6 no modela B. Si Io hiciera:

Ma" 0
<+ (def. ¡e)

Ma? (1*)(=y) -,r :' a
(* (z.a.s)

(lo € lMbl)(1a e l¡lal)Mu ? --'a :' b

<+ (2 .4.5)

(=o € lMól)(ia e lMilJv4aF a:' b

(* (def . Ma e interp.)

(=o € lMol)(=a e lMbl)a # b

<+(lMul -ioi)
o + o

y esto claramente no se cumple.

Como encontramos una estructura de K que no modela B, concluimos que P I fhUC),
como querÍamos.

c. FALSO

Consideremos Ia estructtna M": ({o, o}).

Sabemos qre M. e K, ya rye fflM"l: 2, que es menor o igual que 2. Por Io tanto, por
definición de Th, podemos afirmar que:

?l^a
I

§r\
LJ ,,\,

,,d,,;

(")
d" ffiiblia tüf,#\i
u§*

}i ..t.
/.r. .r .:i..."!
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Por otra parte, probaremos que M.tr §,

M"? 0
I (desarrollo de la parte b)

(3ae lM"l)(=ae lM")o*b
f (tomoe,:oyb -.)
o/o
lo que se cumple trivialmente.

Como M.ts nLW) y M" F B, podemos afirmar rye Th(K) u {É} es consistente.

Pero entonces Th(K) no puede ser consistente maximal, porque encontramos una senten-
cia B tal qu" 0 I Th(g (por parte anterior), pero que Th(K) ¿ {0} es consistente.

t"lto
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