Examen de Loégica

29 de julio de 2026

Ejercicio 1(25 puntos)

a. Defina PROP’ el subconjunto de PROP que solo tiene los conectivos {—, L, —}.
b. Defina una funcién F' : PROP’ — PROP’ tal que dada una formula ¢, F(¢) resulta de:

» eliminar todas las ocurrencias del conectivo —,

= y sustituir todo a&tomo A en ¢ por (A — A).

Ejemplo: F((L — (=p2))) = ((L = 1) = (p2 = p2))
c. Pruebe por inducciéon que para cualquier formula ¢ € PROP', = F(¢p).

Propuesta de solucién
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2 Documentacién

a. Definicion de PROP’:

i L € PROP
ii Si p; € P entonces p; € PROP
ili Si & € PROP’ entonces (—a) € PROP’
iv Si @ € PROP' y 8 € PROP’ entonces (o — 3) € PROP/
b. F : PROP’ — PROP’

i F(L)=(L—1)
i F(pi) = (pi = pi)
ili F((—a)) = F(a)
iv F((a = ) = (F(a) > F(B))
c. Queremos probar: (V¢ € PROP') (= F(ip))
Se hara una prueba utilizando el PIP para PROP’, con la propiedad:

P(p) = (F F(p))

Paso Base 1
T) P(L): (F F(1))
Demo.

Sea v una valuacion arbitraria.

o(F(L))

= (def. F)

v((L = 1))

= (def. valuacion)

méx{l —v(Ll),v(L)}
= (v(L) = 0)

1

Como cualquier valuacién cumple v(F(L)) = 1, concluimos que = F(L).
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Paso Base 2
T) P(pi) : (F F(pi))
Demo.
Sea v una valuacion arbitraria.
v(F(pi))
= (def. F)

v((p: = pi))

= (def. valuacion)

méx{1 — v(p:), v(pi)}
= (v(ps) € {0,1})

1

Como cualquier valuacion cumple v(F(p;)) = 1, concluimos que = F(p;).

Paso Inductivo 1
HI) P(y): (= F(p))
TI) P((—¢)) : (F F(~v))

Demo.

E F(-p)

& (det. F)
= F(e)
Como se cumple = F(p) por la HI, concluimos que = F(—¢).
Paso Inductivo 2
HI) P(¢): (- F(9))
P): (F F(¥))
TI) P((e = ¥)): (F F((le = ¥)))

Demo.

= Flp = ¢))

< (def. F)

F (F(e) = F(¥))
& (def. =)

(Vv Val)(v(F(p) = F()) = 1)
<:_> (def. valuacién)
(Vv : Val)(méx{1 — v(F(p)), v(F(¢))} = 1)
<f (def. méx)
(Vo : Val)(v(F(¥)) = 1)
< (def. =)
= F()
Como se cumple = F(¢)) por la HI, concluimos que |= F((¢ — 9)).

Aplicando el PIP para PROP', se concluye que (Vo € PROP')(E= F(p)).

Ejercicio 2 (25 puntos)

Considere un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (1, 1;1;0), con simbolos de
predicado Py @, y simbolo de funciéon f.

Sean:
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= 0= (Vz)=(P(f(z)) = (V2) P(2))
= ¢ = (Va) P(f(z)) A (32) ~P(2)

a. Demuestre que ¢ es equivalente a .

Sugerencia: Utilizar una cadena de equivalencias conocidas.
b. Demuestre que {¢, (Vz)(—f(z) =" z)} & L.
c. Demuestre que {9, (Vz)=P(z)} | (V2)Q(z).

- Propuesta de solucién

a. Utilizamos una cadena de equivalencias conocidas:

p = (Vo)~(P(f(z)) = (V2) P(2))
€q (equivalencia —)

(Va)=(=P(f(z)) v (V2)P(2))

€q (De Morgan)

(Vz)(==P(f(z)) A ~(V2) P(2))
€q (Doble negacion)

(V) (P(f(z)) A =(V2)P(2))

€q (De Morgan generalizada)

(Vo) (P(f(z)) A (32)—P(2))

€q (distributividad generalizada)

(Ve) P(f(z)) A (z)(32)-P(2)

€Q (orden de los cuantificadores: (Vz)a eq asi z ¢ FV(a))

(Vz) P(f(z)) A (32)-P(2).

{¢, (Vo) (=f(z) =" 2)} £ L

<> (def. de )

(IM:eta)(ME {¥, (Vo)(=f(z) =" z)} y M} L)
& (def. de j£)

(IM reta)(M E (¢, (V2)(=f(z) =" 2)} y vM(L) = 0)

&> (def. de vM)

(M :eta)(M = {y, (Vz)(~f(z) = 2)})
Sea My = ({o,[, A}, {0, 00}, @, F),
donde F(o) =0, F(O) = o, F(A) = o.
Veamos que M; =19 y M, = (Vz)(—f(z) =" z).

M, E (V2)P(f(2)) A (32)~P(2)

& (24.5)

M E (¥0)P(f()) y My | (32)~P(2)

< (2.4.5)

(Va € MM, = P(F(@) y (3b € MM, = ~P()

& (24.5)

(Va € |MuDM, E P(F(@) ¥ (3b € |Mu)M, 1 P(D)

& (def. My) ;

(‘E’a € {o,0,A})F(a) € {o,0} y (§1b € {o,0,A})b ¢ {o,00}
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Verificamos que ambas condiciones se cumplen. Para la primera realizamos un analisis de
casos:

= Sia=0<= F(a) =0 = F(a) € {o,0}
s Sia=o0= F(a)=0= F(a) € {o,00}

» Sia=A = F(a) =0= F(a) € {0,00}

Por lo tanto: (Va € {o,00, A})F(a) € {o,0}

Para la segunda condicién, tomamos b= A como testigo. Se cumple que b ¢ {o,O}.
Luego, M; = 1.

Falta demostrar que M; = (Vz)(—f(z) = z):

SEE TR M, | (Vz)(~f(z) = )
/,:Q o ”‘J\g\\ & (245)
(Va € IMi )My = ~f(a) =" a
& (245)
(Va € IMi| )M, & f(a) =" a
&> (def. de F y vM1)

(Va € [Mi])F(a) # a

Luego, M, | (Vz)(—f(z) = ) si y solo si
(Va € {o,0,A})F(a) # a. '

Verificamos que se cumple realizando un andlisis de casos:

» Sia=o0= F(a)=0= F(a) #a
» Sia=0= F(a)=0= F(a) #a

» Sia=A= F(a)=0= F(a) # a.

Concluimos que M, = (Vz)(—=f(z) = z).

Por lo cual podemos afirmar que M; = ¢ y My = (Vz)(=f(z) = ).
Entonces, ((IM) : e.t.a)(M E {¢, (Vz)(~f(z) =" 7)}).

Por lo tanto, {¥, (Vz)(—f(z) =" z)} I~ L.

c C ()P (0)Q@)
T B b ()
Sea DEDer ) P(F(@)) A (32)~P(2) -
% EV(x1) %% fv(*Z)

ol

V@) Zt
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Examen
BET
O

~  Depo p, "o

(1) f(x) libre para z en —P(z)
(x2) x libre para z en P(f(x))
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Entonces,

((3D) € DER)(H (D) C {y, (V&)=P(z)} y C(D) = (Vz)Q(z))

Por lo tanto,

{¥, (¥2)~P(2)} - (Y2)Q(a).
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Ejercicio 3 (25 puntos)

Construya derivaciones que prueben los siguientes juicios:

a. F(ma—==(8=7) & (@V(BA—))

b. (3z)R(z, z), (Vz)(Vy)(Vz)(R(z,y) A R(z,z) = P(y,2)) F (3z)P(x, x)

Nota: En ningtn caso se aceptan justificaciones semanticas.

Propuesta de solucién
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————————— RAA?
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(V) (Vy) (Vz)(R(z, y) A R(z, 2) = P(y, 2))

V) V2)(Re5) ARz 2) = Pl2) o
(Va)(RE,0) A R 2) > P@.9) g™ (Rl (R
R(z,z) A R(z,z) = P(z,x) R(z,z) A R(z, ) -
_PlEz) [3(s2)
(F) B, ) (3z) P(z, ) E3(x1)

(32)P(z, )

“0) & ¢ FV((E)P(a,2), (v2) (%) (Y2)(Rlx.9) A Bz, 2) > P(y, )
*2) z libre para xen P(z,z)

*3) z libre para z en R(z,z) A R(z,2) — P(z,z)

*4) z libre para y en (Vz)(R(z,y) A R(z,2) = P(y, z))

*5) x libre para = en (Vy)(Vz)(R(z,y) A R(z, z) — P(y,2))
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Ejercicio 4 (25 puntos)

Sea v; una valuacién tal que v;(p;) = 0 para todo ¢ € N.
Considere el conjunto I' de todas las formulas de PROP que son verdaderas en esa valuacion

y A el conjunto de las formulas de I' luego de sustituir toda ocurrencia de py por (p1 A p2). Es

decir:
I'={p € PROP | v1(p) =1} y A = {pl(pr A p2)/po] | p €T}
Se pide: ’ J—
770 PE I

: . /\:/f Depto “
a. Demuestre que I' es consistente maximal. @ Docume
b. Demuestre que A es consistente. \ ’
c. Demuestre que A U {py} es completo. \a.\\ 7
d. Dé ¢ € PROP tal que CONS(A U {¢}) sea consistente maximal. Justifique.

Observacion 1: Puede utilizar el siguiente resultado del curso:
Lema: Sean una valuaciéon v y dos férmulas oy y as tales que v(a;) = v(ay). Entonces,

Para cualquier 8 € PROP y p € P, se cumple v(8[a1/p]) = v(Blaz/p])

Observacion 2: Se recuerda que un conjunto A C PROP es completo si y solo si: A es
consistente y para todo ¢ € PROP se cumple: A - o o A F —p.

Propuesta de soluciéon

a. En el Teorico Correccion y Completitud de la Légica Proposicional se demuestra que si v
es una valuacion se cumple que el conjunto {¢ € PROP | v(p) = 1} es consistente maximal.
Entonces, I' = {¢ € PROP | v;(p) = 1} es consistente maximal.

b. Vamos a ver que para cada ¢ € A,v1(p) = 1, con lo que, por Condicién suficiente de
consistencia (Lema 1.6.4), quedara demostrado que A es consistente.

Por definicién de la valuacion vy, tenemos v1(pg) = 0y v1(p1 Apa) = min{vy (p1), v1(p2)} =
min{0,0} = 0, por lo tanto v1(pg) = v1(p1 A D2).

vi(p1 A p2)
= ( definicién de valuacion)
|

min{vi(p1), v1(p2)}
= ( definicion de v)
min{0,0}

= ( aritmética)

0
= ( definicién de v)

v1(po)
Entonces, por la Observacién 1, para cualquier ¢ € PROP, se cumple
v ([p1 A p2/po] = vi(¥lpo/pol))- (*)
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Por lo tanto, si pa es una férmula genérica de A, y ¢r es la formula de I' de la cual pa
se obtiene por sustitucion, se cumple vy (pa) = v1(pr) = 1.

<

= (definicion de A)
¢rpr A p2/po))

[

1(a)
*)

(
i
(
v1(¢r[po/po))
(

= (definicién de sustitucion )
v1(er)

= (definicién de I")

1

Por lo tanto, como para cada ¢ € A, 1, (cp) =1, A es consistente.

c. Por Caracterizacién semantica de completitud, Ejercicio 17 del practico 5, A U {pg} es
completo si y solo si existe una tinica valuacion v que cumple v(A U {po}) = 1.

Sea una valuacion vy tal que va(pg) = 1 y para i > 1, va(p;) = 0. Sea ¢ una formula
genérica de A. Como, por construcciéon de A, en ¢ no hay ocurrencias de py, la asignacion
de valor a las letras que si ocurren en ¢ es la misma en la valuaciones v; y v,. Entonces,
como el valor de verdad de una férmula depende tnicamente del valor de sus letras de
proposicion (Lema 1.2.3), y por parte b. sabemos que v;(A) = 1, llegamos a vy(yp) = 1.

wEA

=> (construccién de A)

Para cada p; que ocurre en ¢ entonces ¢ > 1

= (definciones de v; y v2)

Para cada p; que ocurre en ¢, v1(p;) = va(p;)

= (Lema 1.2.3) '

u1(p) = v2(yp)

= (parte b.)

va(p) =1
Como, ademas, v2(pg) = 1, se cumple vo(A U {po}) = 1.

Para ver que v, es la tnica valuacién que lo cumple, sea v una valuacién genérica que
cumple v(A U {po}) = 1. Como py € A U {po} se debe cumplir v(py) = 1. Por las
definiciones de v1,I" y A, las formulas {-p; | ¢ > 1} pertenecen a A U {po}, por lo que
necesariamente se debe cumplir v(p;) = 0.
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1>1

= (definicién de v1)

v1(pi) =0

= (definicién de valuacion)
— Ul ("‘lpl) = ]_

=> (definicién de T)

-p; €T

=> (definicién de A)

—pilp1 A p2/po] € A

=> (definicién de sustitucion, e i > 1)

—ipy € A

= (teoria de conjuntos)

—pi € AU {po}

= (v(Au{po}) =1)

v(—p;) =1

=> (definicién de valuacion)

v(p:) =0

Entonces la asignacion de valor de verdad a las letras proposicionales debe cumplir v(py) =
1y, para i > 1,u(p;) = 0. Esta asignacion es la misma que la de vy, y, por Teorema 1.2.2,
esta asignaciéon determinada la valuacion.

Por lo tanto, v; es la tnica valuacion que cumple v2(A U {po}) = 1, por lo que A U {py}
es completo.
d. Elegimos p, como férmula 1.

Por Ejercicio 7 del Practico 5 sabemos que CONS(A U {#}) es consistente maximal si y
solo si AU {¢} es completo. Y por la parte c. sabemos que A U {1} es completo.

¥ = po

= (parte c.)

A U{¢} es completo

< (Ejercicio 7 del Practico 5)

CONS(A U {#}) es consistente maximal.
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