
Examen de Lógica
29 de julio de 2026

Ejercicio 1(25 puntos)

a. Defina PROP' el subconjunto de PROP que solo tiene los conectivos {-+,I, -}.
b. Defina una fuqción F: PROP/ -+ PROP/ tal que dada una fórmula p, F(p) resulta de:

. eliminar todas las ocurrencias del conectivo -,

. y sustituir todo átomo A en g por (A -+ A).

Ejemplo: F,((r -+ (-pr))) : ((I -+ l) + (p, -+ pz))

c. Pruebe por inducción que para cualquier fórmula g e PROP/, I f (e).

Propuesta de solución

a. Definición de PR0P/

i I € PROP/

ii Si p¿ € 2 entonces p¿ € PROP/

iii Si a € PROP/ entonces (-a) e PR0P/

iv Si a € PROP/ y 13 e PR0P/ entonces (a -+ 0) € PROP/

b. -P: PROP/ -+ PROP/

i r(1) : (I -+ I)
ii F(p¿) : (pi -+ pi)
iii F'((-0)) : ¡,(r)
iv F((o -+ 0)): (F(o) -+ F(p))

c. Queremos probar: (Vp e PROP/)(F f @))
Se hará una prueba utilizando el PIP para PR0P', con la propiedad

P(e) :: (F r(e))

Paso Base 1

T) P(r) : (F F'(r))
Derno.

Sea o una valuación arbitraria.

u(r(r))
: (def. F)

u((r -+ r))
: (def. valuación)

mríx{1 - u(I), r(f)}
: (u(I) :0)
1

Como cualquier valuación cumple u(f,(f)) : 1, concluimos que F F(f)

:f Dccurnenlación
,
l-r't

t:L,'
c]

Oepto.

()
Bibliotecav/-

'//t,

I



lnstituto de Computación Examen

Paso Base 2

T) P(p,) , (F F(po))

Demo.
Sea u una valuación arbitraria.

u(F(p¡))
: (def. ,F)

u((p¿ -+ p¡))

- toer. valuaclon,

max{1 - u(p¿),u(pt))
: ("(p¿) € {0,1})
1

Como cualquier valuación cumple u(F(pt)): 1, concluimos que I F(pu)

Paso Inductivo 1

HI) P(p) , (F r(e))
TI) P((-p)) , (F F(-p))
Demo.

F F(-p)
€r (def. ,F')

t r(e)
Como se cumple * f @) por la HI, concluimos que F f, (-p).

Paso Inductivo 2

HI) P(,p) , (F r(e))
P(rl,) , (F r(,i ))

lrI) P((p -+ 4))), (F fl((e -+ ,i )))
Demo.

I e(@ -+ 4,))
{* (def. F)

F (r(e) -+ F(,b))
(* (def. l)
(9u :vat)(u(F(p) + F(T/)) : 1)
(* (aet valuación)

(iu : v at)(máx{l - u(F (p)),u(-F(/))} : t)
€ (def. máx)

(iu vat)(u(F$!\:r)
(* (def. l)
> F('/)

Como se cumplb t F(rD por Ia HI, concluimos que I f (@ -+ 4n

Aplicando el PIP para PR0P/, se concluye que (V9 € PR0P/)(F e@))

Ejercicio 2 (25 puntos)
Considere un lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (1,1;1;0), con sÍmbolos de

predicado P y Q, y símbolo de función /.

Sean:
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Instituto de Computación

. e :: ftr)-(P(/(")) -+ (Vz) P(z))

t d'= (Vr) P(f (r)) n (lz) -P(z)

a. Demuestre que cp es equivalente a r/.
Sugerencia: Utilizar una cadena de equivalencias conocidas.

b. Demuestre que {,/, (Vr)(- f (r):' ,)) * L.
c. Demuestre que {rb,(Vr)-p(")} F (Ve)Q(z).

Propuesta de solución

a. Utilizamos una cadena de equivalencias conocidas

s: (Vr)-(P(f (r)) -+ (Vz) P("))
€Q (equivalencia -+)

(Vr)-(-P(/(r)) v (v z) P (z))
eQ (De Morgan)

(Vr) (--P(/(")) n -(v z) P (z))
eQ (Doble negación)

(vr)(P(f (r)) n -(vz)P(z))
eQ (De Morgan generalizada)

(vr)(P(f (r)) n (lz)-P(z))
eQ (distributividad generalizada)

(vr)P(f (r)) n (vp)(= z)-P(z)
€Q (orden de los cuantificadores: (Vo)o eq o si z S fV@))
(vr)P(f (r)) n (12)-P(z).

{Ú, (Vr)(- f (,) :' n)} * r
(} (def. de p)
(3M : e.t.a.)(M 

= 
{rb, (Vr)(-/(r) :' r)} y M V L)

(* (def. de [)
(1M : e.t.a.)(M 

= 
{rb,(Vr)(-/(r) :' r)} v uel-L-; : 3¡

€ (def. de uM)

(1M : e.t.a.)(M 
= 

{rb, (Vz)(-/(z) :' r)})

Sea Mt: ({o, D, A}, {o, tr}, a, F),

donde P(o) : n, F'(tr) : o, f'(A) : o.

Veamos qre Ml l rb v Mt I §z)(-/(r) -' ,).

Mt ? (Vr)P(f (r)) n (=z)-P(z)
<+ (2.4.5)

Mt I $r)P(f (r)) v M, | (12)-P(z)
e (2.4.s)

(Ya e lMrDM,,F P(/(¿)) y 1=A e lMl)Mt + -P(b)
+) (2.4.5)

(va e lMl)Mt F p(/(a)) y (lb e lMl)Mlv P(b)
(* (def. Mr)
(Va e {o, !, A})r(a) € {o, tr} y (ib e {o, n, L})b # {o, n}
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Instituto de ComPutaciÓn Examen

verificarnos que ambas condiciones se cumplen. Para la primera realizamos un análisis de

CASOS

. Sia:!:+ F(a):o+F(o) €{o,ú}

. Sia-ot F(a):D+F,(a) e {o,tr}

. Sia:A+.F(o) :o+F(a) e {o,n}

Por Io tanto: (Va e {o, E, A})f (a) e {o, tr}

Para Ia segunda condición, tomamos b : A como testigo. Se cumple que b ( {o, tr}

Luego, Mt l rb.

Falta demostrar que Mt I (Vr)(-/(r) :' r):

Mt I (Yr)(-f (r) :' r)
++ (2.4.5)

(Ya e lMl)Mtl -f (a) :' a

e Q.4.5)

(Va e lM,l)M, tr f @) :' a
(* (def. de F y oMrl

(VaelMl)F(a)*a

Luego, M, ? (Vr)(-/(r) :' r) si Y solo si

(Va e {o, E, L))F(a) I a.

Verificamos que se cumple realizando un análisis de casos:

. Si¿-oe F(a):ú+F(a)la

. Sia:E+ F(a):o+F(a)la

. Si a: A =+ F(a) : o + F(a) I a.

Concluimos que M1 F (Vr¡1-¡(r):' ,)-
Por lo cual podemos afirmar qoe M1? rl, v M, ? (Vr)(-/(z) :' r)

Entonces, ((¡M) : e.t.a.)(,Al 
= 

{rb,(Vr)(-/(r) :'r)})'
Por 1o tanto, {T/, (Vr)(- f (*) :' r)} * L.

' {lh,(vr)-P(z)} f (Vr)Q(r)
(* (corrección Y comPletitud)

{t1,, (Y r)-P(") } F (V r)Q @)

Sea D € Der:
(vr)P(f (r)) n (lz)-P(z)

c

(vr):f(q) 
EVtxt)

-P(f (")) \ /

(vr)r(/(r))
EY(*2

EA

)

I
U*¡q14 
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Instituto de Computación

(x1) /(z) libre para r en -P(a)
(*2) r libre para r en P(f (r))

Entonces,

((:r) € DER)(II(D) q {{,(vr)-P(*)} v c(D): (vr)Q@))
Por lo tanto,

{t!, (Y r)-P(r) } l- (V r)Q @)

Examen
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Ejercicio 3 (25 puntos)
Construya derivaciones que prueben los siguientes juicios:

a. F (-¿ -+ -(0 -+ 7)) e (a V (,6 n -r))
b. (lr)e(z, z), (Vr)(Vy)(Vz)(R(r,y) n R(r, z) -+ P(y, z)) t (h)P(r,r)
Nota: En ningún caso se aceptan justificaciones semánticas.

Propuesta de solución

a.

[-e + -(B + 1)]1 l-ol3

- 

E+
-(9 + t)

l-Bln lpl"
f
tEr..:,5 [-a + -(B + r)]1 [-o]3

-(§ + t)
l'vl6E+ 

- 

I+[i+1
E-

-L
p nAAa L
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b
(Vr)(Ve)(Vz)(R(r,a) 

^ 
R(r, z) -+ P(y, z))

(Vy)(Vz)(R(r,a) n R(r, z) -+ P(y, z))
frZ -+P

R(r , r) A R(r, r) -+ P (r, r)

(h)R(r,r)
(1r)P(r, r)

(*1) , f FV((=r)P(r,r), (Vr)(Vs)(Vz)(R(r,s) n R(r, z) -+ P(y, z))

(*2) ,libre para r,en P(r,r)
(*3) , libre para z er R(r,r) n R(r, z) -+ P(r, z)

(*4) * Iibre para y en (Yz)(R(*,a) ¡ R(r, z) -+ P(y, z))

(*5) , libre para r en (Vs)(Vz)(R(r,y) n R(r,z) -+ P(y,z))

EV(*5)
EV(xa)

r, z) [R(r, r)]1 [R(r, r)]1EV(*3) R(r,r) A R(r,r) IA
E-+P(r,r)

F¡pAc I1(*2)
831(x1)
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lnstituto de Computación Examen

Ejercicio 4 (25 puntos)
Sea u1 una valuación tal que u1(p¿) : 0 para todo ti e N.
Considere el conjunto f de todas las fórmulas de PROP que son verdaderas en esa valuación

y A el conjunto de las fórmulas de f luego de sustituir toda ocurrencia de ps por (pr Apz). Es

decir:

t - {p e PRoP lrr@): l} y L: {pl(prAp2)lpol I p e f}
Se pide:

a. Demuestre que I es consistente maximal

b. Demuestre que A es consistente.

c. Demuestre que A u {po} es completo.

d. Dé t/ e pnOp tal que Cot'ts(A U {ri }) sea consistente maximal. Justifique.

Observación 1: Puede utilizar el siguiente resultado del curso:
Lema: Sean una valuación z, y dos fórmulas at y dz tales que u(41) : u(az).Entonces,

Para cualquier p € PR0P y p e P, se cumple u(PlullpD : u(Pla.2lpl)

Observación 2: Se recuerda que un conjunto A g PROP es completo si y solo si: A es

consistente y para todo rp € PR0P se cumple: Ll p o A F -9.

Propuesta de solución

a. En el Teórico Corrección y Completi,tud de la Lógi,ca Proposi,cional se demuestra que si u
es una valuación se cumple que el conjunto {p € PROP l r@): 1} es consistente maximal.

Entonces, f : {p e PROP I ,r@): 1} es consistente maximal.

b. Vamos a ver que para cada g e L,u:.(p) : 1, con Io que, por Condición suficiente de

consistencia (Lema 1.6.4), quedará demostrado que A es consistente.

Por definición de la valuación u1) tenemos u1(p6) : 0 y u{ptApz): mín{ur (pr),rr(pr)} :
mín{O,0} : 0, por Io tanto u{po) : rr(pt Ap2).

ut(pt A pz)
: ( definición de valuación)

mín{u1(p1) , a(p2)}
: ( definición dt' v)

mín{0,0}
: ( aritmética)

0
: ( definición de v)

- u{Po)

Entonces, por la Observación 1, para cualquier P € PR0P, se cumple

ut(ply A p2 I po) : ulplpo I pol)) (*)

q
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Instituto de Computación Examen

Por lo tanto, si rpa es una fórmula genérica de A, y pr es la fórmula de f de ia cual rp¡
se obtiene por sustitución, se cumple ut(pü: ul(pr) : 1.

ulp¿)
: (dcfinición de A)

ur(prbt A p2lpo))

uÁe|rlolpol)
: (dcfinición de sustitución )

uÁpr)
: (definición de f)
1

Por Io tanto, como para cada g € A, u1(p) :1, A es consistente.

c. Por Caracterización semántica de completitud, Ejercicio 17 del práctico 5, A U {po} .t
completo si y solo si existe una única valuación u que cumple u(A U {po}) : t.

Sea una valuación u2 tal que u2(p6) : 1 y para 'i > 7, uz(p¿) : 0. Sea g u1a fórmula
genérica de A. Como, por construcción de A, en g no hay ocurrencias de pe, la asignación
de valor a las letras que sí ocurren en p es la misma en Ia valuaciones ur y uz.Entonces,
como el valor de verdad de una fórmula depende únicamente del valor de sus letras de
proposición (Lema 7.2.3), y por parte b. sabemos eue u1(A) :1, llegamos au2(g):1.

9eL
=:) (construcción de A)

Para cada p¿ eue ocurre en p entonces i ) 1

* (definciones de o1 y o2)

Para cada p¡ gue ocurre en g,u1(p¿) : u2(pi)
=* (Lema 1.2.3)

ut(p) : uz(p)

=* (parte b.)

uz(p) : l
Como, además, uz(po): 1, se cumple u2(A u {po}) : 1.

Para ver eue u2 es la única valuación que lo cumple, sea u una valuación genérica que
cumple u(A U {po}) : 1. Como po € A U {po} se debe cumplir u(po) : 1, Por las
definiciones de o1,f y A, Ias fórmulas {-po I i > 1} pertenecen a A U {po}, po, lo que
necesariamente se debe cumplir u(po) : g.

Dacunení;:tió¡

,:(-1

úl
Deplo f!.1}
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i>7
* (definición de o1)

ut(p¿) : o

* (definición de valuación)

u1(-po) : 1

I (definición de f)

-p¿tL
=) (definicion de A)

-P¿[h AP2lPo] e L
t (definición de sustitución, e i > l)
-p¿ e A,

--, (teorla de coruuntos)

-p¿eAu{po}
=) (u(A u {po}) : t)
u(-pn) :1
- 

(definición de valuación)

u(p¿) : o

Entonces la asignación de valor de verdad a las letras proposicionales debe cumplir u(po) :
1 y, para i, > 7,u(p¿): 0. Esta asignación es Ia misma que ra d,e u2, y, por Teorema 1.2.2,
esta asignación determinada la valuación.

Por lo tanto, u2 es la única valuación que cumple u2(LU {po}) : 1, por lo que A U {po}
es completo.

d. Elegimos po como fórmula r/.

Por Ejercicio 7 del Práctico 5 sabemos que CoNs(A U {ri}) es consistente maximal si y
solo si A u {ri } es completo. Y por Ia parte c. sabemos que a ¿ {rb} es completo.

,!:po
--7 (parte c..)

A U {,ri } es completo
(* (Ejercicio 7 del Práctico S)

Cous(A U {ri }) es consistente maximal.
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