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Examen de Logica
9 de febrero de 2026
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Indicaciones generales

= Apagar los celulares.
» La duracion del examen es de tres (3) horas.
= En esta prueba no se permite consultar material alguno.

= Toda respuesta debe estar fundamentada. Pueden usarse los resultados que aparecen en
el texto del curso, en esos casos debe describirse con precision el enunciado que se utiliza.

» Numerar todas las hojas e incluir en cada una su nombre y cédula de identidad, utilizar las hojas
de un solo lado, escribir con lapiz, iniciar cada ejercicio en hoja nueva y poner en la primera hoja
la cantidad de hojas entregadas.

Ejercicio 1(25 puntos)

a. Definir el conjunto inductivo £ de listas de ntmeros naturales con “|” como separador y
“]” como la lista vacia. Por ejemplo: 1|23|4|[] € L.

b. Definir la funcién:
suma: L — N

que dada una lista de naturales devuelve la suma de ellos.
Por ejemplo: suma(1]23|4][]) = 28.

c. Definir la funcién :
msOrd : Nx L — L

que inserta ordenadamente un nuevo natural en una lista ya ordenada de forma creciente.
Por ejemplo: insOrd(23, 1|4][]) = 1|4/23|]]

d. Dada la funcién
merge : L X L — L

merge([],la) =1a
merge(n|ly,ls) = insOrd(n, merge(ly, (3))

Dado Il € L, probar la siguiente propiedad:

(Vly € £) (suma(merge(ly, 1)) = suma(ly) + suma(ly))
Puede asumir sin demostrar la siguiente propiedad:

(Vn € N)(VI € £)(suma(insOrd(n,1)) = n + suma(l))

-

Propuesta de solucion

a. Definimos el conjutno inductivo £ como:
i) llet
(i) Sine Ny w € L entonces n|jw € L

AT oy 120 "y
2 SN T T
o D5 g,

/1



Instituto de Computacion Examen

b. Definimos la funcién suma como:
suma: L — N

suma([]) =0
suma(n|w) = n + suma(w)

c. Definimos la funcién insertOrd:

insertOrd :Nx L — L

Tt

Ronteriden - Yrugudy

insertOrd(n, []) = n|[] s

n|m|w sin<m

insertOrd(n, m|w) | )
mlinsertOrd(n,w) sin>m

d. Probaremos la afirmacion usando el PIP sobre £, con la propiedad:
P(ly) := suma(mergeOrd(ly,l2)) = suma(ly) + suma(lz)

Paso Base

T)
P([]) : suma(mergeOrd([}, l2)) = suma([]) + suma(lz)

Demo.

suma(mergeOrd([],12))
= (bef. mergeOrd)
suma(lz)

= (Aritmetica)

0 + suma(ly)

= (Def. suma)

suma([]) + suma(ly)

Paso Inductivo

HI)
P(ly) := suma(mergeOrd(ly, l2)) = suma(ly) + suma(lz)
TI)
P(n|ly) := suma(mergeOrd(n|ly, l2)) = suma(n|h) + suma(lz)
Demo.

suma(mergeOrd(n|li,l2))

= (Def. mergeOrd)

suma(insertOrd(n, mergeOrd(ly, l2)))
= (Propiedad)

n 4 suma(mergeOrd(ly, l2))

= (HI)

n + suma(ly) + suma(ly)

= (Def. suma)

suma(n|ly) + suma(lz)

Como nos encontramos bajo las hipotesis del PIP para £, y lo demostrado en el PB y P1
podemos afirmar que: (V) suma(mergeOrd(ly, lz)) = suma(ly) + suma(ls)
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Ejercicio 2 (25 puntos) {

Se define la relacién # entre las formulas de PROP:

p#Y & (Yo : valuacion)(v(p) < v(y))
Para las siguientes afirmaciones indicar si son verdaderas o falsas. Justifique su respuesta.

Vi € PROP)(p#)
¢ € PROP) (V4 € PROP) (Si p#¢ y ¢ es una tautologia entonces ¢ es una contingencia)

)
v )
) € PROP)((Vy € PROP)(p#y)))
3 € PROP)(p#)

Q0o T 9 ®

- (
-
-
- (

Propuesta de solucion

o# & (Yo : valuacion)(v() < v(Y))

a. (Vo € PROP)(p#¢) - VERDADERA

Sea ¢ € PROP

pH#p
< (def. de #)

(Vv : valuacion) (v(p) < v(p))

Esta afirmacion es verdadera por la definicion de valuacion.
b. (Ve € PROP) (Vi € PROP) (Si p#1) y ¢ es una tautologia entonces » es una contingencia)
- FALSA

Para mostrar que la afirmacion es falsa alcanza con encontrar una tautologia ¢ que se
relacione con una férmula de PROP que no sea una contingencia.
Sea p :=—L.
Por definicon de valuacion se cumple que (Vv : valuacion)(v(yp) = 1) por lo tanto ¢ es
una tautologia.
Sea 1 :=—L.
Por la parte anterior se sabe que =1L#—-1 y =L no es una contingencia.
c. (3¢ € PROP)((Vy € PROP)(0#v)) - VERDADERA

Sea ¢ := =1 = (Yo : valuacion)(v(y) = 1)
Sea ¢ € PROP

@ € PROP

< (def. de valuacién)

(Vv : valuacion)(v(p) < 1)

< (def. de 9)

(Yv : valuacion)(v(p) < v(¥))
< (def. de #)

oHY
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d. (3p € PROP)(¢p#—¢) - VERDADERA

Tomamos ¢ := L. Probaremos que @#—¢ mostrando que:

(Vv : valuacion)(v(L) < v(=L1))

Sea v una valuacion arbitraria. Entonces: »
%, Hontevided -Uruguey ¢

o(L) < v(~L)
< (def. valuacion)
v(L) <1-v(l)
<> (def. valuacion)
0<1-0

Lo que se cumple trivialmente por aritmética. Por lo tanto, se cumple que L#—L.

Ejercicio 3 (25 puntos)

Construya derivaciones que prueben los siguientes juicios:

a. F((p—=q) A(or—p) = (g —rT)
b. @1, @2, 3 - (Gw) f(h(w)) =" g(f(w))

iendo:

T o = (Va)fa(@) = g(f(@)
v = (Vy)(Py) = h(y) = 9(y))
s = (F2)P(2)

Nota: En ningtin caso se aceptan justificaciones semanticas.

Propuesta de solucién

[(p—= @) A(=r =) o
[(p=>a)A(r=p)] - - —p [-r]? B
P4 b E— -
q [—q)? fie
— RAA(S() |
I— (2
fle T—(1)
(p—= @ AN(—r—=p)—(~g—T)
b.
(Vy)(P(y) = h(y) = 9(y))
PO = h2) Z 9= DUl e .
h(z) = g(2) (Vo) f(g(x)) =" 9(f(z))
o) =" h() 2 Fe) = sUE)
. FE) = U)o,
(3z)P(2) (Bw) f(h(w)) =" g(f(w)) F3(1) 5
(Bw) f(h(w)) =" g(f(w))
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(1) 2 libre para y en P(y) — h(y) =" g(y)
(*¥2) z libre para = en f(g(z)) = g(
(x3) g(2) y h(z) libres para u en f(
(x4) z libre para w en f(h(w)) =g
(#5) z ¢ FV((3w) f(h(w)) =" g(f(w

z @ FV((va)(P(z) = h(z) =" g

z @ FV((vr) f(g(x)) =" 9(f(2))

- Ejercicio 4 (25 puntos)

Sea el lenguaje de primer orden con tipo de similaridad (1;1;1), con simbolo de predicado
P, simbolo de funcién f y de constante c. Considere las siguientes formulas:

o = (v2)P(f(x))
8 = Plo)

Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando en cada caso:

a. 8 € Th(Mod())
b. Existe una estructura M, tal que M, € Mod(a) N Mod(p).
c. CONS(a) es consistente maximal.

Propuesta de solucion

a. La afirmacion es FALSA. Sea ,
M, = <{°> .}’ {0}7 FO’ .>

donde F,(z) = o, para todo x € {o,e}.

Podemos probar que M, F a:

M, F «

< (Def. a)

Mq E (Yz)P(f(2))

<~ (2.4.5)

(Va € {o,0})M, F P(f(a))
< (Def. F)

(Ya € {o,o})f(@)* € {o}
< (Interpretacién de términos en My)
(Va € {o, 8})Fs(a"") € {o}
< (Interpretacién de términos en M,)
(Va € {o,0})Fu(a) € {o}

< (Def. Fy)

(Va € {o,e})o € {o}

(lo que se cumple trivialmente)
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Por otra parte, probamos que M, ¥ 3:

M, ¥ 3

<~ (Def. B)

M, ¥ P(c)

< (Def. E)

Mo ¢ (o}

& (Interpretacién de términos en M)
o ¢ {o}

(lo que se cumple trivialmente)

Entonces, encontramos M, que modela a, pero no 3. Por lo tanto:

b. La afirmacion es VERDADERA. Tomamos

Podemos probar que M, F a:

(IM, eta)(M, E ay M, ¥ B)
= (Def. &)

a ¥ f

= (Contrarreciproco de correccién)
ak¥ g

= (Def. Cons)

B ¢ CoNs(a)

= (Th(Mod(I")) = Cons(T"))

B ¢ Th(Mod())

My, = <{<.3, o}, {o}, Fy,0)

Mb Ea

< (Def. a)

My & (V) P(f(z))

<=_> (2.4.5)

(Va € {0, o}) My F P(f(a))
<—‘—;> (Def. E e interpretacion)

(Va € {0, 8})Fo(a) € {o}
4? (Def. Fs)

(Va € {o, 8})o € {0}

(lo que se cumple trivialmente)

Por otra parte, probamos que M, E 3:

-

M, E 8

& (Def. B)

Mb E P(C)

< (Def. F e interpretacion)
o € {o}

(lo que se cumple trivialmente)

Como M, € Mod(a) y My € Mod(3), M, también pertenece a la interseccion:

M, € Mod (o) N Mod(/5)

y por lo tanto, la afirmacion es verdadera.

¢. La afirmaciéon es FALSA.

Por la parte a sabemos que 3 ¢ CONS(a).
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Pero por la parte b, sabemos que CoNs(a)U {8} es consistente, ya que M, modela tanto
a a (y a sus consecuencias) como a f3.

Pero entonces, por definicion CONS(a) no puede ser consistente maximal, ya que encon-
tramos una formula que no estaba en el conjunto, pero que al agregarla sigue siendo
consistente.
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