Matematica Discreta y Logica 1 Material teérico

Semantica de la Idgica proposicional

Introduccioén

Hemos visto la forma de construir frases en PROP , que por ahora carecen de significado. Necesitamos ahora una
forma de asignar significado a las proposiciones, y lo haremos asignando a cada proposicién un valor de verdad que
podra ser:

« 0 = Falso
| =Verdadero

Para asignar un valor de verdad a cada proposicién, asignaremos un valor de verdad a las férmulas atémicas y luego
recursivamente calcularemos el valor de las proposiciones mas complejas a partir de ecuaciones recursivas que den
significado a los conectivos.

Para las féormulas atémicas valdra lo siguiente:

e | es Falso

e Las variables proposicionales (p0 s P> Pa ,) pueden tomar cualquier valor de verdad

En un contexto dado, las proposiciones simples seran verdaderas o falsas, por ejemplo “4 es par”. Como veremos mas
adelante, el hecho de no conocer el valor de verdad de las variables proposicionales no sera un impedimento para lograr
resultados.

Valuaciones

Diremos que una funcién v : PROP — {0,1} es una valuacion si satisface:
o v(l)=0

v((a A B)) = min{v(a),v(B)}

e v((av B)=max{v(a),v(B)}

o v((a— B)=max{l-v(a),v(B)}

- V((a H,B))=1 siy sélo si v(a):v(ﬁ)

« v((Ea)=1-v(a)

El valor de verdad de los dtomos determina el valor de verdad de una férmula compleja. Se puede demostrar que dada
una valuacien w: P — {0,1}, existe una tnica valuacion v : PROP — {0,1} tal que V(p;) =w(p,) para

todo p, € P.

Tautologia y consecuencia logica

Diremos que & € PROP es una tautologia si y sélo si para cualquier valuacion v se cumple que V(&) =1.

Dados I' < PROP y a¢€ PROP , diremos que & es consecuencia l6gica de I siy sélo si, se cumple que, si
paratodo Y€ ', v(¥) =1, entonces V(&) =1.

Como notacién, utilizaremos el simbolo E

r }: O selee como “@ es consecuencia logica de I ”(note que I' esun conjunto de proposiciones légicas)

E & significara %] E &, yenestecaso & es unatautologia
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Ejemplos

e a,franp

Demostracion: Sea V una valuacion, si V(@) =1,v() =1 tenemos que V(& A ) = min{1,1}= 1
e atavp
Demostracion: Sea V' una valuacion, si V(&) =1 tenemos que V(& Vv ,3) = max{l,v(,b’)}: 1

e Fav—
Demostracion: Sea V una valuacion V(&X' vV @) = max{v(a),v(—la)}
= max{v(a),l - v(a)}=1

Equivalencia

Diremos que dos proposiciones son equivalentes, y notaremos & €q ﬂ cuando }: (06 rd ﬂ)

Nota: Observar que €q es una relacion de equivalencia en PROP X PROP .

La equivalencia es muy Util en el proceso de razonamiento, ya que permite realizar sustituciones sin que cambie el valor
de verdad de las proposiciones:

Si & eq ﬁ,entonces (p[a/pi]eq (D[ﬂ/pi]

Algunas tautologias interesantes se expresan en forma de leyes algebraicas:

F(@nB)Ad o an(fA0)
Favp)yvoeav(Bvo)

Asociatividadde Ay V {

B Fanp) < (Bra)

Conmutatividad de A y V { E (05\/,3) PARN (,Bva)

.. {Hmﬂ)vémav&wm

Distributividad de A y V E (a V. ﬂ) ANO & (a A 5) \ (ﬁ/\ 5)
E —|(C¥/\ﬁ) > (—wxv-ﬁ)

Leyes de De Morgan { E=(av B) < (nan—p)

| { ara)oa

Idempotenciade A y V L(ava)oa

Doble negacion F—a oo
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