Matematica Discreta y Logica 1 Material teérico

Relaciones

Relaciones de orden y diagramas de Hasse

Ya hemos definido una relaciéon de orden (parcial) como aquella relaciéon que es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Sea la
relacion R ={(1,1),(1,2), (1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3),(4,4)} binaria sobre el conjunto A =1{1,2,3,4}.

Podriamos representar el digrafo de la relaciéon como sigue:

Si sabemos que una relacién es un orden parcial podemos eliminar los bucles de su digrafo (sabemos que la relacion es
reflexiva). Como también sabemos que la relacion es transitiva, podemos eliminar todas las aristas de la forma (x, Z)
cuando existen aristas (X, y) e (y, Z). Sise adopta el convenio de leer el diagrama de abajo hacia arriba, no es
necesario dirigir las aristas.

Un diagrama construido de esta forma se denomina Diagrama de Hasse. El diagrama de Hasse de R quedaria como
sigue:

1

Una forma procedural (un algoritmo) para construir el diagrama de Hasse de una relaciéon que es un orden parcial podria
ser el siguiente:

» Para cada elemento (x, y) de la relacion R, dibujar una arista hacia arriba de X hacia Yy, s6lo si no

existen en R elementos de laforma (x,m) y (m,y) .

Es evidente a estas alturas que una relacién binaria en un conjunto puede definir un orden sobre los elementos del
conjunto. Formalizaremos esta idea definiendo el concepto de conjunto parcialmente ordenado.

Diremos que (A, R) es un conjunto parcialmente ordenado, cuando R es un orden parcial sobre A .

Ejercicio

Considere A = {1,2,3} y la relacion < en el conjunto potencia de A : P(A) . Verifique que la relacién es un orden

parcial y dibuje el diagrama de Hasse de la misma.
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Orden parcial y orden total

Notard el lector que de alguna forma un orden parcial permite determinar que algunos elementos son “mayores” o
“menores” que otros. En el caso del ejercicio anterior, el conjunto {1,2} es “mayor” que el conjunto {1} Pero, ¢qué se

puede decir de los conjuntos {1,2} y {1,3}? Por este motivo venimos hablando de érdenes parciales, pues dados dos

elementos cualesquiera no siempre se podra decir que uno es “mayor” al otro en la relacion. Cuando esto sucede,
tenemos un orden total entre los elementos del conjunto.

R esunordentotal sobre A si R es un orden parcial sobre A y VX, ye A, ((x, y) €Rv (y, x)e R)

Si R es un orden total sobre A diremos que (A, R) es un conjunto totalmente ordenado.
. . _ _ - _ y
Consideremos los conjuntos A= {1,2,4,8} y B= {2,3,5,6,7,12,35} y la relacién R = (x, y) |~ Z
X

Si dibujamos los diagramas de Hasse resulta evidente que la relacién R define un orden total sobre A , pero sélo un
orden parcial sobre B.

8

4 12

2 /k 35

1 2 3 5/\ 7
R es un orden total sobre A R es un orden parcial sobre B

Pagina 2 de 4



Matematica Discreta y Logica 1 Material teérico

Elementos maximales y minimales, maximos y minimos, cotas, supremos e infimos

Si (A, R) es un conjunto parcialmente ordenado, decimos que:
e x€ Aesmaximalde A si Vae A,a#x— (x,a)¢ R
o yE A esminimalde A si Vbe A,b#y—(b,y)& R

e X€ A esmaximode A si Vae A,(a,x)e R
e Y€ A esminimode A si Vbe A,(y,b)e R

Si (A, R) es un conjunto parcialmente ordenadoy B < A, decimos que:
. X€E A es cotasuperiorde B si Vbe B, (b, x) €R
o y€ A escotainferiorde B si Vbe B,(y,b)e R

e X€E A essupremode B si X es cotasuperiorde B y Vx' cota superiorde B, (x,x')€ R
o y&€ A esinfimode B si y escotainferiorde B y VY' cotainferiorde B, (y',y)€ R

Teorema:

Si (A, R) es parcialmente ordenadoy A es finito, entonces A tiene un elemento maximal y uno minimal.

Para probar la existencia del elemento maximal, consideremos A= {al,az,...,an}, con cada elemento de A
pueden suceder dos cosas:

obien —da, € A,a, #a, |(a,,a,) € R — a, es maximal
obien da, € A,a, #a,1(a,,a,)€ R ,yentonces para a, se tiene

. o0 bien —13613 (S A,a3 #a,,a, #a, I(az,a3)e R— a, es maximal
o bien 3613 € A,a3 *a,,d; 4, I(az,a3)e R, y entonces para a, setiene

obien —da,, € A,a,,, #a,,...a,,, #a,1(a,,a, )€ R— a, esmaximal

n+l

#4a,,...04,, %Faq ... Absurdo!

n+l

a
o bien E|Canrl € A,a

n+l

Se tiene entonces que o bien @, es maximal, o bien @, es maximal,... o bien @, es maximal.
Se puede demostrar la existencia del elemento minimal de forma anéaloga.

Teorema:

Si (A, R) parcialmente ordenado tiene un maximo es tnico.

Se puede demostrar la unicidad suponiendo la existencia de dos maximos /1, y M,. Como M, es maximo

(m,,m;)€ R ycomo m, es maximo (m,,m,)€ R .Aiser R antisimétrica, m, =m,.

Reticulo

Diremos que (A, R) es un reticulo cuando Vx, y € A, (sup{x, yvle Aninf{x, y}e A)
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Composicion de relaciones

Como ya hemos dicho las relaciones son conjuntos, y por lo tanto estan definidas para las relaciones las operaciones
binarias de unién, interseccién, diferencia y diferencia simétrica sobre conjuntos. Vimos también dos operaciones unarias
sobre relaciones llamadas inversa y complementaria.

Definiremos para las relaciones una operacién mas, llamada composicién de relaciones.

Sean R, € AXB y R, € BXC, definimos la composicién de R, y R, como:
R oR, ={(x,z)e AxCl3ye B:(x,y)e R, A(y,2)€ R,}

R, R,

R,° R,

Una forma de representaciéon que sera particularmente Util para la composicion de relaciones es la matricial. El producto
de las matrices de relacion para Rl y R2 , en ese orden, es igual a la matriz de la relacién compuesta Rl o R2 :

M(R).M(R,)=M (R, °R,)

Note el lector que siempre esta definido el producto de matrices ya que la dimensién de M (Rl) es |A| X|B| mientras

que la dimensiénde M (R,) es |B|><|C|.

Ejercicio

Una empresa tiene tres sistemas de bases de datos: Oracle, SQL Server y DB2, y para administrarlos cuenta con 5
administradores de base de datos (DBAs): Alberto (que administra Oracle y DB2), Bernardo (que s6lo administra SQL
Server), Carlos (que administra Oracle y SQL Server), Diego (que administra SQL Server y DB2) y Esteban (que sélo
administra DB2).

Por motivos de presupuesto la empresa tiene contratados los servicios de cada DBA por 2 dias a la semana (no
sabemos si esto guarda relacién con el mitico manual de Oracle: “2 Day DBA”). Si los lunes trabajan Alberto y Bernardo,
los martes trabajan Carlos y Esteban, los miércoles trabajan Carlos y Diego, los jueves trabajan Alberto y Diego, y los
viernes trabajan Bernardo y Esteban, ¢ hay algin dia de la semana en el que falte DBA para alguno de los sistemas?
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