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Consideremos el conjunto de los enteros
positivos Z*

Principio del buen orden:

Cualquier subconjunto no vacio de Z* contiene
un elemento minimo.

Y diremos que el conjunto Z* es bien ordenado.




Sea $(n) una proposicion en la que aparece una o mas
veces la variable n, que representa un entero positivo.

Si se cumple que:
S(1) verdadera,y
S(k) verdadera —S(k +1) verdadera

Entonces S(n) es verdadera para todo neZ*.




Una sucesion de numeros reales es una funcion cuyo dominio es

el conjunto de los nimeros naturales N y cuyo recorrido esta

contenido en el conjunto de los nUumeros reales R .

f: N>R tal que f(n) = n® — 3;en forma abreviada f,, = n* — 3 o

también a,, = n* — 3.

Notacion:
(a,) es la sucesion ,indica la funcion a: N—R
a, es el término general, es un numero Real

{a } es el recorrido de la sucesion.




1) Explicita: se da una formula para el termino general,
como se vio en los ejemplos anteriores.

2) Dando una Lista o una propiedad.

3) Recurrencia: se da el primer término y un método
general que permita calcular los demas a partir del anterior
O anteriores, Como veremos a continuacion.




Algunas veces es dificil definir objetos explicitamente, sin
embargo, puede resultar sencillo definirlos en términos de
ellos mismos. Este proceso se llama recursion.

Podemos utilizar la recursion para definir sucesiones, funciones
y conjuntos.

Cuando definimos sucesiones recursivamente, especificamos
como encontrar los terminos a partir de términos anteriores.
Cuando definimos conjuntos recursivamente, especificamos
algunos elementos iniciales en wun paso base vy
proporcionamos, en el paso recursivo, una regla para
construir nuevos elementos a partir de los que ya tenemos.




Ejemplos:

)

ag = 3 : e .
{an+1 — 24, +1 Los primeros términos son: 3,7,15,31...

2) Un ejemplo de definicion recursiva con mas de un caso base
son los numeros de Fibonacci:

(E0) = 0
SEL =11 ne N =2
ginl=Fn =1+ il - 7)

3) Definicion recursiva de la funcion Factorial F(n) = n! de la
siguiente forma:

0l=1
{n! =n.(n—1)!




Una de orden k con
coeficientes constantes es una relacion

donde c¢,,C,_1,'",Ch_ SON constantes # 0 y b,, es
una sucesion conocida.

Diremos que es si b, = 0.




Sea (a,): a, = 3a,_1, esta expresion no define una Unica
progresion geometrica, debemos dar las condiciones iniciales.
Sea entonces (a,,):a, = 3a,_.;conn=>1yay; =5

Esta ecuacion de recurrencia a,, = 3a,_4 depende del elemento

inmediato anterior, por eso decimos que es de primer orden.
g =5

=34, — 35

8 =3a; =3:-3:5=3°5

a8 =~ Ja =3 55 5

a, = 3" -5 esta es la solucidon de la ecuacion de recurrencia.




De forma general, la solucion de la relacion de recurrencia:

{ao —
ai=leign |

esta dada por a, = C.k",n > 0.

Una forma alternativa de escribir a,, = k.a,,_1 es
an R k- an_l — O-
Cuando estas diferencias (las relaciones de recurrencia

tambien suelen llamarse ecuaciones en diferencias) dan
siempre cero, la relacion se llama homogénea.




* chan tCp_qn_1 + a2 =0 ,n =2 (homogenea)

* Se busca una solucion de la forma — AN

* Sustituyendo en ¢c,a, + ¢,_1a5_1 + Ch_2ap_> =0
s o Apl oo it L e )

* Factorizando se obtiene

s A eyt T e ] =0

e ¢+ cp 47+ cp_y =0 (pues Ar = 0)

e ¢ 7%+ 17+ cy_p = 0 se llama




Resolvemos y segun las raices del polinomio caracteristico, las

soluciones de las ecuaciones de recurrencia pueden ser de dos
tipos:
- dos raices distintas: r, y r, (reales), entonces la solucion
es Ay, =o-r;"+p-r,"
T s h
- una raiz doble Ap =0 17 +B-n-7

Usando las condiciones iniciales, determinamos o y 3.




1) Resolver: { a"_+ an_l__ e e

ap,=1a, =2
El polinomio caracteristico x* + x — 6 = 0 tiene dos raices
reales y distintas que son 2 y -3, entonces la solucion general
es g, —al +5(=3)
Para determinar a y  con las condiciones iniciales

ag = 1,a; = 2 y obtenemos un sistema de ecuaciones

{ a+pf =1
2t —3p =)
de la ecuacion de recurrencia es a,, = 2™

cuya solucionesa =1, f =0 = la solucion




Caly € 4 0n T 6 50y >+ F o 3l . — DNk
Con (by) = f(n) # 0 (1)

Se le llama ecuacion de recurrencia no homogénea y se le asocia

una ecuacion homogenea:
Cnlp tCh—1 An-1+ Cp20n2 + "+ Cpganx = 0

Cualquier solucion de la ecuacion (I), se puede escribir

de la forma , donde p, es una solucion
particular de (I) y /7,, es la solucion de la ecuacion
homogenea asociada.




Ejemplos de como hallar una solucion particular en
diferentes casos:

Ya se vio en la parte anterior como hallar la solucion de la

ecuacion de recurrencia homogenea.

Para obtener una solucion particular no hay un metodo general.

Veamos el siguiente ejemplo:

a, + 2a,,_4 = 3.En este caso b,, = 3. Se puede
“sospechar” que una solucion particular de esta ecuacion puede
ser de la forma p,, = A (siendo A una constante). Si sustituimos
en la ecuacion se obtiene: A + 2A=3 = A = 1. Por lo tanto

pn = 1 es una solucion particular.




|) Si b, es un multiplo constante de una de las formas de la
primera columna de la tabla siguiente y no es solucion de la
ecuacion homogeénea asociada, entonces la solucion

particular p, tiene la forma que se muestra en la segunda
columna.

b, Pn
K A
n An + B
n? An®* +Bn+C
el Ar™
n%rh r"(An? + Bn+ C)




2) Cuando b,, es una suma de multiplos constantes de términos
como los de la primer columna (y ninguno de estos es solucion de
la ecuacion homogénea asociada), entonces la solucion particular
se forma como la suma de los terminos correspondientes en la

segunda columna.

3) Si b,, (o algun término de b,, ) es un multiplo constante de una
solucion de la ecuacion homogénea asociada, multiplicamos la
solucion particular correspondiente a ese sumando por la minima
potencia de n, nt para la que ningun sumando de la nueva
expresion sea una solucion de la ecuacion homogeénea asociada (Si
pn Se “solapa’” con h,, , multiplicamos p,, por la menor potencia

de n que evite dicho “solapamiento”).




