Carrera de Tecnélogo en Informatica

Matematica Discreta y Légica 1
Solucion del segundo Parcial — Turno nocturno
01/11/2007

Ejercicio 0 (1 punto)

Numere las hojas que entregue, incluya nombre y nimero de cédula en cada hoja, y registre en la primer hoja el total de
hojas entregadas.

Ejercicio 1 (12 puntos)

sea £ =10,1,2,3,4,5,6,7,8,9} un alfabeto:

a) Defina inductivamente el lenguaje LP de los nimeros pares sobre el alfabeto X
b) Defina una funcion next : LP —> Z* que para cada palabra de LP devuelva la palabra que representa
el proximo niimero natural. Por ejemplo: next(124) =125
°) Justifique la posibilidad (y en el caso de ser posible la facilidad) de definir una funciéon prev : LP - Z*
que devuelva la palabra que representa el anterior nimero natural.
d) Enuncie el principio de induccién primitiva para LP
a) Sea LP el lenguaje definido inductivamente por:
i. 0OelL,
i. 2elL,
i. 4eL,
v. 6elL,
v. 8€el,
vi. Sia@€ L, entonces x&€ L, con x€ X
b) Sea la relacion next : LP - Z* definida recursivamente como sigue:
i. next(0):=1
i. next(2)=3
i. next(4):=>5
v. next(6):=17
v. next(8):=9
vii next(xa) = x.next(a)
Sabemos que 11ext es funcion ya que la recursion es primitiva en LP
c)

No es posible definir la funcion prev , ya que el anterior de Onose puede representar con los simbolos
del alfabeto.
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d)

Sea P una propiedad sobre L, .

Sise cumplen P(0), P(2), P(4), P(6), P(8) y que se cumpla P(&) implica que se cumple
P(th) paratodo & € LP y Xe Y ; entonces podemos afirmar que se cumple P(a) para todo
ae L,

Ejercicio 2 (8 puntos)

Sea X

= {a,b, C} un alfabeto y una funcién misterio : Y —-Y , definida recursivamente por las ecuaciones:

misterio(€) =€

misterio(xa) = misterio(@)x con X€ X

) calcule misterio(bca) y misterio(abcb) justificando las ecuaciones que utiliza en cada paso

b) Defina inductivamente Z* de forma que la recursion de misterio sea primitiva.

¢)  Conceptualmente, ;que implementa la funcién misterio ?

) misterio(bca) =i, misterio(ca)b =, misterio(a)bc =, misterio(€)abc =, abc
misterio(abcb) = ;) misterio(bcb)a = ;) misterio(cb)ba =, misterio(b)cba =,
misterio(€)bcba =, bcba

b N .

) sea X" definido inductivamente por:
i ceX’
i. Siade Z*,entonces X e Z* con XE X
© La funcién misterio implementa un reverse, invierte las palabras de Z*
Ejercicio 3 (6 puntos)

Demuestre las siguientes consecuencias logicas

a)

b)

YE(@->¥)Ap)v—g
}= ((po /\p1) _>_'(P2 Vpg))\/(_'(Pz VP3) _>(po /\Pl))

Se demostrara una de las consecuencias légicas mediante la definicién de valuacion y otra mediante tablas de verdad.

a)

Debemos probar que para valuacién V', cuando V(i) =1 entonces V(¢ = W) A @)V @) =1.
Sea V una valuacion tal que v(w) =1.

V(9 > W) A @) v =9) =max{r((¢ — ¥) A @), v(—p)}

= max{min{v(¢ — ¥),v(@) }1 - ()} = max{min{max{l - v(@), v} v(@) L1 - v(p)}
= max{min{max{l —v(¢),1}, (@) }1 - v(¢)} = max{min{l, (@) L1 - v(@)}
=max{v(¢),1-v(p)}=1
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® sea p=(p,Ap)y¥==(p,Vp,).

La proposiciéon que debemos probar que es tautologia se reduce a: (¢ - l//) \'2 (lﬂ — ¢)

PV (oY) W—0) | (9->Y)Vy —0)
010 1 1 1
01 1 0 1
110 0 1 1
111 1 1 1
Ejercicio 4 (9 puntos)

Construya derivaciones para las siguientes consecuencias sintacticas:

A @y > (@p—oyvo)
° pyv ok (pyAP) (P VP

) (peAP) = (P VP
a)
(2) (1)
(94 )
v (V)
wvVo
P (1 =)D
9>y @oyvo 2@
b)
(D
(povpl) (pn pl)
(IN)
(Po vV PIA(PyA D)
(A p) (EN)
pO pl (E/\)
P gy
(poV P)) (I =)(1)
(poAp)—(pyV py)
’ 0
(pﬂ/(f?l) (EA)
Po
— (I
(pov p)) ()

(PoAP)—>(pyVp)) (=)D
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Ejercicio 5 (6 puntos)

Dé dos secuencias de formacion distintas para cada una de las palabras de PROP :

)

Q

((py A p)) = (—py))
) (L py) A(L— (=py)))

o

3 1. Do P>-(TP0)s (P A P ((Py A py) = (—1py))
2. po’pp(po /\pl)’(_‘po)a((po /\p1)%(_'po))
O Ly () (L py). (L= (mp). (L= py) A (L= (=)
2. ps,L,py, (=), (L= py), (L= (=py)), (L= py) A (L= (=p,)))
Ejercicio 6 (6 puntos)
a)

Sean @, € PROP , demuestre que las proposiciones (¢ V I¥/) y =(—@ A1) son
equivalentes

5 Calcule ((=py) Vv (p, ))[(pl - p)/ Po] y analice si la proposicién que se obtiene es una
tautologia
3)  |mplica demostrar que (@ V W) <> —(—1@ A=) es tautologia.
OW oYW (@V) (@AY (@AY (VYY) & (@ AY)
010] 1 1 0 1 0 1
0O[1]11]0 1 0 1 1
1101 0 | 1 1 0 1 1
1{1/01] 0 1 0 1 1
De la tabla de verdad se desprende lo que queriamos probar.
b)

(=po)v (P, = o)/ Py ]

=(2)l(p = P! Polv o)l = po)! po]
==(pol(p, = Po)/ P v =p (P, = o)/ Po)
==(p, = py) VP,

La proposicién no es una tautologia, ya que para una valuacién V en la cual v(po) =1 y v(pl) =1:

v(=(p, = py)Vp))

= max{v(ﬂ(pl — Do), v(—p, )}
=max{l—v(p, = p,).l-v(p,)}

= max{l - max{l - v(p,),v(p,) 1 -1}
= max{l — max{l - 1,1},0}

= max{l - max{O,l},O}

= max{l - 1,0}= max{0,0}=0
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Ejercicio 7 (12 puntos)

Sea X =

d)

{a,b, C} un alfabeto:

Defina inductivamente el lenguaje L, < Y de las palabras de ¥ que comienzan con bac .
Defina una funcién length: L, — N que calcule el largo de una palabrade L,

Enuncie el principio de induccién primitiva para L1 , y utilizandolo, demuestre que para toda palabra
o€ L, secumple que length(a) >?2

Defina inductivamente el conjunto Z* XZ*

Defina una funcién concat : Z* X Z* o Z* que concatene palabras de Z* .
Por ejemplo concat(abb,cba) = abbcba

Sea L1 c Z* el lenguaje definido inductivamente por:
i. bace L,
i. Siae L, entonces .xE L, con xe X

Sea larelacion length: L, — N definida recursivamente por:
i. length(bac):=3
i. length(a.x)=Ilength(a)+1

Sabemos que length es funcién ya que la recursion es primitivaen L,

Principio de induccién primitiva para L1 :
Sea P una propiedad sobre los elementos de Ll .
Sise cumple P(bac) y que se cumpla P(¢t) implica que se cumple P(&.x) ; entonces
podemos afirmar que se cumple P(a) paratodo X € L1

Siendo P() lapropiedad length(c) > 2 tenemos:

length(bac) =) 3y 3> 2 porlo cual se cumple P(bac).
si length(@) > 2, entonces length(a.x) =, length(a)+1>2+1y 2+1>2,

por lo que se verifica que el hecho de que se cumpla P(a) implica que se cumple P(Ot.x)

De lo anterior, se cumple P(Q) paratodo & € L, o dicho de otra manera, paratodo & € L, se
cumple que length(a) > 2

Seael conjunto ¥ X Y. definido inductivamente por:
i (£,6)e X xX
i. si(g,p)e Y XX entonces (&, y.p)e Y'XY con ye X
i. Si(a,)eX XX entonces (x.0%, )€ X XX con xe X
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e - * * * - .
) Sea larelacion concat 1Y XX — X definida recursivamente por:

i. concat(€,€)=¢€
i. concat(g,y.p)=y.concat(g, )
i. concat(x.a, ) = x.concat(a, )

* *
Sabemos que CONCAt es funcién ya que la recursion es primitivaen X X X
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