Matematica Discreta y Logica 1 Material teérico

Relaciones

Relaciones de equivalencia y particiones

Ya hemos definido una relacién de equivalencia como aquella relacién que es reflexiva, simétrica y transitiva. Vamos a
demostrar, en forma de teorema, algunas propiedades interesantes de las relaciones de equivalencia.

Si R es una relacion de equivalencia en A y a,b € A, entonces:

1.

3.

aca]
(a,b)e R <> [a]=1b]
[al#[b] = [alN[b] =D

Demostracion:

Como R es de equivalencia R es reflexiva, por lo que (a,a)€ R, luego a € {xe Al(x,a)e R} y

resulta que este conjunto es la definicion de [a] .

Para probar el si y sélo si probaremos la doble implicancia.
Sea X un elemento cualquiera de A tal que X€ [a] Por la definicién de clase de equivalencia tenemos

que (x,a)€ R . Como ademas R es de equivalencia y por tanto transitiva, la hipétesis (a,b) € R nos
conduce aque (X,b)€ R . Esto dltimo implica que X € [b], y como X es un elemento cualquiera de A ,
tenemos que VX € A,x€ [a] = x€[b], y esto es exactamente la definicion de [a] < [b] . Notando
que al ser R de equivalencia R es simétrica, y se tiene entonces que tanto (a,b) como (b, a) estan en
R, se puede llegar con idéntico argumento a que [b] C [a], para concluir que [a] =[D] .

Para probar el reciproco comenzaremos observando que [a@]=[b] implica que [a] Z [P], es decir que
Vxe A,xe [a] = x & [b]. Dicho de otro modo, tenemos que Vx€ A,(x,a)e R — (x,b)e R.

Ahora bien, al ser R de equivalencia, y por lo tanto simétrica, también se tiene se tiene que
Vxe A, (x,a) €ER— (a,x) € R . Por otro lado, al ser R de equivalencia y por lo tanto transitiva,

tenemos que (a,b)€ R.

Para probar este enunciado procederemos a realizar una reduccién al absurdo (supondremos que no se
cumple la tesis y llegaremos a un absurdo, con lo cual la tesis debe ser cierta). Si no es cierto que

[a]lN[b]=D, entonces debe haber un elemento en la interseccion. Sea x| x € [a]M[b]. Como

x € [a] tenemos que (x,a)€ R ycomo x & [b] tenemos que (x,b)€ R.Como R de equivalencia
R es simétrica, y se tiene que (a,X) € R . Como ademas al ser R de equivalencia es transitiva tenemos
que (a,b) €R y por el teorema 2 [a] = [b] . Pero por hipétesis sabemos que [a] E= [b] con lo cual

llegamos a un absurdo. Como el absurdo se deriva de la suposicion de la falsedad de [a]N[b]=D, se
tiene que la tesis debe ser cierta.

Para continuar, necesitaremos introducir el concepto de particiéon de un conjunto no vacio.

Particién

Dado un conjunto A#D , llamaremos particién de A a una coleccion de subconjuntos no
vacios de A que verifican:

. Ja =4

2. Los subconjuntos A, son disjuntos dos a dos: A; M A/. = paratodo [ # |
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Es bastante intuitiva la idea de particion de un conjunto, y coincide con la idea de partir un conjunto en subconjuntos
disjuntos.

A A

A
A,

Sea A el conjunto de los digitos decimales, diga si las siguientes son particiones de A.

1. {{0,1,2,3,4,5},{5.6,7.8.9}}
2. {(2.4.6,8}.{13.5.7.9}}
3 {0.4.8},{1,59},(2,6}1.(3,7}}
Recordara el lector que cuando hablamos de las relaciones de equivalencia dijimos que las mismas generan una

particion especial del conjunto sobre el que se define la relacion, y las llamamos clases de equivalencia. En efecto, las
clases de equivalencia son una particién del conjunto sobre el que se define la relacién.

Para demostrar que las clases de equivalencia forman una particién no hay méas que advertir, por un lado, que el teorema
3 que acabamos de demostrar indica que cualesquiera dos clases de equivalencia distintas son disjuntas; y por otro lado
que el teorema 1 nos permite afirmar que todo elemento del conjunto esté en una clase de equivalencia y, por lo tanto, en
la unién de todas las clases de equivalencia.

Conjunto cociente Al conjunto de todas las clases de equivalencia definidas por R sobre A , lo llamaremos

conjunto cociente y lo representaremos como A/R.
Ejemplo:

Considere el conjunto de los niimeros racionales :{a/b lae Z,be Z*} y la relacion R definida de la
siguiente forma (a/b,c/d) € R < ad = bc . La relacion contiene las parejas de fracciones equivalentes, y divide

a Q en clases de equivalencia de fracciones equivalentes. El conjunto cociente Q/R contiene las clases de
equivalencia, por lo que no aparecen (clases de equivalencia de) fracciones equivalentes en él.
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