Matematica Discreta y Logica 1 Material teérico

Funciones y Operaciones

Operaciones unarias y binarias

o Dados dos conjuntos no vacios A y B, cualquier funcion f : AX A — B es una operacion binaria en
A .Si BC A, sedice que la operacion binaria es cerradaen A .

e Unafuncién g : A — A esunaoperacion unariaen A .

Conmutatividad y asociatividad de operaciones
Sea f : AXA — B unaoperacion binariaen A .

o Diremos que f esconmutativasi V(a,b)e AX A, f(a,b)= f(b,a)

e SiBC A | diremos que f es asociativa si ‘v’a,b,c € A, f(f(a,b),c) = f(a, f(b,C))
Neutro

Sea f: AXA — B unaoperacién binariaen A .
Unelemento X€ A esunneutrode f si Vae A, f(a,x)= f(x,a)=a

Teorema:

Si f : AX A — B tiene un elemento neutro, entonces dicho elemento es tnico. La demostracion queda a cargo del
lector.

Funcion identidad

Lafuncién 1, : A — A, definida como Vae A,1,(a)=a es lafuncién identidad para A .

Igualdad de funciones

Si f,g:A— B, diremosque f =g si Vae A, f(a)=g(a)

Composicion de funciones

Sean f:A—>Byg:B—>C.
Definimos la funcién compuesta g © f :A—C como Vae A, (g o f)(a) = g(f(a))

f g

gef
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Propiedades de la composicion de funciones

Sean f:A—>B,g:B—>Cyh:C—>D.

e Si f y g soninyectivas, entonces g © f es inyectiva.
Sean a,,a, € A con (g o f)(al) = (g o f)(az)
Por la definicién de composicion se tiene que g(f(al ) = g(f(a2 ).
La inyectividad de g implica que f(al) = f(az) y luego la inyectividad de f implicaque @, =a, .

e Si f y & son sobreyectivas, entonces g © f es sobreyectiva.
Sea z€ C, como g es sobreyectiva, Hy € B/g(y) =2z
Luego, al ser f sobreyectiva, 3x€ A/ f(x)=y.
Tenemos entonces que Vze€ C,dxe A/ g(f(x)) = Z,yentonces, g © f es sobreyectiva.

e  Lacomposicion de funciones es asociativa

Tenemos que ((ho g)o f)(x)=(ho g)(f(x))=h(g(f(x)))
Por otro lado (ho(go f))(x)=h((go f)(x))=h(g(f(x)))

Entonces Vx€ A,((ho g)o f)(x)=(ho(go f))(X) conlo cual la composicion es asociativa.
Funcioén invertible
Unafuncién f : A —> B esinvertblesi 3g : B—> A/ go f =1, A fog=1,

Teorema:
Siuna funcién f : A —> B esinvertbley g:B —> A satisfaceque go f =1, A fog =1, entonces esta
funcién g es Unica.

Supongamos que existe otra funcion /1 : B — A con ho f = IA AN f oh= 13 .

Entonces h =ho lB =ho (f o g) =(ho f) og = IA o g =g, por lo cual la funcién inversa, de existir, es
Unica. A esta funcién g (unica) se la llama inversa de f , ¥ se la denota como f7l .

Teorema:

Una funcién f : A — B es invertible si y solo si es biyectiva. La demostracion se deja a cargo del lector (puede
consultar la seccion 5.6 de Grimaldi).

Teorema:
Si f :A— B, g:B — C son funciones invertibles, entonces g © f :A — C esinvertible y se cumple que

-1 _ p-1 -1
(gef) =f cg .
Para demostrar la primera parte basta observar que f y £ son invertibles si y sélo si son biyectivas, lo cual implica
que son invectivas y sobreyectivas. Que f y & sean inyectivas implica que g © f sea inyectiva, y que f y &

sean sobreyectivas implica que g © f sea sobreyectiva. Por lo tanto tenemos que g © f es biyectiva, y entonces
invertible. Para demostrar la segunda parte hay que advertir que (g o f)fl esta definda C — A.Sea ce C y
(go f)fl (c)=a. Tenemos entonces que (go f)(a)=c o, de otro modo, g(f(a))=c. Entonces
dbe B/ f(a)=bA gb)=c, lo que implica fﬁl b)y=an gil (¢)=b. simplificando se tiene que
fﬁl(gfl (c))=a loquenoslievaa (ffl ° gil)(c) =aqa.

Resumiendo: Vc e C, (g o f)fl (C) = (ffl o gil )(C) , lo que demuestra que las funciones son iguales.
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