Matematica Discreta y Logica 1 Material teérico

Deduccion natural
Introduccion
Como hemos visto, podemos demostrar la veracidad de una consecuencia légica a partir del estudio semantico del valor
de verdad de la frase a probar. Alternativamente, podriamos valernos de consecuencias l6gicas conocidas para modificar

las hipotesis, con pasos debidamente justificados, hasta llegar a la frase que pretendemos probar, mediante argumentos
sintacticos.

La clase pasada veiamos que la consecuencia légica &, ,3 }: a N ﬂ justificaba el siguiente razonamiento:
“Si tenemos una prueba para (X a partir de un conjunto de hipdtesis 51 . 52 geuey 5n , ¥ tenemos una prueba para ,3 a

partir del mismo conjunto de hipdtesis 51 . 52 geuey ) ,, s entonces tenemos una prueba para O /\ ﬂ , también a partir del

conjunto de hipétesis 51 s 52 yeues 5n

Si dispusiéramos de suficientes reglas, podriamos construir teoremas en forma de arboles, donde cada paso estaria
dado por una de estas reglas, que pueden ser de introduccion o de eliminacién (hablando de un conectivo).

Introduccion de A

Esta regla nos dice cémo probar una conjuncién. Si a partir de un conjunto de hipotesis 51 s 52 yeees 5n , probamos & y

probamos ,3 luego utilizamos esta regla y tenemos una pruebade X A ,B .

0,,0,,....0 0,,0,,....0

n 12729 ™p

Eliminaciéon de A

Esta regla nos dice cémo utilizar una conjuncién. Si a partir de un conjunto de hipétesis 51,52,...,5,,, probamos

a N ﬂ , entonces tenemos una prueba para & .

0,,0,,....0

12729 n

anp

(EA)
a

Observacion: De la misma forma, con las mismas hipétesis tenemos una prueba para ,B con lo cual tenemos dos
reglas de eliminacién de A .
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Introduccion de —

Esta regla nos dice cémo probar una implicancia. Si a partir de un conjunto de hipétesis 51 , 52 euey §n , mas la hipétesis

adicional que surge al suponer & , probamos ﬂ , tenemos una prueba de & — ﬂ

5.5,..8, &

(I—)
a—f
Eliminaciéon de —

Esta regla nos dice como utilizar una implicancia. Si a partir de un conjunto de hipétesis 51 s 52 yeees §n , probamos & ,y

a partir del mismo conjunto de hipétesis 51 s 52 yeees §n probamos & — ﬂ , tenemos una prueba de ,3

8,.8,s0, 8.8,0s0,

(E—>)

Introduccion de v

Esta regla nos dice como probar una disyuncion. Si a partir de un conjunto de hip6tesis 51 ,52 yeees 5n , probamos & ,

tenemos una pruebade & VvV IB .

8.8,,...8

n

Observacion: De la misma forma, si con las mismas hipétesis tenemos una prueba para ﬂ también tenemos una

prueba para & V ,B , con lo cual tenemos dos reglas de introduccién de V .
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Eliminacion de v

Esta regla nos dice cémo utilizar una disyuncién. Si a partir de un conjunto de hipétesis 51,52,...,5,,, probamos

av ﬂ , y tanto suponiendo & como suponiendo ﬂ podemos probar o , entonces tenemos una prueba de 0.

5.5,,...0, 5.,5,,...0, & 5.,6,,...0, 8

(EV)

Introduccién de <

Esta regla nos dice como probar un bicondicional. Si a partir de un conjunto de hipétesis 51 . 52 geuey 5n , suponiendo &

probamos ,3 y con el mismo conjunto de hipétesis 51 , 52,... ) suponiendo ﬂ probamos & , entonces tenemos

Y

una pruebade & <~ ﬂ

5.6,,..0,# 5.6,,..0,8

n

Eliminaciéon de <

Esta regla nos dice como utilizar un bicondicional. Si a partir de un conjunto de hipétesis 51,52,..., §n, probamos

R 4 ,3 , y a partir del mismo conjunto de hipétesis probamos & , tenemos una prueba de ,B

8,.5,...0, 8,.6,0..0,

Observacion: De la misma forma, si con las mismas hipétesis tenemos una prueba para & <> ,3 y otra para ,3
también tenemos una prueba para ¢ , con lo cual tenemos dos reglas de eliminacion de < .
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Introduccion de —

Esta regla nos dice como probar una negacion. Si a partir de un conjunto de hipétesis 51 , 52,..., §n , suponiendo &

probamos L, entonces tenemos una pruebade & .

5,.8,,...8, &

(I71)
1
Eliminacion de —

Esta regla nos dice cémo utilizar una negacién (lo que nos sirve para llegar al absurdo). Si a partir de un conjunto de
hipétesis 51 , 52 euey §n , probamos & , y a partir del mismo conjunto de hipdtesis probamos —1 , entonces tenemos

una prueba de L .

n

8.5,...8 5,.6,,..0

Eliminacion de L

Esta regla nos dice como utilizar el absurdo. Si a partir de un conjunto de hipétesis 51,52,...,§n, probamos 1,
entonces tenemos una prueba de & .

5,.,8,,...8, —of

&Ll
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Reduccion al absurdo

Como en el caso anterior, esta regla nos dice como utilizar el absurdo. Si a partir de un conjunto de hipétesis
51,52,... O  masla suposicion de 1 , probamos L, entonces tenemos una pruebade & .

Y

1

(RAA)

o

En todos los casos, las hipétesis de las pruebas son las hojas no tachadas del arbol, mientras que la raiz es la
consclusién. Las hojas tachadas del arbol son hipétesis locales.
Ejemplos

1) fanfB->pbra

}(8(1] ﬁ(ﬂ
o a

(ENA) (ENA)

B a

(IN)

BAra

(I—) (1)
anf-pra

(ENA) (ENA)

(IN)
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