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Def 2.2.1. Estructura

Una estructura es una secuencia ordenada

M= (U,Ri,..., R Fi,...,Fm {C | 1< i<k}

tal que:
@ U es un conjunto no vacio, (notacién: U = |M|)
@ Ry,..., R, son relaciones sobre U (n > 0)
@ Fi,..., F,, son funciones en U (m > 0)
@ C; (1 < i< k) son elementos distinguidos de U
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Estructura

(N, Par, <, +,%,0,1) naturales
(N, <) CPO de los naturales
(Z,+,—,0) grupo de los enteros
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Def 2.2.2 Tipo de similaridad de una
estructura

El tipo de similaridad de
(UyRy, ..., Ry F1y oo Fi, {G | 1 < i < k}) es una
secuencia
(M, ..., F a1, ...,am k)
tal que:
@ RCU"(1<i<nyr>0)
o U - U(1<j<nya >0)
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Tipo de similaridad de una estructura

o (N, Par, < ,+,%,0,1) tiene tipo (1,2;2,2;2)
o (N, <) tiene tipo (2; —;0)
e (Z,+,—,0) tiene tipo (—;2,1;1)
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Def. Alfabeto de primer orden

El alfabeto de tipo (r,...,ry; a1,...,am; k) para un
lenguaje de primer orden consta de los siguientes
simbolos:

@ Simbolos de relacién: P, P,, ..., P,, =’
@ Simbolos de funcién: f, f, ..., f,
@ Simbolos de constantes: ¢; tal que 1 </ < k
Variables: xq, xp, X3, . ..
Conectivos: —, <>, =, A, V, L
Cuantificadores: V, 3

°
°
°
@ Auxiliares: (),
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Def 2.3.1 Términos

Sea A el alfabeto de tipo (r,...,ry; a1,...,am; k). El
conjunto TERM, de los términos del lenguaje de primer
orden con alfabeto A se define inductivamente por:
Q@ x; € TERM4(i € N)
Q ¢ € TERMy(1 < i < k)
©Q sity,...,t, € TERMj entonces
f,‘(tl, ceey ta,.) € TERM4
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Def 2.3.2 Férmulas

Sea A el alfabeto de tipo (r,...,ry; a1,...,am; k). El
conjunto FORM, de las férmulas del lenguaje de primer
orden con alfabeto A se define inductivamente por:

Q@ L € FORMy,
Q sity,...,t, € TERM4 entonces
Pi(t1, ..., t,) € FORM,
© si t;, tr € TERM, entonces t; =’ t, € FORM}y4
Q si a, 3 € FORM4 entonces (aldf) € FORM4
© si a € FORM4 entonces (—a) € FORMy
@ si a € FORM4 entonces ((Vx;)a), ((3x;)a) € FORM4
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Sea A el alfabeto de tipo (1,2;1,2;2).

if(c1,xs) € TERMA?

ifi(c1, x4) € TERMA?

i((Vx1)Pa(fi(x1), c1)) = ((3x2)P1(x2)) € FORM4?
i((3x)h(x1, 2)) € FORMA?

i ((Vx1)Pi(x1, c1)) € FORM,?
i((3x1)((3x2)((3x3) P3(x1, X2, x3)))) € FORMA?

iiiOJO!! jNo confundir simbolo de predicado y simbolo
de funcidn!

f,(x1, ) € TERM y P(x;) € FORM
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Reglas de parentizacion

Para simplificar la escritura de las férmulas omitimos
ciertos paréntesis:
@ Las reglas de precedencia de conectivos son las
mismas que para PROP.
@ Conectivos de igual precedencia se asocian a la
derecha.
e Cuantificadores: el V y el 3 tienen igual precedencia
que el —.
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Reglas de parentizacion

Atencion: No confundir las siguientes férmulas

(vx)( = B) y (Vx)or — 3
(@)= B) y (Fx)ar = f

(Vx)P1(x) A L — LV =Pi(x)
((VX)Pi(x)) A L — LV —=Py(x)
((vx)Pi(x)) A L) = LV =Pi(x)
(") PL(x)) A L) = LV (=Pi(x))
(Vx)Pi(x)) A L) = (L V (=Pi(x)))
((((vx)P (x)) AL)— (i V (=P1(x))))
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Var, Const, AT

Sea A el alfabeto de tipo (r1, ..., r;a1,...,am k).

Def [Var]
Var es el conjunto de las variables de A ({x;|i € N}).

Def [Const]

Consty es el conjunto de los simbolos de constante de A
({ci|l < i< k}).

Def [férmulas atdmicas AT 4]

AT 4 es el conjunto de férmulas de FORM4 que se obtienen
con las cldusulas base (L, Pj(t,...,t;), t1 = t2).
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Principio de induccion primitiva para TERM
Sea A el alfabeto de tipo (r1, ..., r;a1,...,am k).

Lema 2.3.3 [principio de induccién para TERM4]

H) Sea P una propiedad sobre TERM4. Si se cumple
@ P (x) para todo x € Var
@ P (c) para todo ¢ € Consty
@ si P(t1),...,P(t,) entonces P (fi(ty,...,ts))
para todo / € {1,..., m}
T) Entonces se cumple (Vt € TERM4)P (t).
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Principio de induccion primitiva para FORM
Sea A el alfabeto de tipo (r1, ..., r;a1,...,am k).

Lema 2.3.3 [principio de induccién para FORM4]

H) Sea P una propiedad sobre FORM4. Si se cumple
@ P («) para todo o € AT
@ si P(«)y P (p) entonces P ((adp))
(O e {—=, <, AV}
© si P («) entonces P ((—«))
Q si P («) entonces P (((¥x)a)) P (((Ix)a)) para
todo x € Var

T) Entonces se cumple (Vo € FORM4)P (o).
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Esquema de recursion primitiva para TERM

Sea A el alfabeto de tipo (r1, ...,y a1,...,am k).

Lema [esquema de recursidn primitiva para
TERM_]

H) Sean las siguientes funciones:
@ Hp:VarU Consty — B
@ H;: (TERMg X B)% — B, coni€{1,..., m}
T) Entonces existe una unica funcién F : TERM4 — B
tal que:
@ F(t) = Hp(t) si t € Var U Consty
o F(ﬁ'(t17 ceey ta,')) — Hl'(t17 F(t1)7 P F(ta/))
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Esquema de recursion primitiva para FORM

Sea A el alfabeto de tipo (r1,...,r;a1,...,am k).

Lema [esquema de recursidn primitiva para FORM4]

H) Sean las siguientes funciones:

Q H, AT,— B

© Ho: (FORMs x B)? — B (0 € {—,<,A,V})
© H.:FORMy x B— B

0 Hv,HgivaI’AXFOR,MAXB%B

T) Entonces existe una dnica funcién F : FORMs — B tal que:

@ F(a) = H.(a)sia € AT,
F((a0p)) = Ho(a, F(), B, F(B))
@ F((—a)) = H-(a, F(a))

@ F(((Vx)a)) = Hy(x, o, F(a))

@ F(((Ix)a)) = Ha(x, , F(a))
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Alcance de cuantificadores

Def [alcance o radio de accién]

@ El alcance del cuantificador Vx en la férmula
((Vx)a) es la férmula a.

@ El alcance del cuantificador dx en la férmula
((Ix)a) es la férmula .

(VXl) Pl(Xl) — (\V/Xg) P2(X1,X2)
(VXQ) (VXl) (Pl(Xl) — PQ(Xl,XQ))
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Alcance de cuantificadores

(Vx2)
(Vx1) [Pu(x1)) = (Vx2) [Pa(x1, X2)

—

/\
(VXl ) (VXQ)

| |
P1(X1) P2(X1,X2)

(VXl) (Pl(Xl) — P2(X1,X2))

(VXQ)

|
(VXl)

%

Pi(x1) Pa(x1,x2)
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Def. Ocurrencias libres y ligadas

@ Una ocurrencia de una variable x en « esta ligada si
se encuentra bajo alcance de un cuantificador (Vx)
o (3x), o si es la variable de un cuantificador (Vx) o
(Ix).

@ Si una ocurrencia de una variable x no estd ligada
en «, se dice que es una ocurrencia libre.

4

(*] (VXl)Pl(Xl) — (\V/X2)P2(X]_,X2)
o (VXl)Pl(Cl)

Las ocurrencias azules de x; estan ligadas, mientras que
la roia no.
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Def. Variables libres y ligadas

@ Una variable x esta ligada en « si x tiene alguna
ocurrencia ligada en a.

@ Una variable x esta libre en « si x tiene alguna
ocurrencia libre en o. )

Sea oo = (VXl)Pl(Xl) — (VXQ)PQ(X;[,XQ)
@ Xxp tiene 2 ocurrencias ligadas en «
@ entonces x; es ligada en «
@ xj tiene 1 ocurrencia libre en «
@ entonces x; es libre en «
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Observacion
@ Una ocurrencia de variable en una férmula esta o
bien libre o bien ligada (jno ambas!).
@ Una variable puede estar libre y ligada en una
misma férmula.
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Def 2.3.6. Conjunto de variables libres de

un término

Sea A el alfabeto de tipo (r,..., a1, ..., am k).

Definimos F'V : TERM4 — (Var) recursivamente en
TERM 4

e FV(x) = {x} si x € Var
o FV(C,‘) = @
o FV(fi(ts,...,t;,) =FV(t;) U---UFV(t,)
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Def 2.3.7. Conjunto de variables libres de
una férmula

Definimos F'V : FORMy — @(Var) recursivamente en
FORM :

e FV(L)=10

EV(Pi(t1,....t,) =FV(t;))U---UFV(t,)
FV(ti =" ) =FV(t1)) UFV(t,)
FV((adp)) = FV(a) UFV(H)

FV((—a)) = FV(a)
FV(((Vx)a)) = FV(a) — {x}
FV(((3x)a)) = FV(a) — {x}
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Variables ligadas de una férmula

Ejercicio

Definir recursivamente en FORMy4 la funcidn

BV : FORM4 — @(Var) que calcula el conjunto de
variables ligadas de una férmula.
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Términos y formulas cerrados

Sea A el alfabeto de tipo (r1, ..., r;a1,...,am k).

Def 2.3.8 [términos y férmulas cerradas]

@ Un término t es cerrado si FV/(t) = ().

@ Una férmula « es cerrada si FV(«) = (). También se
dice en este caso que « es una sentencia.

@ Una formula « es abierta si no tiene cuantificadores.

Notacidn:

TERMc, = {t € TERM4 | t es cerrado}
SENT4 = {« € FORM4 | « es cerrada}
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Def 2.3.9 Sustitucidon de términos en
términos

Sea A el alfabeto de tipo (r,..., a1, ..., am k).

Sean s,t € TERM4 y x; € Var. Definimos s[t/x;] del
siguiente modo:

Q@ xilt/x] = {

Q cft/x]=c
Q fi(ty, ..., ta)[t/x] = f(tlt/x], ... ta[t/x])

tosii=]
X siij
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Sea L un lenguaje de tipo (1,2;1,2;2).
° fz(Xl,Xz)[Xl/Xz] = fz(Xl,Xl)
o fi(h(c1,x3))[c2/xs] = f(fa(c1, 2))
o fi(h(c1,x3))[c2/x1] = fi(fa(c1, x3))

f2 [a1/22)] f2 f2

RN VRN N

T T2 x1 [z1/29) T2 |21/ 20 o1 Ty
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Sea L un lenguaje de tipo (1,2;1,2;2).
° fz(Xl,Xz)[Xl/Xz] = fz(Xl,Xl)
o fi(h(c1,x3))[c2/xs] = f(fa(c1, 2))
o fi(h(c1,x3))[c2/x1] = fi(fa(c1, x3))

Ji [wn/a) fi il f
f‘z g f‘z [z1/ma] A f‘z > f‘
/ \ / [w1/2] \Ti [21/2] / \
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Def 2.3.10 Sustitucion de variables por
términos en férmulas (1 de 3)

Sea A el alfabeto de tipo (r,..., a1, ..., am k).

Sean t € TERMy, X; € Var, o € FORM4. Definimos «[t/xj]
del siguiente modo:

o L[t/x]=1
o Pi(ty, ..., tp)[t/x] = Pi(tr[t/x], ..., ty[t/x])
o ty = bft/x] = ti[t/x] =" t[t/x]]
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Def 2.3.10 Sustitucion de variables por
términos en férmulas (2 de 3)

Sea A el alfabeto de tipo (r,..., a1, ..., am k).

Sean t € TERMy, X; € Var, o € FORM4. Definimos «[t/xj]
del siguiente modo:

o (alIB)[t/x] = alt/x]B[t/x]
o (—a)[t/x] = (—alt/x])
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Def 2.3.10 Sustitucion de variables por
términos en férmulas (3 de 3)

Sea A el alfabeto de tipo (r,..., a1, ..., am k).

Sean t € TERMy, X; € Var, o € FORM4. Definimos «[t/xj]
del siguiente modo:

° o)t /x| = ((Vxi)aft/x]) sii##j
((Vxi)a)[t/xj] {((‘v’X/)a) Sij = |
° x)a)t/x] = (Ixi)aft/x]) siis#j

((3 l) )[t/ J] {((ElX,)Q) SI I:J
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Sustitucion y pasaje de parametros

z := 45;
print (sumar2(z));

FUNCTION sumar2(x: integer) : integer;
VAR y : integer;

BEGIN

y = 2;

sumar?2 := x +y
END;
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Sea L un lenguaje de tipo (1,2;2;2).
o Pi(fi(x1, x))[x/x] = Pi(fi(x1, x1))
o (Pi(x1) — Pac1, x3))[e2/x1] = (Pi(c2) —
P2(C1,X3))
o ((Ix)Pax1, x3))es/x3] = ((Fx1) Palxa, c3))
o ((Ix)Pax1, x3))[er/x] = ((3x) Pa(x1; x3))
o ((Ix)Pax1, x3))x1/x35] = ((Ix1) Pa(x1, x1))




Sea L un lenguaje de tipo (1,2;2;2).
o Pi(fi(x1, x))[x/x] = Pi(fi(x1, x1))
o (Pi(x1) — Pac1, x3))[e2/x1] = (Pi(c2) —
P2(C1,X3))
o ((Ix)Pax1, x3))es/x3] = ((Fx1) Palxa, c3))
o ((Ix)Pax1, x3))[er/x] = ((3x) Pa(x1; x3))
o ((Ix)Pax1, x3))x1/x35] = ((Ix1) Pa(x1, x1))

@ jAparecié una ligadura nueva! {No queremos estas
situaciones!
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i Sustitucion y pasaje de parametros?

y := 45;
print (sumar2(y));

FUNCTION sumar2(x: integer) : integer;
VAR y : integer;

BEGIN

y = 2;

sumar?2 := x +y
END;
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i Qué fallé en el dltimo caso?

o ((Ix1)Pa(x1, x3))[xa/xs] = ((Ix1) Pa(x1, x1))
e la variable x3 estaba libre en ((3x1)Pa(x1, x3))
e al sustituir x3 por x; (que es la variable cuantificada por
el 3), queda ligada ((3x1)Pa(x1,x1))

@ Lo mismo hubiera pasado si en vez de [x;/x3] se
pone [t/x3] con x; € FV(t).

@ El problema ocurre cuando hacemos ((3x;)a)[t/x] y
xjestaent: x € FV(t)

@ Tenemos que exigir que x; ¢ F'V(t)

@ Hay algunos casos en que no hace falta pedir esa
condicién. Entre ellos estd cuando la sustitucién “no
se realiza” porque x € FV((3x)a)
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Def 2.3.11. Término libre para una
variable en una férmula

Sean t € TERM, ¢ € FORM. t estd libre para x en ¢ si:
©Q ¢ es atémica
Q@ © = (1) y t estd libre para x en @1 y en
@ o = (1) y t esta libre para x en

Q@ v = ((Yy)¢1) (0 ¢ = ((y)p1)) y se cumple alguna
de las siguientes:

@ x & FV(((Vy)e1)) (resp. x € EV(((3y)e1)))
@ y € FV(t)yt estd libre para x en ¢,
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De ahora en adelante sélo aplicaremos la sustitucién
©[t/x] cuando t esté libre para x en . Si esto no
sucede: jno permitimos aplicar la sustitucién!

((3x1) P2(x1, x3))[c3/x3] Podemos aplicar la funcién de
sustitucién, la aplicamos, y el resultado es
((Ele)PQ(Xl, C3)).

((3x1) Pa(x1, x3))[c1/x1] Podemos aplicar la funcién de
sustitucion, la aplicamos, y el resultado es
((3x1) P2(x1, x3)), igual que el argumento.

((3x1) Pa(x1, x3))[x1/x3] No podemos aplicar la funcidn
de sustitucion.
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@ X» esta libre para Xj €n (E|X1)P1(X1,X3)
pues Xxi ¢ FV((HXl)Pl(Xl,X3)).

@ Cualquier t estd libre para x; en (3x1)(Vx2) P1(x1, x2)
pues Xxo ¢ FV((E'X]_)(VXQ)P]_(X]_,XQ))

@ f(x3,x1) no esta libre para x; en (Vx3)Pa(x2)
pues Xy © FV((VX:),)PQ(XQ)), Yy X3 € FV(f(X3,X1))
(aunque f(x3, x1) esta libre para x; en Py(x2))

@ f(x3,x1) no estd libre para x, en
(Vxa)(3x3)(x3 =" x2)
pues xo € FV((Vxq)(3x3)(x3s = x2)) y f(x3,x1) no
esta libre para x; en (3x3)(x3 =’ x2) (aunque
X4 ¢ FV(f(X3,X1)))
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Sustitucién simultanea en términos y férmulas

@ t[ty,...,ty/x1,..., Xy es el resultado de sustituir las
ocurrencias de cada x; por t; en t simultaneamente

(i=1,....,nx; # X si i # )
@ afty,...,ty/x1,...,x,| se define andlogamente

4

No es lo mismo la sustituciéon simultdnea que la
composicion de sustituciones:

o xi[x, &o/x1, %] = xo

(*] X1[X2/X1][C2/X2] = X2[C2/X2] = O
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Notacién: [a(x), a(t)]

@ Para simplificar la notacién «[t/x]|, en matematica
se utilizan (meta)expresiones de la forma a(x) o
a(x,y,z)

@ Esta notacidn no significa que las variables listadas
ocurran libres en la férmula ni que la férmula no
tenga otras variables libres que no sean las listadas...

@ Sodlo se utiliza para escribir informalmente la
sustitucidn:

Por ejemplo, a(t) notard el resultado de sustituir t
por x en «(x); a(s, t, u) notara el resultado de
sustituir s por x, t por y y u por z en a(x,y, z).
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Simbolo de predicado $

@ Las sustituciones definidas hasta el momento,
permiten poner un término dado en el lugar de una
variable.

@ Eso es diferente de la sustitucién de PROP, que
permitia poner una férmula en el lugar de una
formula atomica.

@ Para hacer esto, se tiene que hacer una modificacion
en el lenguaje.

Agregamos a la definicién de FORM una clausula m3s:
@ $ € FORM ($ es una variable de férmula, la usamos
como comodin para sustituir una férmula en otra).
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Def 2.3.13. Férmula libre para $

Sean «, € FORM. o estd libre para $ en « si se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

Q@ « es atdmica
Q@ a = (an0ay) y p estd libre para $ en a3 y en ap
©Q o= (—a1)y ¢ estd libre para $ en ay

Q@ o= ((Vx)a1) (0 a = ((3x)a1)) y se cumple alguno
de los siguientes:

© $ no ocurre en oy
@ x & FV(p)y p estd libre para $ en oy
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Def 2.3.14. Sustituciéon de formulas en
formulas

Sean «, ¢ € FORM tal que ¢ estd libre para $ en a.
Definimos a[p/$] recursivamente en «:

a sia#$

o sia=3$%

Q (alm)[p/$] = (aup/3]0azlp/3])
Q (mau)lp/3] = (maulp/3])

Q ((vx)an)lp/$] = ((vVx)(ulp/3]))

Q ((3x)an)lp/3] = ((Bx)(eulp/3]))

@ si a es atdmica, afp/$] = {
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Resumen de Sintaxis de la Logica de
Predicados de Primer Orden |

@ Se definieron dos familias de lenguajes:
@ uno para representar elementos del universo
@ otro para representar afirmaciones sobre esos elementos
@ Se definieron los principios de Induccién y Recursién
primitivas para esos lenguajes con el objetivo de:
@ hacer demostraciones
@ definir funciones recursivamente sobre esos lenguajes

@ Se estudiaron los aspectos sintacticos que
introducen las variables y se definieron algunos
conceptos relativos a eso:

@ ocurrencia libre y ligada de una variable
@ término libre para una variable en una férmula dada
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Resumen de Sintaxis de la Logica de
Predicados de Primer Orden I

@ Se definieron funciones de sustitucién:

@ de una variable por un término en férmulas y términos
@ de férmulas en férmulas
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@ Dirk Van Dalen.
Logic and Structure.
Secciones 3.1, 3.2 y 3.3, bta ed.
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