Matematica Discreta y Logica 2

Légica de predicados

1 Cuantificadores

El lenguaje de la légica proposicional que ya vimos, no es suficiente para repre-
sentar todo el lenguaje matematico.

Por ejemplo, la sentencia ”todos los cuadrados son positivos, 9 es un cuadrado
entonces 9 es positivo” no puede ser expresado dentro de la 1égica proposicional.

Desde el punto de vista proposicional la sentencia anterior es de la forma
@ A 1Y — o pero no tenemos en la logica proposicional forma de expresar ”para
todo”.

Extenderemos el lenguaje en una forma tal que hablaremos de objetos, rela-
ciones y también introduciremos formas para hablar de todos los objetos en un
cierto dominio y para hablar de la existencia de objetos con una cierta propiedad.

Tendremos entonces como expresar sentencias como las que siguen: ”Todos
los niimeros pares son la suma de dos primos impares”,

?Existe un niimero real cuyo cuadrado es 2”.

La experiencia nos ha ensenado que las sentencias matemaéticas basicas son
de la forma ”a tiene la propiedad P” o ”a y b estan en la relaciéon R”, ejemplos
son: "n es par”, ”f es diferenciable”, "3=5", "7 < 12”7, "B estd entre A y C”.

Por lo tanto construiremos nuestro lenguaje a partir de simbolos para propiedades,
relaciones y objetos. Agregaremos variables que varfan sobre objetos, funciones
de objetos en objetos y los cuantificadores V y 3.

En resumen el lenguaje maneja dos categorias de entidades sintdcticas: ob-
jetos (que llamaremos términos) y sentencias (que llamaremos férmulas). Ejem-
plos de términos son 17, z, (2 +5), #3YTL. Ejemplos de férmula son:

JzP(x)

VyP(y)
r<y—Izx<zAz<y)
Vady(z.y = 1)

Trabajaremos dentro de la [dgica de ler orden, esto es, los cuantificadores
cuantifican objetos y no propiedades o relaciones.
2 Estructuras

Por ejemplo un conjunto parcialmente ordenado es un conjunto junto con una
relacién que satisface ciertas leyes. Genralizamos la idea de la siguiente manera:

Definition 2.1 (Estructura) Una estructura es una secuencia ordenada:



Oé:(A,Rl,...,Rn,Fh...,Fm701,...,cl‘)

donde A es un conjunto no vacio, Ry, ..., R, son relacionesen A, Fy,..., F,,
son funciones totales en A, los ¢; son elementos de A (constantes).

Ejemplos 2.2 1. (R,+,.,—,71,0,1) campo de los reales
2. (N, <) conjunto ordenado de los naturales
3. (Q,=,<,+,.,71,1/2,1/5,0) racionales
Usaremos letras griegas para denotar estructuras.

Definition 2.3 (Tipo de similaridad de una estructura) Dada la estruc-
tura « = (A, Ry,...,Rn, F1,...,Fm,c1,...,¢;) el tipo de similaridad de « es
una secuencia: (r1,...,7p;a1,...,0m;1) donde: R; C A" F; : A% — A.

Ejemplos 2.4 1. (R,+,.,—,71,0,1) campo de los reales, tiene tipo de simi-
laridad: (—;2,2,1,1;2) (la ausencia de relaciones o funciones es indicada
con un guion: —).

2. (N, <) conjunto ordenado de los naturales tiene tipo de similaridad: (2;—:;0).
3. (Q,=,<,+,.,71,1/2,1/5,0) tiene tipo de similaridad (2,2;2,2,1;3).

Notaciéon: Si R C A decimos R es una propiedad o relacion unaria. Si
R C A2 decimos R es una relacion binaria. Si R C A™ decimos R es una rela-
cLon n-aria.

El conjunto A es llamado el universo de la estructura. Notacién A = |af. «
es llamada (in)finita si su universo es in(finito).
3 El lenguaje de un tipo de similaridad

Dado el siguiente tipo de similaridad, (r1,...,7,;a1,...,am;1), €l lenguaje aso-
ciado consiste de

Alfabeto:

1. Simbolos de predicado: Pi,..., Py,

2. Simbolos de funcion: fi,..., fm,
3. Simbolos de constante: ¢g,...,¢;
4. Variables: ©,2Zg,X1,...,Y, Y0, Y1, -- -, 2, 20, 21, - - - (una cantidad numerable)

5. Conectivos: =, A, V, —, <, 1,V, 3
” N

6. Simbolos auxiliares: (,),”,

V y 3 son llamados cuantificadores universal y existencial.



Definition 3.1 (TERM) Es el menor conjunto X que satisface las siguientes
propiedades:

1. (o) GGEeX paraj=1,...,i
(b) TyY,2,T5,Yiy %5 GX(ZGN)

2. sit1,... te, € X = filty,.. . ta,) €EX paral <i<m

Definition 3.2 (FORM) Es el menor conjunto X que satisface las siguientes
propiedades:

1. Férmulas atéomicas o dtomos

(a) Le X,
(b) sity,....t,, € TERM = Pi(ty,....t,) € X

2. sip,p € X = (@AY) € X donde A\ € {N,V,—, <}
3. sipeX=(-pexX
4. st € X = Vr)py (Fr)peX

Al igual que en PROP tenemos principios de induccién para TERM y
FORM.

Lema 3.3 Sea A(t) una propiedad de los términos. Si:

1. A(t) se cumple para t variable o constante y

2. A(t1), A(ta), ..., Ata;) = A(fi(t1,...,ts;)) para todos los simbolos de

funcion f; entonces

A(t) se cumple para todo t € TERM .

Demostracién Sea X = {t € TERM/A(t)}.

1. por hipdtesis las variables y constantes estan en X.

2. Sity,...,te;, € X entonces A(ty), ..., A(ta;), por hipdtesis A(fi(t1,- .. %q;))
luego fi(t1,...,ta;) € X

luego X satisface las claususlas de definicion de TERM, como TERM es el
minimo conjunto que las satisface TERM C X luego para todot € TERM se
cumple A(t).

Lema 3.4 Sea A(p) una propiedad de las férmulas. Si :

1. A(p) se cumple para ¢ atémica

2. Ap), A(¥) = A((pAy)) siendo A € {A,V,—, <}

3. Alp) = Al())

4. Alp) = A((Va:)p) y A(p) = A((31:)¢) para todo i, entonces:



A(p) se cumple para todo ¢ € FORM.

Demostracion. Queda como ejercicio.

Precedencia: Asumimos la convencién de paréntesis de la 1égica proposi-
cional. Quitamos los paréntesis alrededor de Vx y Jx cuando no haya am-
biguedad. Asumimos que los quantificadores ”ligan” mas fuerte que los conec-
tivos binarios. Juntamos cuando se repite un cuantificador por ejemplo en
vez de Vxi1Vrodrsdrsp escribimos Vriredrsxsw. Asumimos también que n
en f(t1,...,tn), P(t1,...,t,) denota el numero correcto de argumentos.

Tenemos también principios de recursién para TERM y FORM.

Definition 3.5 (Definicién por recursién en TERM) Sea Hy : Var U
Const — A y H; : A% — A para cada funcién f; entonces existe una unica
funcion H tal que

H(t) = Ho(t) sit es variable o constante
H(fi(t1,... ta,)) = Hi(H(t1),...,H(ta,))

Ejemplos 3.6 1) Defina por recursién una funcidn que cuente la cantidad de
1 de un término.
Defino Hy y H; para cada funcion f;.

1. H() LC) 0

(
2. Ho(c) =0sic#1
(

3. Ho(1) =1

4. Hi(x1,...;¢2n) =21+ ...+ 2y

2) Defina por recursion una funcién que cuente la cantidad de 7+7 de un
término.

1. Ho(t) =0
2. Hi(x1,...,xp) =21+ ...+ Ty i f; #+
3. Hi(.’L‘l,...,l‘n) =1+£1+1‘n St f1=+
Definition 3.7 (Definicién por recursién en FORM) Sean:
H, : At — A (Hgy estd definida en dtomos)
Hp: A2 — A, A €{V,A, —, <}
H,:A—- A

Hv:AXN—>A
HEIAXNHA

entonces existe una tnica funcién H : FORM — A tal que



¢)=H,

t(
ww)fi

H( para p atomica
H( a(H(p), H(V)),
H(—p)

H(

H(

)
H(p)),
Vaip) = Hy(H(p),1),
3 Hs(H(y),i

zip) = (0),)

La justificacién es inmediata, el valor en un término (férmula) estd unica-
mente determinado por el valor en sus partes. Esto permite encontrar el valor
de H(y) en cantidad finita de pasos.

Ejemplos 3.8 1) Defina por recursién una funcidn que cuente la cantidad de
A de una formula.

1. Hy(p) =0

Hpa(z1,22) =1+ x1 + 29

Ha(z1,22) = 1 + 22 para A € {V,—, <}
H. (z)==x

Hy(z,i) ==

S S o e

Hy(z,i) ==

2) Defina por recursion una funcidn que cuente la cantidad de variables x;
que aparecen ligadas en una formula.

1. Hat(p) =0

2. Ha(x1,29) = 21 + 29 para AN € {A\,V,—, <}
3. H.(z) ==z

4- Hy(w,j) = sij#i

5 Hy(z,i)=x+1

6. Hy(z,j)=x sij#1

7. Ha(z,i) = a + 1

Definition 3.9 (Variables libres en un término) FEl conjunto FV (t) de vari-
ables libres de t se define por:

1. FV( i) = {wi}
FV(@) = {}

2. FV(f(t1,...,tn)) = FV(t1) U...UFV(t,)

Definition 3.10 (Variables libres en una férmula) El conjunto FV (p) de
variables libres de ¢ se define por:

1. FV(P(t1,...,t,)) =FV(t1) U...UFV(tp)



2. FV(pAY) = FV(p) UFV () para A € {V,A,—, <}
3. FV(=p) = FV()
4. FV(Vzip) = FV(3zip) = FV(p) — {wi}

Definition 3.11 Término o formula cerrada

t o ¢ se llaman cerrados si su conjunto de variables libres es vacio. Lla-
mamos sentencias a las formulas cerradas. Una formula sin cuantificadores se
llama abierta. Denotamos por TERM, el conjunto de términos cerrados. De-
notamos por SENT el conjunto de sentencias. Las variables que ocurren en
cuantificadores se dice que estdn ligadas.

En algunos casos una variable puede ocurrir tanto libre como ligada. Por
ejemplo:

(Vxl (.’L‘l = 1‘2)) — P(.’I?l)
contiene z; tanto libre como ligada.

Definition 3.12 (Sustitucién en un término) Sean s y t términos. Defin-
imos la sustitucidn de x port en s: s[t/x] como sigue:

1 oytjz) =y siy#x
ylt/x) =t siy ==z
ct/x] =c¢

2. ft, ... tp)t/a] = f(talt/a],. .., tp[t/2])
Definition 3.13 (Sustitucién en una férmula) Sean t término, ¢ férmula.
Definimos la sustitucion de x port en @: @[t/x] como sigue:
1. L[t/z] =L
P(t1,...,tp)[t/z] = P(t1[t/x], ... tp[t/z])

2. (pAY)[t/z] = o[t/x] N[t/ x]
(—)[t/x] = —(plt/x])

3. (Yyp)lt/x] = Vy(plt/z]) siz #y
(Vyp)lt/z] =Vyp siz =1y
(Fye)t/x] = Jy(plt/a]) siz#y
(Byp)[t/z] = yp siz =

Algunas veces haremos sustituciones simultaneas. La idea es que sustituimos
todas las variables al mismo tiempo. La denotamos por : tlt1,... tn /Y1, Yn)

Ejemplos 3.14 (Sustituciones)
(zo = z1)[z1/70][0/21] = (21 = 21)[20/71] = (T0 = T0)

(o = 331)[9617900/960,561] = (21 = 20)



La definicién de sustitucién en el caso de cuantificadores no permite sustituir
variables ligadas. Existe sin embargo otro caso en el cual no podemos permitir
la sustitucién, esto es cuando una variable luego de la sustitucién queda ligada:

por ejemplo: Jz(y < z)[z/y] = Jz(z < x)

Para evitar estos casos introducimos la siguiente definicién:

Definition 3.15 (¢ libre para x en ¢) Se cumple en los siguientes casos:
1. ¢ atomica

2. o =p1Qps (09 =—p1) yt eslibre para x en p1 y o (respectivamente
1) A e{V, A, —, <}

3 o=Tywop=Vyp yx g FV(Nyy) oy & FV (t) yt es libre para x en 1.
Ejemplos 3.16 1. xo es libre para xg en JxsP(xg,x3)

2. f(xo,x1) no es libre para xoy en 3x1 P(xg, T3)

3. w5 es libre para x1 en P(xy,23) — J21Q(x1, 22)

De ahora en mas asumiremos que todas nuestras sustituciones satisfacen la
definicion anterior.

Definition 3.17 (Lenguaje extendido) El lenguaje extendido L(a) de a se
obtiene de L de tipo o agregando simbolos constantes para todos los elementos
de |a|. Sia € |a| escribimos el simbolo como a.

4 Semantica

La interpretacién de sentencias presupone una separacion entre el lenguaje y
un universo de entidades. Los objetos del lenguaje son tiras de simbolos,
las entidades son objetos matemédticos como por ejemplo nimeros, conjun-
tos, funciones,etc. La idea es interpretar asociando a los simbolos entidades
matematicas.

Consideremos la estructura : a = (Z,<,+,—,0) (grupo ordenado de en-
teros). Consideremos como alfabeto:

simbolos de predicados: L
simbolos de funcién: P, M

simbolo constante: 0
L(a) tiene ademds sfmbolos constantes T para todo m en Z.

Interpretemos primero los terminos cerrados de L(«), la interpretacién ¢ de
un término ¢ es un elemento de Z.

t t

m m
P(ty,tz) 7 +15

M) —te



A continuacién interpretemos sentencias de L(«) asignando uno de los val-
ores de verdad 0 o 1. En lo que respecta a conectivos proposicionales la
semantica es la vista en légica proposicional.

v(l)=0
v(L(t,s)) =1 si t* < s*
0 en otro caso
v(pA1) como en logica proposicional
v(—¢p) como en logica proposicional
(V) = min{v(pn/z])/n € Z}
() = maz{v(p[n/z])/n € Z}

<

v

Observar que V es como una generalizacién del A y 3 es como una general-
izacién del V. Observar también que v queda completamente determinada por
Q.

Ejemplos 4.1

2. v(2 < —1) =0 porque 2 £ —1
3. v(VaxIy(L(x,y))) = min,(maz,v(L(m,m)))

v(L(m,m)) =1 si m > n luego dado n existe m tal que max,,v(L(7@,m)) =1
y por lo tanto

min, (maz,v(L(m,m))) =1

Veamos una definicién de interpretaciéon para el caso general. Sea a =
(A,Ry,...,Rn, F1,...,Fp,c1,...,¢;) contipo de similaridad (ry,..., 7, a1,. .., Gm, ).
El lenguaje tiene simbolos de predicado Ri,...,R,, simbolos de funcién
Fi,...,F,, y simbolos ctes ¢;. Ademds L(«) tiene constantes @ para todo
a € |al.

Definition 4.2 (Interpretacién de términos cerrados) t%, la interpretacion
de un término cerrado de L(a) en a es una funcion de TERM, — || que sat-
isface:



Definition 4.3 (Interpretacién de sentencias) v®(y), la interpretacidn de
una sentencia de L(a) en « es una funcion de las sentencias de L(a) a {0,1}
que satisface:

1. v*(L)=0
2. v*(Py(t1,...,tp)) =1 si (t,...,13) € P; 0 en otro caso.
3. v (e AY) = min(v®(p), v*(¢))
v (p V) = maz(v*(p), v*(¢))
v (p = ) = maz(l —v(p), v (¢))
v (p =) =1 = o%(p) — v (V)]
v (mp) = 1= v%(p)
4. v (Vo) = min{v®(pla/x])/a € |al}
v®(3ap) = maz{v®(pla/z])/a € |af}

En vez de utilizar la notacion de valuacién utilizaremos la siguiente:

Definition 4.4 (Notacién) « = ¢ representa v*(p) = 1.
Decimos que ¢ es verdadera o vdlida en o si o = .
La relacidon = es llamada también relacion de satisfaccién.

Definition 4.5 Sea FV(¢) = {z1,..., 2k}, entonces Cl(p) = Vz122...2,p es
la clausura universal de .

Definition 4.6 1. «a = ¢ para ¢ abierta si y solo si a = Cl(p)
2. = ¢ siy solo si a = ¢ para todo « (del tipo apropiado)

3. T | ¢ siysolo si ((a =1 para todo p € T') = a = ¢) donde T'U {p}

consiste de sentencias.
Si o |= o decimos o es modelo de o.
Decimos ¢ es verdadera si |= .
Decimos ¢ es consecuencia semdntica de T' si T = ¢ es decir ¢ se satisface en
cada modelo de T.

Si ¢ es una férmula con variables libres FV (p) = {z1,...,2r} entonces
decimos que @ es satisfecha por ai,...,a; € |a| si a = @la1,...,ax/Z1,. .., Zk].

p es llamada satisfacible en a si existen aq,...,ay tal que @ satisfecha por
A1y...,0k.

o es llamada satisfacible si es satisfacible en algin . Notar que ¢ es satis-
facible en o si o = 3zy .. 20,

La relacion de satisfacciéon se corresponde con el significado intuitivo de los
conectivos:

Lema 4.7 Si nos restringimos a sentencias entonces:

LaFpNysaEpyalEy



aEpVysakpoaky
aE-asalEe

abg s abp=aky)
abpote@beoalky)

a =Vrp & o= pla/r] para todo a € |a|

XS S e

a = Jrp & o = pla/z] para algin a € |al

Demostracion. Se sigue de la definicion de valuacion, veremos dos casos:

(4)

al=e =P eo(e =) =maz(l—v*(p), v (¢)) = 1.
Supongamos o = ¢ es decir v*(¢) = 1 entonces debe ser

v*() =1 o0 sea a =P

Reciprocamente supongamos o |= ¢ = o =9 y supongamos
a = @ — 1 entonces

v*(p — ) = max(l —v*(p),v*(¥)) = 0 entonces

v* () =0 y v*(¢) =1 lo que contradice o = = a = .

(7)

a | Jrp(r) © maz{v*(e(a))/a € |a|} =1 < existe un a € || tal que o |= ¢(a).

5 Propiedades simples de la l6gica de predicados

Teorema 5.1 (Generalizacién de De Morgan)

1. =Vxp « Jz—p
—3dzp — Ve
Ve < ~Jz-p

e

Jxp & Ve
Prueba de 1:

Sean FV (Vxp) = {z1, ..., z1}. Debemos demostrar o |=Vzy,. .., zk(-Vap(x, 21, . ..
Jz—(p(x, 21, ..., 2;)) para todo . Entonces tenemos que demostrar o |= —V(z,ay, . .

Jz—p(z,ar,...,a;) para arbitrarios a,. .., a € |a|. Apliquemos el lema 4.7.

a E ~Vep(x,ay, ..., ar)
& afEVep(r,ar, ..., ax)

< no para todo b € |a|,a = ¢(b,ar,. .., ax)
existe un b € |a| tal que o = (b, ax, ..., a%)

& existe un b € |af tal que o = —p(b,ay, ..., axr)
& o Jx-p(z,ar,. .., a5)

10

azk)(_)
-, 0k) <



Prueba de 2: Similar

Prueba de 3:

Primero veamos que ——« es equivalente a «. Utilizemos la definicion de
valuacion:

v(=a) =1—-v(-a)=1-(1-v(a)) =v(a)

Luego veamos que o — 3 es equivalente a =0 — —a. Utilizemos la definicion
de valuacion:

v(a = B) = max(l — v(a),v(B))

v(=f — ) = mazx(l —v(=8),v(~a)) = maz(l — (1 —v(B)),1 —v(a)) = maz(l — v(a),v(B))

Apliquemos las equivalencias anteriores a 1) para probar 3), obtenemos que

—Vap < dz—p es equivalente a
—Jdz—p — Vxp que es equivalente a
—dz—p — Ve

De igual manera se prueba 4) a partir de 2).
Teorema 5.2 1. VaVyp <« YyVzp

2. Jxyp — JyIzp

3. Ve — p six g FV(p)

4. Jzp o @ six & FV(p)

Prueba de 1:

Sean FV (VxVyp) = {z1,...,2k}. Debemos demostrar o |=Vz1,. ..,z (VeVyp(z,y, 21, . . .

YyVzo(z,y, 21, ..,2K)) para todo «. Entonces tenemos que demostrar a =
VaVyp(z,y,a1,...,a0;) < YyVeo(x,y,a,...,a5) para arbitrarios ay,...,a; €
|a]. Apliquemos el lema 4.7.

« Iva'vygo(a??y?ail""?aik)

< para todo b € |a|,a = Vye(b,y,a1,...,a%)
< para todo b,c € |a|,a = p(b,c,ar,...,ar)
para todo ¢ € |a|,a = V(e ar,. .., ax)

<:> « ': vyvx@(xv y’ afl’ et a‘k)

Prueba de 2: Similar.

Prueba de 3: Similar a la de 4 (ver abajo)

11



Prueba de 4:

Sean FV (3xp) = {z1,...,2;}. Debemos demostrar o |=Vzy, ..., zi(3xp(21, ..., 21) <
©(z1, ..., 2k)) para todo a.. Entonces tenemos que demostrar o |= Jxp(ay, ..., a5) <
o(@t,...,ax) para arbitrarios ai, . ..,ax € |a|. Apliquemos el lema 4.7.

a = Jze(ar,. .., ax)
< para algun b € |a| a E o(ar,. .., ar)
< como b no ocurre en ¢, o = p(ay, . .., ax)

Teorema 5.3 1. V(o Av) — Vap AVap
2. Jx(o V) < xp V Iz
3. Va(p(x) Vo) « Vop(z) VY siz & FV(¢)
4. Fa(p(a) AY) o Jzp(@) Ay sia ¢ FV (1)

Prueba de 1:

Sean FV (NxoAp) = {z1,..., 2k }. Debemos demostrar a =Yz, ..., zp(Vep(z, 21, . ., 2k) A

(@, 21,0, 28)) < Yao(x,z1,...,28)) AVap(z, z1,...,2;) para todo a. En-
tonces tenemos que demostrar o = Vr(p(z,ay,...,a5) A Yp(x,ar,...,a;)) <
Vaep(z,at,. .., ag) AVe(x,ar, . . ., ax) para arbitrarios ay, . . . ,ax € |a|. Aplique-
mos el lema 4.7.

a EVa(p(z,ar, ..., a5) ANz, ar, ..., ar))

< para todo b € |a| a |E p(b,ar,...,a5) AN(b,ar,. .., ax)

< para todo b € |a| a Ep(b,ag,...,a;) y a Ev(bay,...,ax)

< para todo b € |a| a = ¢(b,a1,...,ax) y para todo b € |af a = ¢(b,aq,...,ax)
& a | Vap(x,ar, ... a5) y o EVey(z,a, ..., a5)

Prueba de 2: Similar a 1
Prueba de 3:

Sean FV (Vx(o(x)V) = {21, ..., 2k }. Debemos demostrar o =Yz, ..., zi(Ve(p(x)V
V) « Yap(z) V¢ para todo «. Entonces tenemos que demostrar usando lema

?? que o |= Va(p(z,ar,...,a5) VY(@r,...,a;)) © o = Ve(e(z,ar,...,a5) V
Y(ay,...,ax) para toda o y para todo ay,...,ax € |al.

<= a EVeo(r, ) V() & a E Vep(z, ) or a = ¥(.__) para todo
belof ok olb ) o v(_).

Si o = (__), entonces también « |= p(b, ___) V1(___) para todo b, entonces
o = Vap(r, )V ().
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Sia = @(b,—_-), para todo b entonces a = (b, ___) V (___) para todo b,
entonces a = Va(o(x, ) V().

En ambos casos obtenemos el resultado deseado.
=: Sabemos que para todo b € |a| a = (b, ) V (.__).

Si o = (-_-), entonces también a = (b, —__) V (___) para todo b, entonces
a EVr(e(x, ) V() con lo cual queda probado.

Si o B () entonces necesariamente o = (b, ___) para todo b, luego
o = Vap(z, ) luego,  |= Vap(z, ) V().

Prueba de 4: es similar a la de 3.

Observacién.

Va(p(x) V() — Vap(z) v Vg () y
Jwp(x) A 3 (x) — J(p(z) AY(z))

no son ciertas.
Teorema 5.4 (Cambio de variable ligada) Si z no ocurre en @, entonces:
1. E Jzp(z) < Jzp(z)
2. EVap(x) « Vzp(z)
Otra formulacion del mismo teorema es :
1. | Japlz/y] < Fzp[z/y]
2. | Vaple/y] < Vzplz/y]
donde x,z & FV (o)
Para probar este teorema necesitamos el siguiente lemma en sustituciones:
Lema 5.5 1. Siz ¢ FV(t) entonces tla/x] = (t[z/x])[a/z]

2. Si z no ocurre en @, entonces pla/x] = (p[z/x])[a/#]
Demostracién.

1. Induccion en t.

(a) t=x. z[a/x] =a

(alz/a))[a/z] = =[a/=] = @

(b) t=y#xz yla/z] =y
(ylz/z))[a/z] = yla/z] = y porque =z ¢ FV (t) luego z # y
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(c) t =c,c constante. c[a/x] =c

(clz/a))a/z] = cla/z] = ¢

(t1y.--,
f(ti[a/x], .., tpla/x]) = por hipotesis inductiva
f(tlz/z][a/z], ... tnlz/][a/z]) =
[l tn)[z/2la)z]

2. Induccion en .

(a) ¢ atémica.

i. p=1. L[a/x] =1
1 [z/z][a/z] =L [a/z] =L

1. @:P(th...,tn).

P(ty,...,ty)[a/z]

(b) v no atomica.
7. ©p= @1&%027 donde A\ S {/\7 \/7 ) <_)}

(p1lps)[a/z] =
(o1[a/z]Dpsa/x]) =
E(pl[z/x} [a/z]Apa|z/x][a/z]) por hipotesis inductiva

P10p2)[2/x][a/z]
. @ =P
—p1)[a/z] =
~(prfa/z]) =

(=(p1[z/z][a/z])) por hipotesis inductiva
(—e1)[z/z][a/z]

iti. o =Yy (y). Tenemos que considerar los siguientes dos casos:

—~

A. x = y. Entonces pla/x] = ¢ y ¢[z/x] = ¢. Como z no
ocurre en @ pla/z] = p. Esto prueba el primer caso.

Bz # y. entonces plajz] = Vy(y[a/x]) y (plz/x])la/z] =
Vy(lz/x])[a/z]. Como z no ocurre en v, z # y luego Vy(Y[z/x])[a/z] =
Yy((v[z/z])[a/z]) = Vyv[a/x] por la hipdtesis inductiva.

. ¢ = Jy(y) es similar.
Demostracién del teorema
No es una restriccién suponer F'V () = {} porque en la presencia de més

variables introducimos constantes en el lenguaje extendido.
Veremos que « = Jzp < a = zplz/z].
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a |= 3re(r)
< a = pla/x] para algun a € |af,
< a = (plz/x])[a/z] para algun a € |a|, por lema anterior

< a = Jzplz/x)

La prueba para el cuantificador V es similar.

Teorema 5.6 (Teorema de la Sustitucién) 1. E ¢t = to — s[t1/z] =
slt2/7]

2. Et=s— (o[t/z] < ¢[s/z]) donde t y s estdn libres para x en .

Demostracion.

1. Sea dada o tal que o |= t; = to. FEntonces t§ = t§. Tenemos que de-
mostrar o |= s[t1/x] = slte/x] o sea s[t1/x]* = s[ta/x]*. Usemos in-
duccidn en s.

(a) s =x. z[t1/x] = t1, z[tz2/x] = ta que se cumple pues o |= t1 = ta.

(b) s =y #x. y[t1/x] = y[ta/x] =y, que se cumple pues a =y =1y (es
un azioma de la igualdad).

(c) s =c c constante. c[t1/x] = c[ta/x] = ¢, que se cumple pues a = ¢ =
c.

(d) §= (sla"'vsn)
(f(s15- - sn))[ta /2] =f(saltr /2], - .. sultr/2]%)

= f(sl[tg/:c] .oy Splta/x]®) por hipotesis inductiva

= st 50)lta/a]

2. Sea t* = s*. Probaremos o |= p[t/z] & a = ¢[s/x] por induccidn en .
O sea p[t/x]* < @[s/x]*.

(a) ¢ atémica.
i. p=1. L[t/z] oL [s/z] &L
. o = P(tl,...,tn).

(P(ty, .. )[t/x])“
& (Llt/2)", .. talt/x]") € P
& (tils/z]%, ... tas/x]*) € P por parte anterior
@(P(tl,..., )[s/x])a
(b) ¢ =182

a = (p1lps)[t/x] &
a = o[t/ x]Dpslt/z] <
a | 1[s/x])Dpals/x] por hipotesis inductiva <

a k= (p1lp2)[s/x]
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(c) ¢ =—p1

a k= (~e)[t/z]e
a = —(pat/]) <
a = =(p1[s/z]) por hipotesis inductiva <
a = (mp1)s/x]
(d) ¢ =Vyy(y). Es suficiente con considerar el caso en que x € FV ().
a = (Vyp(y))[t/z] <
al=Vy(P(y)lt/z]) <
a = (a)[t/x] para todo a € |a| por induccion hipotesis y
como t y s son libres para x en ¢(a)
a = ¥(a)[s/x] para todo a € |a] <

a = (Vyd(y))[s/z]
(e) o = Tyw(y) es similar.

6 Deduccion Natural

Agregaremos a las reglas vistas para el calculo proposicional las siguientes:

En la regla VI la variable  no puede ocurrir libre en ninguna de las hipdtesis
de las cuales depende la derivacién de p(z).
En VE requerimos que t este libre para z.

olt/x]
Jwp(x)

dr

4 ()
Jzp() :
(%

m =)

Las condiciones son: en 3F, x no ocurre libre en % ni en ninguna hipdtesis
de la subderivacién de 1 distinta de @(x). En 37 ¢ debe ser libre para = en .

Se puede probar que z es libre para x en ¢ para cualqgiuer formula p. En-
tonces utilizaremos las reglas VE y 31 del siguiente modo:

Vap(z)

o(z)
o(z)
Jzp(x)

37
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