Curso de Matematica Tecno6logo Informatico

Unidad 1 - Numero Real — Definicidn Axiomatica

Axiomas de Cuerpo

1.Paratod, Y,z OR, six + y=y+ ZentonceX = Z (Cancelativa en la suma)
2.5iT, Y ER entonce + Y=Yy +=x (Conmutatividewl la suma)
3.8i%, Y,z €R entonced T+ ¥) +z=z +(y + 2) (Asociatividad en la suma)
4.Existe0 € Rde manera qur + 0 = xparatodar € R (Neutro aditivo)
5.Para cada € Rexiste un element—x € Rtal que—x + x =0 (Opuesto)
6.ParatodoX, Y, zLl R ey # 0, si exXy= yzentonces e% = Z (Cancelativa del Producto)
7.5i%, ¥ € K entonces™V = YT (@outativa del Producto)
8.siT. Y zER entonced TY)z = =(yz) (Asociativa daoducto)
9.Existel € Rde manera quzl = rpara cualquier € R (Neutro del Producto)
10.Para cad® 7 0, T € Rexiste un elementz ™~ € R tal que.?l_l.?l =1 (Inverso)
11.8i7, 4,z € R entonce (Y + 2) = xy + a2 (Distriliwe)
Axiomas de Orden

12.8iT, Y € E entonces se cumple s6lo una de estas: (Tricotomia)
0 Tr <1y

o y<rx

0 r =1y

135iT, 4.2 €ER & <1y ¥ < ZentoncesT < 2 (Tsitiva)
14.5i 7,9, 2 € Ryx <y entonce® +2 <y + 2 (Monotonia en la suma)

15817, 4, 2 € R = <yy 0 < z entonce? < YZ (Monotonia en la multiplicacién)

Axioma de Completitud

16.Si ' C IR es un conjunto no vacio y acotado, entorftegene extremos en.

Los axiomas del 1 al 15 corresponden a la estraatuéis general de cuerpo ordenado. El dltimo
axioma es el que distingl® de otros cuerpos ordenados cdudo

Definicién"Se dice que un conjunto es acotado cuando tietes superiores e inferiores. Si sélo tiene
cotas superiores se dice acotado superiormentegandente para la acotacion inferior”

Definicién:"Se dice que un n° real a, es una cota superiandmnjunto M= a=> m, Om U M”

Propiedad'Si un n°® a es una cota superior de un conjunte>Modo n° real b > a es cota superior de
M”



Corolaria”Si un conjunto M tiene una cota superior, ent@niieneco . El conjunto de cotas superiores
de un conjunto M, es otro conjunto que tiene miniggdecir existe en dicho conjunto un elemento
gue es < gque todo otro elemento de ese conjunto”

Definicion:"Se llama extremo superior o supremo de un conjarla menor de sus cotas superiores”
Definicion:"Se dice que un conjunto M tiene maxime existe mL M/ m’ =2 m, 0 m U M".
También se dice que si el supremo de un conjurntermEzre a dicho conjunto => el extremo superior es

ademas maximo del conjunto.

Se plantea como Tarea Domiciliaria, escribir lasfind@ones, propiedades y corolarios
correspondientes a las acotaciones inferiores.

Propiedad“Absorcion del 0" — (Hankel) — (Se demostrara coaplicacion del uso de los axiomas
anteriores.)

“Para todo x [ T# se cumple que x.0 = 0”

Demostracion: (como aplicacién de los axiomas)

X*0 = X*0 + (-X + X) poraxioma 4, X*0 + (-X + X) = (X*0 + X) + (-X), por axioma 3,

(X*0 + X) + (-X) = (X*0 + X*1) + (-X), por axioma 9 (X*0 + X*1) + (-X) = X*(0 + 1) + (X), por

axioma 15 X*(0 + 1) + (X) = X*1 + (-X), por axioma 4, X*1 + (-X) = X + (-X), por axioma 9y
finalmente X + (-X) = @por axioma 5, lo que demuestra la igualdad.

Breve Resefa de Conjuntos Numericos

Los Naturales - "3

Los nimeros NaturalesN = {1,2,3,4,5,6,7,...}  includo el 0, satisfacen s lo
requerimientos mas comunes a la hora de enumelatosh Puede asumirse que es esa, su
funcionalidad basica. Las operaciones aritmétieasadas en este conjunto son la suma y el Producto,
0 sea sb6lo 2. Desde un punto de vista merameritaééiio su “potencia”’, es decir la cantidad de
operaciones cerradas en este conjunto, es la nuigida. Algunas de sus caracteristicas mas
importantes lo son:

1) Tiene minimo, que es el 0.

2) No tiene maximo.

3) Tiene elementos “consecutivos”, es decir no esomjuato Denso.
4) Potencia aritmética = 2. {+, *}

Los Enteros -7

Este conjunto se crea para que, ademas de la seinargducto, la resta entre sus elementos siempre
se pueda realizar. Su creacion se basa en losaistude tal forma que un n° entero es toda resta de
naturales. De esta manera, cuando la resta dealest@s natural entonces el nUmero entero reseiltant



coincidira con el natural, pero si dicha restacnriaturales no existiera, en los enteros sienmgireah
solucion, por cuanto toda resta de naturales egpseeun entero.

Esta claro que existem restas de naturales que dan el mismo resultaddaptr existere restas de

naturales que determinan el mismo n° entero. Sitiftamos cada una de esas restas por un “par
ordenado” de naturales (m, n), donde m represmeanuendo y n el sustraendo, podremos decir que
todo par ordenado de naturales con m > n representatural o sea, un entero positivo. Todo par
ordenado con m = n, representa al entero 0 y fimaley si es m < n, se tendra un nimero entero
negativo. Estos ultimos representan la verdadegaiacion del conjunto numerico realizada al pasar

de los™ a los Z.

De esta forma, con este conjunto numeérico podernoslar toda problematica de enumerar objetos
cuyo resultado sea, tanto mayor o menor que 0.

Los numeros entero% = { - —2. —1. 0. -|—1, -|—2, o } presentas siguientes
caracteristicas: - - L ) )

1) No tiene minimo.

2) No tiene maximo.

3) Presenta elementos consecutivos, es decir NO es.den
4) Potencia aritmética = 3. {+, -, *}

Los Racionales -@

Este conjunto de niumeros basa su existencia eldema de “medir magnitudes”. Para resolver este
problema es necesario poder dividir una cantidath,den determinadas partes alicuotas, es decir, que
sean sub-multiplas de la primera. Esta necesidad hala posibilidad de poder dividir siempre 2
nameros dados, operacion ésta, que en los enterggempre es posible. Por tanto un niumero racional
se define como el resultado de dividir 2 entereisdo el divisor, en todos los casos un entero.

Por lo tanto, el conjunto de nimeros racionaledefi@e como . .
Q={{IpeZ e g0
En el siglo Xlll, Leonardo Da Vinci, mejor conocidomo g

Fibonacci, introdujo en Europa la barra horizoptaia separar numerador y denominador en las

fracciones.

Densidad en los Racionales

v

I | | |
@ A X B

Supongamos que los puntos A y B representan a @ognos racionales r y s. Sea por otra parte el
punto X, punto medio del segmento AB, ¢qué coda @se este punto representa, si €s que represente
algo?



Bien, de los supuestos hechos, resulta claro gu@A y que s =OB, sea x el elemento representado
por X, lo que nos hace ver que xOX . Como AX = XB, entonces debe ser x —r = s — x de donde

se deduce que 2x =r + s y de aqui quefx;i, con lo que concluimos quelx ©2. Por tanto, este

resultado nos dice que dados 2 racionales arloigraeintre ellos por lo menos existe otro, que es su
semi suma. Aunque en realidad, el mismo argumarstiifica la existencia deoracionales, entre 2
dados. Este resultado es nuevo, este es el priorgunto numérico estudiado que presenta esta
particularidad. Ahora bien, sabemos que entre Pmates haywo racionales y que existen de estos,

¢ significa esto que este conjunto de niumeros grglinto de puntos de una recta son biyectivos?

Supongamos por un momento que si, es decir quecpdeanumero racional existe un y sélo un punto
de una recta y que, por otra parte, este, es egmondiente de ese y s6lo ese numero racionalp por
tanto podemos llamar a esa recta “eje racional’ql® inevitablemente, nos conduce a la tesis, aln n
probada, de que cada punto de esa recta, deblerepresentante de un numero racional y mas aan, no
puede existir sobre esta recta, ningin punto qus=a®! representante de un nimer@de

\ 4

El punto C, quélal eje racional, debe ser por tanto, el representda un niumero racional, al mismo
tiempo, dicho nimero interpreta la medida del segm®C , el cual es igual en magnitud,@, por
ser radios de giro. Por tanto la conclusién légsaue./2 O Q.

Teorema — (Supuestamente de los Pitagoricos 500 ac)

J2 O Q, para probar esto supongo cierto lo opuesto,eeis d2 L Q, por tanto,/2= *, conpy gLl

o |o

Z y q # 0 yademas D(p,q) =1, es decir p y g primos entre si



Esto implica que la fraccic')lg es irreductible. Consideremos entonces en basesirn supuesto inicial que

2
ﬁ = —p, elevemos al cuadrado para eliminar el radical, looque obtenemos que 2 L, de donde se

sigue que p= 2 lo que implica que®es par, por lo tanto p es par. Sip es guaonces existe un entero k
tal que p = 2k, elevando al cuadrade={2kY = 4K, para luego sustituir erf p 2¢f, con lo cual 4k= 2cf.

Simplificando § = 2K con lo que ges par y por tanto q es par. Pero esto nieganidicion inicial de que py q
eran primos entre si, con lo que se establece amtzadiccion o absurdo, sélo explicada por el ssfumicial

hecho, por tante/2 O Q como sequeria probar.

Los NUmeros Irracionales, o la oveja negra de larfdia

El teorema anterior pone de manifiesto la existedei puntos en la recta, que representan nimeeos qu
no son racionales. Hay efectivamente “muchos méassties puntos”, que de aquellos que representan
racionales, esto es asi desde que George CanmdQ f& numerabilidad de Q y al mismo tiempo la
innumerabilidad de R ya que sin mas ni mas, a tmoelmeros que se representan por puntos de una
recta yOI Q, se les define como Irracionales, mientras guelplamente a la unién de estos conjuntos,
se le llama Reales, es defii = Q U I. Asi, todo nimero Real tiene en princi@apciones, 0 es un
Real Racional o es un Real Irracional.

De esta forma, para que R sea no numerable, cosido@s, es condicion necesaria y suficiente que |
sea no numerable, debido a que la union de numesrals numerable. Como la no numerabilidad
implica un cardinal mayor que el cardinal de loguxaes, se desprende que existen mas irracionales
que racionales ya que el cardinal del primero supkdel segundo.

La naturaleza del n° irracional es desde épocdssdgriegos, algo raro, algo diferente a lo conocid
sobre Naturales, Enteros y Racionales. Es comamidedigo por ser lo que No es. En este conjunto
ninguna de las operaciones cerradas en los amemaantiene esta cualidad. Como ya se ha advertido,
es este conjunto el que sienta las bases de aihbepra, hay jerarquias de, contra lo admitido y
contra poderosos credos religiosos.

En el sistema numeérico Decimal, un nimero irradi@@aexpresa por una parte entera y una parte
decimal, la cual estd compuesta porcifras. Estas, no siguen ninguna ley predeterdainéo que
hace dicha secuencia aleatoria. Nuevamente esisi,gs0r oposicion a la representacion decimalnde u
namero racional, el cual o tiene una parte dectoalpuesta por un numero finito de cifras y luego
todos 0, o presentan una secuencia finita, queitsga indefinidamente, llamados racionales exagtos
periodicos, respectivamente.

Algunos de los mas conocidos numeros irracionaesekn® e, el n%z, entre otros
El numero I1

Los geOmetras habian constatado, desde muy antgum,la relacion entre la longitud de la
circunferencia y su didmetro se mantenia constarmtependientemente del tamafio de la misma. A ese
namero, que muchos siglos mas tarde se demostigamimnal, le llamaron pil{).Fue Arquimedes el
primero que cientificamente calculé el nUmBr@or aproximaciones sucesivas, utilizando un método
geomeétrico, dando como valor:



3,140845 g7 < 3,142857 - En Enero de 2010, Fabrice Bellardidstio un nuevo record mundial de
cifraspara el numerdl al conseguir 2.7 trillones de digitos decimales.

Caracter Irracional dell

Teorema de Lambert — H) Xl Q T) tan(x) es Irracional

Como tanf74)=1y 1 es racional entonces debergeirracional, de donde se deduce ques
Irracional.

El nUmero €

Consideremos el conjunto M = (1+1/n)n / nO Ny n#£0}, y veamos si cumple con los
requerimientos del axioma de completitud.

1) Es facil advertir que M¢ @, ya que para n = 1 se tiene un elemento que_&d.2
2) Ahora veamos lo que tiene que ver con la acotacion.

Veremos primero que los elementos de M son unasgucecreciente, con lo que estaremos
demostrando que tiene minimo, que ese minimo epd o tanto habremos verificado el axioma de
completitud, (en este caso el extremo inferioragsbién 2), en lo que tiene que ver con la acotacion
inferior.

Por tanto, para probar que los elementos de M fouma sucesion creciente, habra que probar gue m
< Mp+1 0 lo que es lo mismo:

(1+1/n)" < (1+1/n+1)™? para lo cual echaremos mano a la férmula delrdeo de la potencia de
un binomio, o0 mas conocida como la férmula de Navd® la potencia de un binomio.

(a+b)= Z(CI” a”_i b') Para el caso deja =1y b = 1/n mientras que para;m, se tendra a
0

=1yb=1/n+1, con lo cual se tienen los sigwsrtesarrollos:

1) +1/n)"=Ci@my+ C@n)+C,@ny +....... + Cf(ij o, +Cl(@ny

e e e e e et )

La suma | tiene n+1 sumandos, mientras que la sutrene n+2, 0 sea, un sumando mas. Si fuera
posible mostrar que cada término de la suma £ epue su correspondiente en la suma Il, entonces
como esta ultima tiene ademas un sumando extéagatwnces que la primera, con lo cual estaremos
probando que los elementos de M, constituyen ulasgin creciente y de esta forma que estan
acotados inferiormente. Para probar esto ultimstabeon hacerlo para un término genérico de ambos
desarrollos,(los de color amarillo) y lo que probenpara estos, valdra para cada par de términos
correspondientes.

Segun ya hemos visto en Teoria Combinatoria, losfigentes o numeros combinatorios se
determinan:



C:' = m por tanto IasC?= r!(nn!—r)! = n(n—l)(n—2r)!...[n—(r ) y sacando en el

numerador n de factor comun en los r factores, podeescribir:

. @-1/n)@-2/n)..A-(-)/nn
Cl = . n

entonces las potencias r de n se simplifican esitrguedando como expresion Ultima para el término
genérico de I):

y como en |, este cociente estd multiplicado gddn)(

@-1/n)@-2/n)@-3/n)....A=(r =1/ n]
r!

el término genérico de 1l), sélo que se factoregl]ren los r factores del numerador, para que las

potencias de exponente r de (n+1), se simplifiqarére si, resulta:

. Por otra parte, realizando las mismas transfaonas en

1-1/n+1)@Q-2/n+DH@A-3/n+D)...A—(r -1 /n+1]
r!

realidad la comparacion se reduce a los numeradaregie ambos denominadores son iguales, por

tanto si alguna de ambas es mayor que la otra, laegue tenga mayor numerador. Para ello

observemos primero que ambos numeradores son pogdcen igual cantidad de factores, (r-1), en

ambos casos. Por lo tanto, analicemos primerarakepifactor del I) con el primer factor del Il),mes

que:

. Al comparar estas 2 expresiones vemos que en

(1-1/n) < (1-1/n+1) pues ambos son restas de igualerador, por tanto el que tenga menor sustraendo
sera la mayor resta y esta es la de Il), pues nflentonces 1/n+1 < 1/n, lo que explica la primer
desigualdad. Analogamente se justifican las ressashésigualdades:

(1-2/n) < (1-2/n+1); (1-3/n) < (1-3/n+1);....... ; [1-1/n] < [1-(r-1)/n+1], por ende el producto del
numerador del término 1) es mayor que el produntionerador del término I) y con esto, como
habiamos presentado, hemos probado que los elesragitoonjunto M, forman una sucesion creciente
y asi queda justificada la acotacion inferior.

Ahora, por ultimo, probemos que M esta acotadorsupeente. Para ello primero, calculemos algunos
de sus elementos:

n=1lentoncesm=2:n=2=>m=225nNn=3==@A37;n=10=>m=2,594; n =100 =>m =
2,705:n =1000 =>m =2,7169; n = 10000 => m 4314.

De la lista de elementos de M, se intuye la padinil de que, a pesar de ser una sucesion estrittiame
creciente, los elementos de M, no superan al 28104 a probar por tanto, que m <I&h[JM . Con
esto quedara sentenciada la acotacion superior gedel acuerdo al axioma de completitud, debe
existir un n° Real, extremo superior de M.

Como ya se ha visto:

@+1/n)"=Cl@my+ C@m)+Ci@ny +....... + Cf(lj S +Cl(n)y =

n



1+ 1+n(n—l)i+ n(n-1)(n-2) i+ ....... N n(n=1)...[n—(r -1)] i+

21 n2 3 n° r! n

Sacando n de factor comdn en los numeradores de téaaino y simplificando con la respectiva
potencia de n que aparece en el término respecésolta que:

(1+1jn 1414+ @-1/n) N L-1/n)@-2/n) .4 @-1/n)@-2/n)....pA=(r -1 /n] + <
n 2 3 r!

1 1 1 1 o .
<1+1 ot §+ 4 Foinns + F+ ...... , pues se han sustituido todos los numeradare$,siendo

que:

1+=|"< 1+= + + + =+ <l+—+—+—+—+—+.. +—+..=

1), 1,1,1 1 1 1,1,1,1 1 1
; Lttt gt e

4 r! 20 2t 22 28 o4 T opr

En base a las sustituciones: 11%=21; 21 = 2 =2; 31 =6 > 2= 4; 41 = 24 > 3= 8, por lo que a partir
del 4° sumando de la ultima suma, este y todoguede siguen son mayores que sus predecesores, po
tanto resulta que:

(1+1J” < 1+ io+il+i2 +i3+i4 +...+i+..., en donde la suma que se genera a partir del 2°
n 2> 20 2¢ 20 2 2'
sumando en adelante es una progresion geométriea @e ¥z, cuyo valor viene dado por:

n
o)
2
1
—-1
2
que se cumpla para todo n, es decir paraxm-pesulta que (1/2)-> 0, con lo que el numerador de la
expresion ultima tendra como limite -1. Por otregoal denominador es — %2, con lo cual vemos que al

hacer n ->o, la suma de la geométrica tiende a 2, por lo goeemos sustituir en la Ultima
desigualdad y resulta que:

, tomando limites para n -2, ya que la desigualdad se prueéban [IM, lo cual implica

(1+ lj” < 1+ 2 =3, con lo cual hemos probado lo que mabiamos propuesto es decir que todo
n

elemento de M es menor que 3, con lo cual M esadoosuperiormente y po tanto de acuerdo al
axioma de completitud, tiene extremo superior.

Definicion: “Se llama n° e, al extremo superior dehjunto M”. Su valor aproximado es 2,71828.



Caracter Irracional de e

Comenzamos mostrando una propiedad bien conocidaineroe:

i | 1 1 1
(1) Eglaﬁl-lhﬂ_l_ﬁﬁ-ﬁ-km

Supongamos ahora que podemos obtelwemo cociente de dos enteros positivos (por lasskn
anterior claramente debe ser positivo), es decir:

p
2) =i
q

siendop y q enteros positivos. Multiplicamos la expresiongtjq! a ambos lados, obteniendo:

¢ ¢ ¢ ¢
(3) gle = gl 4 "1—I l- o1 |- gy + E = .

Por (2) tenemos quige es un namero entero, y claramente la parte denta gjue aparece
explicitamente en (3) también es un nimero enRoptanto la diferencia entre ellos, digarRys
también sera un numero entero (y positivo). Veaguesforma tiend:

q' q! q!
G+ g+ e

R_

Simplificamos los factoriales:
1 | 1 | 1
g+1 (¢g+1)(g+2) (g+1)(g+2)(qg+3)

Comoq+2>q+1qg+3>q+ letc., se cumple la siguiente desigualdad:

R =

1 1 1
" | 4 — e <
g+1 (g+1Mg+2) (g+1Mg+2)(g+ 3)
1 ] 1

< - ¢ |




Sacando factor comun y usando nuevamente la fordeulas suma de una progresion geométrica de
razon q:

R ! 14 ! | ! |
g+ 1 (g+1) (g+1)°
1 1 1 (¢g+1) 1
(¢+1) \1-=5) (¢+1) ¢ ¢
1
= R < -
q

Peroq era un entero positivo, por targo> 1 En consecuencia su inverso sera menor que 1miene
entonces quR es un numero entero positivo que cumple la sigeieadena de desigualdades:

1
0<R<-<1
q
Pero como no existe ningn nimero entero entré Gepemos que la esta situacion no puede darse. Es

decir, hemos llegado a una contradiccion que pddidiecho de suponer geera racional. Por tanto,
utilizando reduccion al absurdo, obtenemoseugimero e es un numero irracional

Valor Absoluto de una expresion Real

El valor absoluto de un nimero real, es su valepdés de quitarle su eventual signo negativo. Si el
namero es positivo, su valor absoluto es él mismentras que si es negativo, el valor absolutd es e
namero opuesto.

Se notay| el valor absoluto de en las calculadores y los ordenadores se utilesmtetrasabs.

Por ejemplo: | - 4,5 | = 4,5 (se quita su signatieg) y | 3,14 | = 3,14 (no se modifica).

Visto como funcién, el valor absoluto se defindidguiendo segun el signo del nimero:

—r sir<0
abs(z) = |z| =
r sir>=0

Su representacion grafica coincide con la diaggmal- x cuando x es negativo, y con la diagogal
X cuando es positivo (ver figura).



Propiedades elementales

. | - '5"*| - |a| (paridad de la funcion valor absoluto)
. la-b[=|a|-[b]

a| _|a

bl 1D

|| = [b]| < la+b] < |a| + [b| (desigualdades triangulares)
|a"|=la|"

Se propone como ejercicio, demostrar estas iguasdagando la definiciébn dada.

Potencias y Radicales en Reales

1) Veamos que podemos hacer con las potencias de beesd y exponente Natural >0
Def.: “Seaal R y nlJ N con n > 0 entonce$ a a.a.a.a.....a, con n factores a”

De esta definicion se prueban facilmente las sigegepropiedades:

m n+m

=a
n

a. a"*a
a _ - .
b. — =a""™ en estas condiciones si hacemos n = m entaroes: 0 por tanto resulta una

Q

nueva propiedad que dice: {&)1
) =
(@)".(b)" = (ab)”

b
b) ()"

2) Consideremos ahora que el exponente es Entero negat

o o

De la propiedad a del apartado anterior, sean ahgran enteros opuestos, supongamos n > 0, por lo
que sera m un entero < 0, pero a su vez n + mor 6g¥ opuestos, entonces se cumple que:

1 . .
a"*a" =1 dedondea™ =—, con lo cual se calculan las potencias de exgeramtero negativo, a
a

través de ‘potencias de exponente natural. Es iateegrobar que con la relacion anterior, las 5
propiedades del apartado anterior para exponetiieahgiguen valiendo en caso de exponente entero
negativo. Queda como tarea domiciliaria verificarlo



3)Potencia de base Real y exponente Racional

Supongamos que buscamos solucion al problema e Balacionales p y g tales que una potencia de
base real a y exponente p.q de como resultado a.

aP = a entonces debe ser p*g = 1, con lo que p y g debeimversos. Esto es equivalente entonces, a
escribir que:

(a)Y? =a, pero por definicién, sa" =b= a="/b, ahora elevando al inverso de r por lo anterior
visto: (a")"" =b”" = a= 1/ b, por tanto se cumple qudr’’’ =%/b, igualdad que expresa una

correlacion, una identidad muy fuerte entre lageipats de exponente racional y las raices. Incluso
para apreciar de mejor modo esa relacion, si éhitaa igualdad hacemos que b's esultara que:

(b)llq =(Cr)llq =(C)r/q =% =%/Cir

gue no hace otra cosa que expone que un numerelegatio a un exponente fraccionario es la raiz de
indice el divisor del exponente, cuya cantidad iadlical es la base real de la potencia considerada,
elevado a un exponente que coincide con el numerddb exponente fraccionario. Con estas
consideraciones se prueba facilmente la extens@asl 5 propiedades ya vistas para exponente
natural, al caso de exponente Racional.

Observacion:

Al plantear que: a' =b= a=%b, es menester hacer el siguiente comentario acdecdas
consecuencias que trae aparejado el hecho de gupaiente entero r sea par o impar.

1) Sirespar,como@d R en todos los casos debe ser para que la igupiasth ser cierta,
que el namero real k= 0, de lo contrario, decimos que el simbqﬁb, carece de

significado en este conjunto numerico.
2) Siresimpar, no es necesario realizar ningunadaidn a la definicién anterior.

En sintesis, al trabajar con radicales en el cénjde los Reales, si se trata de radicales dednmdic,
debemos exigir a la cantidad sub radicat i), para que esta simbologia, tenga el sentideetgue
fue definida.



Funcidn Exponencial y Logaritmica en los Reales

Una funcion f(x) = (@) con ald Ry x 0 Q, definida de R->R queda definida con las Unicas
restricciones de que a sea > 0 ¢ dl. Dicha funcién es biyectiva y >[0x en R. Naturalmente que
como la estructura matematica de la funcién expdakrs una potencia, valen en su caso todas las
propiedades vistas en el apartado correspondibasecondiciones exigidas a la base, son requisitos
indispensables para asegurar la biyeccion, perindgina manera debe tomarse como limitante para
efectuar célculos de potencias de base < 0. Lecbign es una propiedad muy importante ya que en
ella se basa la existencia de la funcion inversa, también sera biyectiva como le es la funciéon
logaritmica.

Para el caso que a > 1, Bin a* para x-> < se puede interpretar en funcion de lo visto patantias

. .1 ., .
de exponente entero negativo, como lzﬂﬂ)’q para —x -> 0, lo cual da0" . La funcién exponencial
a

de base a > 1 es estrictamente creciente, comaesde padvertir facilmente a través del siguiente
razonamiento: “Si para todo par de valores x ey, <y, se tiene que sus imagenes, es demif <

(a)’ entonces la funcién exponencial es estrictameetsate”.

X+a _

y>x=>y=x+a,cona>0=>(a)’ = (a)*'= (a)*.(a)", comoa>0ya>1, entonces éa)’> 1,
por tanto(a)*.(a)” > (a)*, con lo cual se prueba qia)’>(a)*. Sintesis:"Como el limite déa)* para

x -> -oes J y esta funcién es estrictamente creciente, secgeqiuel] x es (a)*> 0.

Analogamente, para bases 0 < a < 1, se pruebastmes decreciente y que convergée,gfra x ->
+0o0, con lo cual se termina de comprobar que todadarexponencial es estrictamente positiva.

Funcién Logaritmica

Definicion: “Se llama logaritmo en base a del nimeral exponente b al que hay que elevar la base
para obtener dicho nimero.”

(a)=b - x=log

que se lee : "el logaritmo en base a del nimemoXj eo también : "el niumero x se llama logaritdsb
namero b respecto de la base a " .

Como podemos ver, un logaritmo no es otra cosauguexponente hecho que no debemos olvidar
cuando trabajemos con logaritmas constantea es un numero real positivo distinto de 1, y se
denomina base del sistema de logaritmos. La patedigiara cualquier valor real de b solo tiene
sentido si a > (La funcidn logaritmica (o funcion logaritmo) es uaalicacion biyectiva del conjunto
de los numeros reales positivos, sin el cero, eomglinto de los niUmeros reales :

log,: R, —> R

a-—x



Es la funcién inversa de la funcion exponendtialoperacion logaritmacion (extraccion de logargmo
0 tomar logaritmos) es siempre posible en el carepbcuando tanto la base a del logaritmo como el
namero X son positivos, (siendo, ademas, a distiatb)

Propiedades:

log ,1=0

log,a=1

log a" =x

alngﬂx —

log,(1-v)=log,u+ log,v

loga[E] =log ,u—log,v
¥
. l-::.ga(u.”) =H-log, u

1
o log, "fu=—log,u
7

e log.b = (logb)(logc) “fé6rmula del cambio de base”

Se dejan como Tarea Domiciliaria la justificaci@adda una de estas propiedades.



