5 - Propiedades simples de la Légica de Pred-
icados

Consideramos sentencias.

Consideramos un « arbitrario por lo que las pruebas valen para todo a.

Teorema 5.1

1. =Vzp < Jz-p.
Demostremos « = —Vap = o = Jz—ep.

Dem. no para todo a ¢[a/x] entonces existe un a —p[a/z].

Reciproco: similar.

2. ~Jdzp > V.
Demostremos a = ~3x¢ = a = Ye—gp.
Dem. no hay ningtin a que cumpla ¢ entonces para todo a se cumple
Reciproco: similar.

3. Vzyp + -Jx—p.

Demostremos a |= Vrp = a = -Jz—gp.

Dem. Si para todo a se cumple ¢ no existe ningin a que cumpla —.

Reciproco: similar.

4. Jzp > Va-p.
Demostremos «a = Jrp = a | ~Va-p.

Dem. hay un a que cumple ¢ entonces no para todo a se cumple —p.

Reciproco: similar.



Teorema 5.2

1. VaVyp < VyVap.

Demostremos « = VaVyp < o = VyVae.

Dem. para todo a se cumple que para todo b se cumple . a y b
representan constantes cualesquiera. Es lo mismo que poner: para
todo b se cumple que para todo a se cumple ¢.

2. Jxdyp < Jydze.
Demostremos « = JzIyp < o = JyJze.
Dem. existe un a y existe un b tal que se cumple p[a,b]. Es lo mismo
que decir : existe un b y existe un a tal que se cumple ¢la, b].

3. Vzyp < ¢ cuando = € FV (p).
Demostremos « = Vrp < a | ¢.
Dem. Si a no ocurre en FV (p), p[a/z] = ¢. Luego si se cumple ¢ se
cumple Yz y viceversa.

4. Jzp < p cuando x € FV (p).

Demostremos « |= Jzp < o = ¢.

Dem. Si a no ocurre en F'V(y), pla/z] = ¢. Luego si se cumple ¢ se
cumple Jzp y viceversa.

Teorema 5.3

1. Vz(p AY) < (Voo AVay).

Demostremos a |=Vz(p AY) & a | (Yop A V).



Dem. Para todo a se cumple ¢ y 1. Entonces para todo a se cumple
¢ y para todo a se cumple .

Reciproco. Si para todo a se cumple ¢ y para todo a se cumple ¥
para todo a se cumplen ambos.

.z V) & (Fzp Vv Izy).
Demostremos «a = Jz(p V) & a | Bze V Iz).

Dem. hay un a que cumple ¢ o . Supongo cumple ¢ entonces hay
un a que cumple ¢, supongo cumple ¥ entonces hay un a que cumple
.

Reciproco. Supongo (Jze V dx1p). Entonces se cumple alguno de los
dos existe. Supongo se cumple Jxp entonces hay un a que cumple ¢
luego dicho a cumple ¢ V1. Supongo se cumple dz1) entonces hay un
a que cumple ¢ luego dicho a cumple ¢ V 9.

V() v ) © (Vap() V) = € FV(9).
Demostremos « = Vz(p(x) V) < a | (Vep(z) V).

Dem. Para todo a se cumple g[a/x] V 1. Si para todo a se cumple
vla/x] hemos probado Vap(z). Sino hay al menos un a que no cumple
Vap(z), para dicho a se cumple 9. Luego se cumple Vap(z) V 9.

Reciproco. Se que para todo a se cumple ¢ o si hay un a que no
cumple ¢ se cumple ¥. Luego para todo a se cumple p(a) V 1.

- Fx(p(x) NY) & Frp(x) Ap) z & FV ().
Demostremos a = Jz(p(x) V) & o = (Jze(z) A ).

Dem. hay un a que cumple p(a) y también cumple ¥. Como % no
depende de a sabemos se cumple ¢. También se cumple ¢(a).

Reciproco. Hay un a que cumple ¢ y ademas se cumple . Luego
hay un a que cumple p A 1.



