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Capitulo 1

Introduccion

El procesamiento cuantico de la informacién es un area multidisciplina-
ria, reciente y muy dindmica. Desde el punto de vista de sus aplicaciones,
podemos distinguir tres grandes areas de interés: comunicaciones seguras
basadas en distribucién cuantica de claves, simulacion eficiente de sistemas
cudnticos (moléculas, dispositivos microelectrénicos o nanotecnolégicos) y el
procesamiento algoritmico de informacion. Esta dltima drea esta potencia-
da por la posibilidad real de realizar tareas relevantes de forma mas rapida
que una computadora clasica. El tema convoca a especialistas en Logica,
Matematicas, Teoria de la informacion, Fisica, Ingenieria, Quimica... traba-
jando a niveles tedrico, experimental y aplicado. Como en otras areas del
conocimiento, existe una sinergia entre los desarrollos tedricos y los avances
experimentales que permiten implementarlos. Desarrollos tedéricos como la
teleportacion, el codificado denso, los protocolos criptograficos o los algorit-
mos de Grover y de Shor, han estimulado y hecho posible la realizacién de
diversos experimentos disenados para llevarlos a la practica. Es caracteristi-
co de ésta area, que el proceso prediccién-verificacién tenga lugar en pocos

anos, no decenios.

Una carencias importante, es la falta de nuevos algoritmos que aprove-
chen la ventaja cudntica en situaciones de importancia practica. Los procesos
markovianos han servido de base para la gran familia de algoritmos estocés-
ticos [MRO6]. El andlogo cuantico de un caminante al azar, es la caminata
cuantica (QW). Este protocolo ha despertado un considerable interés en los
altimos anos ya que, debido a las correlaciones cuanticas, se propaga con

mayor rapidez que un caminante al azar clasico y puede explorar un espa-
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cio en menor numero de pasos que su correspondiente clasico. En ciertas
topologias, esta ventaja llega a ser exponencial. Se espera que el QW pueda
conducir (como ya lo ha hecho en el caso de los algoritmos de biisqueda) a
nuevos algoritmos cudnticos mas rapidos que sus correspondientes cldsicos.
Este trabajo se centra en las realidades y potencialidades de éste protocolo

en lo relativo al procesamiento cudntico de la informacién.

El trabajo estd organizado en cinco capitulos. En las siguiente secciones
de éste capitulo damos un breve panorama histdrico del drea, introducimos la
notacién que usaremos en este trabajo y presentamos los primeros conceptos
relativos a la Caminata Cuéntica (QW), un protocolo de evolucién que es
central en éste trabajo. Las correlaciones cudnticas (enredo) son un elemento

esencial en el procesamiento cuantico de informacion.

El capitulo 2 esta dedicado a la caracterizacion del enredo en sistemas
puros y en mezclas estadisticas, en el contexto general del QW con una o dos
particulas. Mostraremos aqui algunos resultados propios que hacen posible la
caracterizacion analitica del nivel de enredo a tiempos largos entre los grados
de libertad de un caminante cudntico. La Teoria de Juegos proporciona un
lenguaje para tratar situaciones entre dos o mas agentes que compiten por
un recurso con intereses conflictivos. A nivel cudntico, el mismo lenguaje se
puede utilizar para aprender sobre el efecto de las medidas sobre estados
enredados desde una perspectiva diferente a la de la evolucion dindmica. Al
final del capitulo 2, damos un ejemplo donde el enredo cuantico es esencial
para tener alternativas no existentes en juegos clasicos. Luego mostramos
como es posible cuantizar una clase de juegos cldsicos (técnicamente, juegos
bi-partitas de suma no nula) usando el protocolo del QW con dos o més

particulas.

El talén de Aquiles del procesamiento cudntico de la informacién es la
relativamente escasa produccion de algoritmos cuanticos que realicen tareas
significativas en forma sustancialmente mas rapida que sus contrapartes cla-
sicos. En el capitulo 3 discutimos algunos algoritmos cudnticos basados en
la técnica de amplificacién de amplitud y realizamos un relevamiento de los
algoritmos basados en el QW, que no detallamos por razones de espacio.
Después de presentar algunas nociones de complejidad algoritmica, consi-
deramos la perspectiva de cuantizar uno de los mejores algoritmos clésicos
para resolver una clase de problemas considerados “duros” (NP-completos),

para los cuales no se conocen algoritmos eficientes.
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Uno de los mayores obstaculos para el procesamiento cudntico de la in-
formacién es la tendencia de las superposiciones coherentes a degenerar en
estados “cldsicos” (decoherencia), debido a la interaccién inevitable de un
sistema cudntico real con su entorno. En el capitulo 5, analizamos diversas
manifestaciones de la decoherencia en el QW, desde el punto de vista ana-
litico y numérico y presentamos algunos resultados propios. Finalmente, en
el capitulo 6 presentamos nuestras conclusiones y perspectivas.

Por razones de espacio, el enfoque de éste trabajo serd fundamental-
mente descriptivo, omitiendo todos detalles y demostraciones que no sean

necesarios para la comprensiéon de los conceptos involucrados.

1.1. Procesamiento cuantico de la informacion

1.1.1. Perspectiva historica

La idea de que la Mecéanica Cuantica podria usarse provechosamente pa-
ra procesar informacién fue una de las iltimas contribuciones realizadas por
R.P. Feynman antes de su muerte en 1988 [Fey82| [Fey80]. Esta idea estaba
adelantada a su tiempo y en el momento en que fue formulada no tuvo gran
impacto, fuera de un pequeno grupo de pioneros entre los que se encontraba
Charles Bennet de IBM. En la década del 90, Bennet fue el precursor de la
Teleportacién, el codificado denso, el primer (y el mas usado) protocolo de
criptografia cudntica (ver Refs. méas adelante). Fue ademds uno de los prime-
ros en considerar al enredo como un recurso y propuso la medida de enredo
actualmente en uso para estados puros. Siendo un fisico tedrico por forma-
cién, Bennet estuvo involucrado en muchos de los experimentos realizados
para confirmar sus propuestas tedricas. En 1992 Deutsch y Josza demues-
tran, a través de un algoritmo concreto [D.J92], que el paralelismo cudntico
permite determinar una propiedad global de una funcién binaria f(z) de
argumento entero, exponencialmente mas rapido que el mejor algoritmo cla-
sico. Si bien este resultadOEI no resuelve ain un problema préctico, el mismo

demuestra el potencial del paralelismo cudntico para procesar informacion.

La funcién binaria f esta restringida a ser de dos clases: o es constante o es balanceada,
es decir de suma nula. La “propiedad global” consiste en determinar a que clase pertenece.
Clasicamente, esto requiere O (2") evaluaciones de f(z), donde n es el tamaflo (ntimero de
bits) del argumento z. Cudnticamente, se obtiene la misma informacién con la aplicacién de

una operacién unitaria que evalia f simultdneamente en todos los valores de su argumento.
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Poco después Peter Shor formula un algoritmo [Sho97], basado en la trans-
formada cudntica de Fourier, que permite, entre otras cosas, la factorizacion
eﬁcienteﬁ de grandes nimeros enteros. Este problema es de gran aplicacion
préactica, ya que la dificultad para factorizar enteros grandes es la base del
protocolo criptografico RSA, cominmente usado en la actualidad. A partir
del resultado de Shor, se dispara un gran nivel de actividad en el drea, tanto
a nivel tedrico como experimental.

A nivel tedrico, se formulan los primeros algoritmos de bisqueda basa-
dos en la amplificacién de amplitud [NCO0], el mas conocido de los cuales es
debido a Luv Grover [Gro97], el cual esencialmente adiciona la amplificacién
de amplitud a un protocolo de Deustch-Josza ligeramente modificado. Tipi-
camente, este tipo de algoritmos es capaz de encontrar un item particular
entre N elementos desordenados, en O (\/N > pasos, lo cual representa una

mejora cuadréticaﬁ con respecto al caso clésico, que requiere O (N) pasos.

Los primeros logros experimentales se han producido en el area de la
encriptacién de informacién y distribucion segura de claves. Protocolos de
encriptacién cudnticos, como el BB84 (Bennet y Brassard, [BB84]) y el de
Eckert [Eke91], han sido implementados usando pares de fotones distribuidos
por distancias de varios kilémetros por fibra éptica [MZG96]. Recientemente,
se ha demostrado en China el protocolo BB84 sobre una distancia de 15 km
usando fotones transmitidos por aire [PBZ7T05] y hace un mes se reportd
una experiencia similar entre dos de las Islas Canarias, a través de 144 km
[Urs06]. Existen dispositivos de encriptacién segura, basados en el protocolo
BB&84, en fase comercial hace un par de anodl.

En 1993 Charles Bennet y colaboradores plantean la posibilidad de uti-
lizar las correlaciones cuédnticas (entanglement o enredo), asistido por un
canal de comunicacién clésico, para teleportar estados cudnticos [BBCT93].
La teleportacién se concreté por primera vez en 1997, en un experimento con

fotones polarizados [BPM™97|. Recientemente, se logré teleportar en forma

2En el contexto algoritmico, una determinada tarea se realiza en forma “eficiente” si
el nimero de pasos requeridos crece como un polinomio O (™) con el tamano n de la
entrada. El tamafio de la entrada se asimila, por ejemplo, al niimero de bits necesarios
para representarla.

3Los algoritmos cudnticos de bisqueda @ (\/N ) son 6ptimos, es decir que no es posible

obtener una ganancia exponencial a partir de técnicas de amplificaciéon de fase.
1Véase, por ejemplo, los productos ofrecidos por la compaifa suiza ID Quantique

http://www.idquantique.com/home.htm
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determinista estados codificados en particulas masivas (iones de Calcio y
Berilio) usando trampas de iones en el NIST [BCST04] e independiente y si-
multdneamente en Innsbruck [RHR04]. En éstos experimentos, que siguen
de cerca el protocolo propuesto originalmente por Bennet et al., la distancia
es pequena (una fraccién de mm) y se obtiene una fidelidad del orden de
75 % entre el estado original y el teleportado. El ano pasado en el Instituto
Nils Bohr en Dinamarca [SKO™T06] se logré teleportar un estado codificado
en luz laser a un ensemble de ~ 10'? dtomos de Cesio sobre una distancia de
~ 50 cm. Esto representa un logro importante, ya que la informacién se codi-
fica en fotones para su transmisién, pero se almacena en un soporte material
(dtomos, iones, spines, o similar). Poder transformar, minimizando pérdidas,
un qubit légico entre ambos tipos de soporte ffsiccE (fotones y dtomos) es
una habilidad esencial para el procesamiento cudntico de la informacién. En
el Apéndice B describimos en detalle un ejemplo sencillo de teleportacion
y asi como del protocolo de codificado denso (también debido a Bennet y
colaboradores) que permite enviar dos bits de informacién usando un sélo

qubit usando el enredo.

En los ultimos anos se han ensayado diversas tecnologias escalables@
(como las trampas de iones, sistemas con fotones o puntos cuanticos en ma-
teria condensada) orientadas a la preparacién, manipulacién y preservacién
de estados cuanticos coherentes. Un resumen de las fortalezas y debilidades
de las distintas tecnologias candidatas para realizar un computador cuantico
se encuentra en la “Hoja de Ruta” de Computacion Cuantica, elaborada por
un panel de expertos [Hug04]. Actualmente, es posible durante un tiempo
limitado preparar y manipular en forma controlada unos pocos qubitd] y se
espera lograr en los proximos anos el control coherente de decenas de qu-
bits, lo cual haria posible los primeros ensayos de protocolos cuanticos de
correccién de errores, un elemento esencial de cualquier dispositivo practico

para el procesamiento cuantico de informacion.

5A veces se habla, en lenguaje muy grafico, de qubits voladores y qubits fijos.
SEs decir, con el potencial de ser extendidas a decenas o centenas de qubits.
"Muy recientemente, la compaiifa D-Wave lanzé al mercado una méquina con procesa-

dor cudntico, basado en pares superconductores, que opera a temperaturas de Helio liquido
con la intencién declarada de alquilar tiempo de méquina a la industria para simulaciones
cuénticas eficientes (Vea http://www.dwavesys.com/ por mds detalles). Esta propuesta es
limitada, controvertida y no se apoya en trabajo divulgado anteriormente por los canales

usuales de la comunidad cientifica.
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1.1.2. Algunos conceptos preliminares

El bit, la unidad de informacién clasica, se codifica en un sistema fisico
con dos estados bien diferenciados. En forma similar, la unidad de informa-
cién cudntica (el qubit) se codifica en un sistema cudntico de dos estados
ortogonales. Tipicamente, se denomina a estos estados |0), |1) independien-
temente de su naturaleza fisica. Simbolos como |-) representan vectores en
un espacio de Hilbert y pueden referirse a los niveles electrénicos internos de
un ion en una trampa de iones, a la direccién de polarizacién de un fotén,
a la orientacién del spin de un electrén, o a la presencia o no de corriente
en un circuito superconductor, entre otros ejemplos. En el Apéndice A, que
complementa a esta Seccidn, damos una version resumida de los postulados
de la Mecanica Cudntica, introducimos con cierto detalle la notacién de Di-
rac (de uso corriente en el contexto de la informacién cudntica y adoptada
en este trabajo) y sentamos las bases de la descripcién cuédntica de estados

de uno o varios qubits en sistemas cuanticos cerrados o abiertos.

Es interesante observar que la especificacion de un qubit arbitrario,
|¥) = cos@]0) + € sinf |1), requiere de dos pardmetros reales (6, ) y por
lo tanto de infinitos bits. Al medir un qubit, el resultado es no determinis-
ta. De acuerdo con las reglas de la Mecanica Cudntica, obtenemos una de
las alternativas “clasicas”: |0) con probabilidad cos?# y |1) con probabilidad
sin? #. Como ya mencionamos, uno de los mayores obstéculos para un dispo-
sitivo de computacién cudntica real, es la tendencia de las superposiciones
cuanticas, como |0) + |1), a decaer hacia las alternativas clésicas (|0), [1))

como consecuencia de interacciones con el entorno.

Las transformaciones reversibles de un qubit se llevan a cabo a través de
operaciones unitarias. Es usual referirse a estas operaciones (por analogia con
el caso cldsico) como “compuertas cudnticas”. Una compuerta importante es
la compuerta de Hadamard que actiia superponiendo uniformemente los kets

de entrada

1
V2

S

H10) = —=(10) +[1)) H\1>=\/§

(10) = [1))- (1.1)

En la representacién canénicaH, 0) — (1,007 y [1) — (0,1)T, la matriz

8Usamos el supraindice T para indicar el transpuesto.
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asociada al operador H es

H=— . (1.2)

Cuando se consideran estados de mas de un qubit, aparecen nuevas pro-
piedades sin andlogo clasico. Consideremos primero un estado de n qubits,
todos en el estado |0). Este estado se describe por el producto tensorial
|0)®™. Si se aplica una operacién unitaria U sobre n qubits, el nuevo estado
es U]0)®". Por ejemplo, si esta operacién consiste en U = H®", el resultado

es la superposicién uniforme de las N = 2™ alternativas clésicas,

i

1

H®n|0> — \/_N
J

[15)- (1.3)

Il
=)

En la expresién anterior, los kets |j) describen estados de n qubits expresados
en notacién compactall. El estado ([L3) corresponde a una superposicién de
los primeros 2 enteros no negativos. La Fig. [CIl muestra graficamente la
accion de esta compuerta.

Este tipo de superposiciones permite aprovechar las ventajas del parale-
lismo cudntico. Por ejemplo, una operacién Uy que implemente un oracul
f(x), actuaria simultdneamente en los 2" valores del argumento x. Esto es
lo que se hace, por ejemplo, en el algoritmo de Grover, discutido en la Sec-
ci6n BTT1

Existen compuertas que representan operaciones controladas y no pueden
descomponerse en productos de compuertas de un qubit. E1 C-NOT (NOT
controlado) es una compuerta de dos qubits que actia invirtiendo el segundo
qubit si el primero esta activo, pero no afecta el segundo qubit si el primero

esta inactivo. Se puede expresar en forma simple usando la suma binaria @,
Cla,b) = |a,a @ b) (1.4)

donde a y b representan digitos binarios del primer y segundo qubit, respec-

9Por ejemplo, un estado de dos qubits ||3) = [11) = |1) ® |1). En general, esta claro a
partir del contexto si un ket esta expresado en notacién compacta o en notacién binaria.
Cuando haya posibilidad de confusién usaremos la notacién || -) para identificar a los

estados de varios qubits expresados en notacién compacta.
1OEn informética tedrica se designa asi a una funcién binaria con dominio entero.
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|0> H |0>+|1>
9]
% 10> H 10>+[1>
) |
a

|0> H |0>+]1>

Figura 1.1: Diagrama mostrando la accién de la compuerta H®™ sobre el n-qubit [0)®".
Se omiten los factores de normalizacién en las salidas de un qubit. La salida es la super-

posicién uniforme ([C3)).

|a> |a>

’ b
b:D_aea

>
[b> g |a®b XOR gate

CNOT gate

Figura 1.2: Diagramas mostrando la accién de las compuertas CNOT (cuéntico) y XOR

(clasico). Los simbolos a y b representan digitos binarios.

tivamente. En forma explicita,

Cl00y = [00)
cloy = |o1)
o0y = |11)
C11) = |10) (1.5)

En la representacién canénica de dos qubits, {|00), [01),[10),|11)}, la matriz
4x4 de la compuerta CNOT es

10 0 0

0100 I 0
C: —

0001 0 o,

0010

donde I es la identidad 2x2, 0 la matriz nula y o, la matriz de Pauli que
representa la inversién, 0,|0) = |1), o,|1) = |0). La accién de esta compuerta

es similar (a primera vista) a la de la compuerta cldsica XOR (OR exclusivo)
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|O>+|1>

0> HH o——

|00>+|11>

P
0> N

Figura 1.3: Una compuerta CNOT controlada por una superposicién genera puede en-

redar los estados de entrada. Se omiten factores de normalizacién.

que tiene dos entradas binarias a y b y una salida a @ b. La compuerta XOR

opera de acuerdo a la tabla de la verdad de la suma binaria,

a\b |0 1
00 1 (1.6)
1110

Sin embargo, existen diferencias fundamentales entre estas compuertas.
En primer lugar, la compuerta clasica XOR es una operacién irreversible:
dada su salida a @ b, no se puede saber cuales eran los valores de entrada
que le dieron origen. En cambio, dada la salida (LCH) de la compuerta CNOT
es inmediato saber cual fue la entrada: la compuerta CNOT es (como toda
compuerta cudntica) reversible porque se preserva la informacién del canal
de control. En la Figura se representa esquematicamente la accién de
ambas compuertas. La otra gran diferencia entre los CNOT clasicos y cuan-
ticos tiene que ver con el hecho de que la compuerta cudntica puede estar
controlada por una superposicién «|0) + 3[1). Como lo muestra la Fig. [[3
en este caso la compuerta puede generar enredo entre los estados de entrada.
Por otra parte, compuertas cudnticas que son un producto de compuertas
de un qubit, como H®2, no afectan a las correlaciones cudnticas.

La compuerta CNOT es un ingrediente esencial de cualquier dispositivo
de procesamiento cuantico de informacién. Una compuerta CNOT mas el
conjunto completo de compuertas de un qubit (por ejemplo, las matrices de
Pauli y la identidad) conforman un conjunto universal de compuertas. Es
decir, una operacién unitaria arbitraria sobre n qubits se puede implementar

en base a éstas compuertas [NCO().
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x-1 X x+1

Figura 1.4: En su versién bésica unidimensional, un caminante al azar da un paso a la

derecha con probabilidad p o (excluyente) a la izquierda con probablilidad 1 — p.

1.2. La Caminata Cuantica

En una cadena de Markov o caminata al azar, la posicién del caminante
en un instante dado t queda determinada por su posicién anterior, en ¢ — 1,
donde t es una variable discreta no negativa. En el caso unidimensional mas
sencillo, el caminante da pasos iguales (a la derecha o a la izquierda) con
probabilidad p y 1—p, respectivamente. Ocupa sitios discretos uniformemen-
te distribuidos en una linea, que inidicamos por enteros x = 0,+1,+2,...
(vea la Fig. [[d)). El desplazamiento es condicional al valor de una variable
aleatoria binaria. La caminata al azar es un paradigma para procesos difu-
sivos en general y como tal encuentra miltiples aplicaciones en Ciencia y
Tecnologia. En particular, las cadenas de Markov han servido de base para
diversos algoritmos de optimizacién que requieren la exploracién de espacios
multidimensionales. Por ejemplo, como se muestra en el Capitulo Bl algu-
nos de los mejores algoritmos para resolver problemas NP-completos son

estocdsticos y se basan en la caminata al azar.

La caminata cudntica (QW) [Kem03] es un anédlogo de una cadena de
Markov, en el cual el componente estocastico (un bit de informacién ob-
tenido, digamos, como resultado de arrojar una moneda) se reemplaza por
una operacion unitaria aplicada sobre un qubit. Si este qubit se mide a cada
paso, se destruye la coherencia y el proceso es markoviano. Pero si se le de-
ja evolucionar en forma unitaria, y se realiza el desplazamiento condicional
se obtiene un proceso coherente con caracteristicas propias. Por ejemplo, la
“moneda” cudntica, a diferencia de su contraparte cldsica, puede existir en

superposiciones de las alternativas cldsicas y en ese caso el caminante se

10



1.2. La Caminata Cuédntica 1. Introduccién

desplaza simultdneamente a derecha e izquierda. La evolucion resultante es
reversible, como lo requiere la Mecdnica Cuéntica, y por lo tanto la caminata
cuantica mo es un proceso estOCcistic. Si bien el desplazamiento condicio-
nal es un elemento comun a ambos enfoques, el punto de vista cudntico es
muy diferente del de un proceso clésico. Al cabo de cierto nimero de pasos,
el caminante cuantico se encuentra en una superposicion de varias posicio-
nes (y estados de moneda). Sélo cuando se realiza una medida, se obtiene
una posicién concreta y se destruye el estado previo en el proceso. Ademas,
la propia evolucién va generando correlaciones cuanticas entre la moneda y
la posicién, de modo que — por ejemplo — una medida de la moneda afecta
drasticamente la distribucién de probabilidad de la posicién. En su versién
a tiempo discreto, el QW fue propuesto originalmente por Y. Aharonov, L.
Davidovich y N. Zagury [ADZ93].

1.2.1. Formalismo basico del QW

El espacio de Hilbert de la caminata cuéntica (QW) es de la forma
H ="H, ® H, donde ® indica un producto tensorial, H, es el espacio de
posicién y H, un espacio auxiliar de un qubit (al cual nos referiremos como
el espacio de la “moneda”). El espacio de posiciones es generado por el con-
junto ortonormal {||z)} donde los enteros z = 0, £1,+2. .. estan asociados a
sitios en la linea. El espacio de moneda es generado por los estados {|0), |1)},
de modo que un estado genérico del caminante es descrito por

e ¢}

W) = D [aa|0) +ba|1)] ® |l2), (1.7)

T=—00

donde a,, b, son coeficientes complejos que satisfacen la condicién de nor-
malizaci(’) >, la2| + |bz|*> = 1. Un paso de la caminata cudntica se da al

aplicar el operador de evolucién,

U=Y(lz+ 1)l @ 0){01+]|z — Dzl @ [1){1]) - (L, © Ue),  (18)

donde I, es la identidad en el espacio de posicién, U. una operacién uni-
taria en el espacio de un qubit, H.. Este operador actiia primero haciendo

evolucionar la moneda bajo U. y luego aplica una traslaciéon condicional a

1Es bastante comin encontrar en la literatura la expresién “quantum random walk”

asociada a este proceso, lo cual es claramente un abuso de lenguaje.
12En lo que sigue, quedan implicitos los limites de la suma sobre sitios en la linea.

11
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Figura 1.5: Distribucién de probabilidad del caminante cudntico, ec. (L), después de
t = 100 pasos. La distribucién no guarda ninguna semejanza con la de un caminante al

azar con p = 1/2, que es una gaussiana centrada en el origen.

las amplitudes de los estados de la moneda. De manera que, a cada paso, el
caminante cuantico avanza simultdneamente en ambas direcciones. El hecho
de que la traslacion sea condicional al estado de la moneda, implica que en
la evolucién se generan correlaciones cuédnticas (enredo) entre la posicién y
la moneda. Trataremos en detalle estas correlaciones y su valor a tiempo
largos en el capitulo 2.

Después de t pasos (t es una variable discreta y positiva), un estado

inicial |[¥(0)) evoluciona a
[T (t)) = U'|%(0)). (1.9)

Si se realiza una medida, la particula sera encontrada a cierta distancia del
origen de orden ~ n. Mas especificamente, la distribuciéon de probabilidad

de encontrar la particula en el sitio x es
P(x,t) = (U] (o) (]| @ L) [We) = [ax ()] + [ba(8)]. (1.10)

Es muy comiin usar la operacion de Hadamard, introducida en la seccién
[CT2 como operacién de moneda ya que la misma al aplicarse sobre |0) (o
|1)) genera superposiciones uniformes de ambas alternativas, vea la ec. (ILTl).
Usando U, = H, en la ec. (LY y asignando un estado inicial, por ejemplo

uno localizado en el origen,

_ 0 +df1)
[W(0)) = ol 10) (1.11)
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Figura 1.6: Varianza de la distribucién P(n,t) en funcién del niimero de pasos, t, para
una evolucién de Hadamard. El crecimiento es balistico independientemente de las condi-

ciones iniciales.

se obtiene una evolucion concreta. A partir de la misma se puede evaluar la
distribucién de probabilidad P(x,t), luego de cierto ntimero de pasos, por
ejemplo ¢t = 100. El resultado, Fig. [LO, muestra los efectos de la interfe-
rencia entre ondas de materia. Para ésta condicién inicial, la evolucién de
Hadamard es simétrica y se cumpl P(z,t) = P(—x,t). Los picos en los
extremos avanzan como r =~ +t/+/2. La regla de evolucién ([CH) es tal que,
partiendo del origen x = 0, solo se ocupan sitios con la misma paridad que
el nimero de pasos t. Esto es, parat = 0,2,4... , P(x,t) = 0 si z impar.
Similarmente, a tiempos impares solo se ocupan sitios impares.

La varianza de esta distribucion,
o(t) = 2’ P(x,t) (1.12)
xX

se muestra en la Fig. (LH) como funcién del nimero de pasos. A diferen-
cia del caminante clasico, cuya varianza crece como ~ t, en éste caso la
varianza crece como t2 para todas las condiciones iniciales. Este resultado
ha sido demostrado por varios autore usando diversas técnicas analiti-

cas [TM02), NV, [Kon(2al, RSSST04]. De modo que, en el mismo ntimero de

3Esto no es asi para condiciones iniciales arbitrarias. Para U. = H y un inicio localizado,
la condicién para una evolucién simétrica es una moneda inicial ag|0) + bo|1) equilibrada
(lao] = |bo]) ¥ con R(abo) = 0 [KNSO4.

Entre los cuales se cuenta nuestro grupo de Montevideo.

13
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pasos, el caminante cudntico es capaz de explorar una porcién significativa-
mente mayor del espacio accesible que el caminante clasico. El crecimiento
cuadritico de o2 esta directamente relacionado con la interferencia entre
ondas de materia y depende de una evolucién coherente. Sin embargo, en
el Cap. 4 mostramos que en presencia de niveles de ruido moderados, la
caminata cudntica es significativamente mas rapida que su correspondiente
cldsica, atin a tiempos largos [RSAT04.

No es posible en general, obtener en forma cerrada la dependencia tem-
poral de los coeficientes a,(t),b,(t) definidos en la ec. (). Sin embargo,
realizando una transformada de Fourier para expresar el problema en el
espacio de niimero de onda, es posible obtener expresiones aproximadas, va-
lidas para t > 1 y para una condicién inicial dada. En el capitulo siguiente
mostramos como, a través del analisis de Fourier, es posible caracterizar el
nivel de enredo asintético entre la moneda y la posicién, que en este sistema
alcanza valores bien definidos [ADRS06].

1.2.2. Implementacién fisica

En los ultimos anos se han realizado propuestas para implementar el
QW usando diversos sistemas fisicos: cavidades con fotones (cavity QED)
[SB0O3], trampas de iones [I'M02], &tomos neutrales en redes épticas (optical
lattices) [DKB0O2, [EMBLO5], resonancia magnética nuclear (NMR) [DLST03]
o usando fotones polarizados y éptica lineal [ZDY ™02 [PAO6, [KLMOT].

Para implementar el protocolo del QW, es necesario contar con un pro-
cesador cudntico capaz de manejar en forma coherente algunos qubits por
tiempo suficiente (digamos, t &~ 10) para aplicar varias operaciones unita-
rias. Esto no es una tarea facil con la tecnologia actual, pero tampoco es
imposible. De las numerosas propuestas mencionadas, recientemente se ha
reportado la realizacién de dos de ellas. Una se realizé usando el procesador
cuantico (basado en Resonancia Magnética Nuclear, NMR) de la Universi-
dad de Waterloo por Ryan et al [RLBL0OS]. En esta tecnologia, los qubits
se codifican en ensembles de diferentes tipos de moléculas en solucién. El
sistema esta a temperatura ambiente y el estado cuantico es una mezcla es-
tadistica que debe ser descrita por un operador densidad. Es relativamente
facil implementar compuertas cuanticas de uno y dos qubits usando pulsos
de radio frecuencia para interactuar con los spin nucleares de variedades

especificas que codifican un qubit dado. Sin embargo, es dificil preparar el

14
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Figura 1.7: La implementacién de Ryan et al usa 3 qubits. Con 2 qubits se etiquetan
los vértices de un cuadrado. El qubit restante se usa para la moneda. Figura tomada de
[RLBLO5).

estado inicial deseado y, més importante, la tecnologia no es escalable mas
alld de sistemas de pocos (7 u 8) qubits [Hug04]. En el experimento de Ryan
et al., el procesador cuantico tiene 4 qubits: 2 qubits se usan para describir
4 posiciones, 1 qubit se usa como moneda y el restante, que no participa de
la dindmica, es necesario para preparar el estado inicial.

El QW que se reproduce tiene lugar en una geometria cerrada (un cua-
drado) en vez de una linea abierta. La distribucién de probabilidad de un
QW en una cadena cerrada de N nodos, es la misma que la del QW en
la linea si el nimero de pasos es t < N. Para t ~ N aparecen efectos de
interferencia entre los dos “extremos” de la funcién de onda que afectan a la
distribucién de probabilidad, haciéndola recurrente. Para ¢ > N la distri-
bucién de probabilidad tiende a ser uniforme en toda la circunferencia. En
el caso N = 4, luego de t = 8 pasos se recupera la distribuciéon de partida,
es decir U® = I. Ryan et al. consideran una operaciéon de moneda de Ha-
damard y miden el operador densidad (por tomografia cudntica) luego de
cada pason = 1,2...8. Obtienen fidelidades del orden de 90 % con respecto
al valor tedrico. En particular, luego de 8 pasos, la fidelidad con el estado
inicial es de 87 % =4 4 %. Finalmente, introducen ruido en forma controlada
en la operacion de moneda y observan que la distribucién de probabilidad

tiende a los valores cldsicos, como es de esperar.

Implementaciéon con éptica lineal

La otra realizacién experimental del QW [DSBT05] se basa en una pro-
puesta realizada en 2003 [DLXT03| que utiliza la polarizacién y la direccién
de propagacion de fotones junto con elementos de éptica lineal para codi-

ficar el QW sobre una “linea dinamica” abstracta. Esta propuesta ha sido
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Figura 1.8: Geometria para la accién de la placa de media onda que simetriza las direc-
ciones de polarizacién en torno a su eje principal (linea roja). Cuando el mismo se orienta
formando un 4ngulo de 22,5° con z, esta direccién de polarizacién se transforma en z’

y la direccién ortogonal y en %', lo cual corresponde a la transformacién de Hadamard,

ec. (CI3).

recientemente extendida a pares de fotones [PAQ6], lo cual permite imple-
mentar un QW con dos particulas. Este esquema puede ser la base para una
implementacién de juegos cuédnticos iterados (Seccién ZZ32), por lo que serd
expuesto en cierto detalle.

El qubit de moneda se codifica usando los estados de polarizacion lineal
(z,y) de un fot6n. La posicién en una linea abstracta se codifica de una forma
algo mas compleja que explicamos mas adelante, pero los grados de libertad
relevantes son dos direcciones de propagacién (h,v) del fotén en una mesa
optica bidimensional. El estado del fotén en un momento determinado es un
estado de dos qubits |p) € Ha, donde asociamos el primero a la direccién de
propagacion y el segundo a la polarizacién de modo que |¢) = |t,p) = |t)|p).

Establecemos contacto con el protocolo del QW a través de las asocia-
ciones

h < 0 x < 0

v o« 1 y < 1l

De este modo, el ket |01) representa a un fotén que se propaga en direccién
h con polarizacién y y el ket |tp) con ¢, p binarios representa un estado de
la base computacional de dos qubits.

Los elementos de éptica lineal requeridos para implementar un QW son

una placa de media onda (HWP, Half-Wave Plate) y un separador de haz
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Figura 1.9: A PBS transmits the x component and reflects the iy component of polariza-
tion. When a photon enters the PBS in a superposition polarization state |p) = a|z)+ 3|y),
its propagation direction is shifted only for the polarization component y. This conditional

operation implements a polarization-controlled CNOT gate, as discussed in the text.

por polarizacién (PBS, Polarizing Beam Splitter). Este elemento simetri-
za las componentes de polarizaciéon con respecto a la direccion de su eje
principal. Orientando el mismo para que forme un angulo de 22,5° con la
direccién de polarizacién x, como se muestra en la Fig. [[8, implementa una
transformacion de Hadamard sobre la polarizacion,

1 1
7 Hly) = ﬁ(lﬂﬁ —[y)). (1.13)

El cubo PBS transmite la componente x de polarizacién, pero refleja la

Hjz) = —=(|) +[y)),

componente y, cambiando la direccidon de propagacién en forma condicional a
la polarizacién, como se muestra en la Fig. Esto representa una operacion
CNOT sobre la direccién de propagacién (codificada en el primer qubit)
controlada por la polarizacién (codificada en el segundo qubit).

Estos elementos bésicos se intercalan como se muestra en la Fig. [CT0l
Un fotén sale de un PBS moviéndose en direccién h o v con polarizacion
arbitraria. Si sale en la direccién h se considera que dio un paso a la derecha
en una linea imaginaria (llamada “linea dindmica”) en la cual tiene lugar el
QW légico. Si sale del PBS con direccién v se considera que da un paso a la
izquierda en la linea dindmica. La posicién n en la linea dindmica (esto es, el
nimero de pasos horizontales menos el nimero de pasos verticales) se puede
incluir en la descripcion del caminante. Un estado del mismo pasa a estar
dado por |n,t,p), donde |t, p) representa los estados genéricos asociados a la

direccién de propagacién y la polarizacién, pero |n) representa un registro
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Figura 1.10: Optical arrangement that produces a QW with one or two photons. The
input ports are labelled A and B. In this example, the detectors are placed so that the

positions of the photons are measured after N = 5 iterations.

de varios qubits asociado a la posicién en la linea dindmica. La accién del

PBS se representa en este espacio por

c=3" [(Z |n,t,m><n,t,x|> + In, v,y (. byl + |,y (n, 0, )
n t

Recordemos que esta operacion condicional sobre la direcciéon de propagacion
es controlada por la polarizaciéon. Al salir de un cubo PBS se aplica un
operador traslacién S que modifica la posicion en la linea dinamica en +1

en forma condicional a la direccién de propagacion,

S=> (In+1,hp)n, h,p|+n—1,0,p)n,v,p|)

n?p
donde p representa un estado genérico de polarizacién. En este espacio, un

paso de la evolucién queda dado por un operador unitario
U=S-C-(I®H).

Partiendo de un estado inicial, luego de pasar por t cubos PBS, se obtiene
|U,) = U!|¥) y se realiza la medida de la posicién y direccién de propaga-
cién n,d a través de la deteccion (y destruccién) del fotén en alguno de los

detectores del array.
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Figura 1.11: Resultados de 4 experimentos midiendo la posicién del QW en la linea
dindmica luego de pasar por ¢ = 5 compuertas PBS-H. El eje horizontal corresponde al
numero del detector, es decir a sitios en la linea dindmica (n = 0 corresponde al detector
# 4). El eje vertical es proporcional a la intensidad observada en cada sitio. El dngulo 6
fija la polarizacion inicial con respecto a x, como se discute en el texto. Figura tomada de
[IDSBT05.

El aparato puede operarse en régimen de baja intensidad, de modo que un
tnico foton este presente a la vez en el mismo. En este caso, el fotén interfiere
consigo mismo en los diferentes caminos hacia uno de los detectores. FEn el
experimento de [DSBT05], se usé como estado inicial |¥g) = |n =0) ® [v) ®
|p), donde la polarizacién forma un dngulo 6 con la direccién z, es decir
|p) = cosB|x) + sinf|y). Los resultados (esperados vs. observados) luego de
pasar por N = 5 PBS y para varios valores de # se muestran en la Fig. [LT11
Los efectos de interferencia son visibles, pese a que solo son cinco pasos.

Finalmente, mencionamos que se ha “simulado” un QW usando interfe-
rencia entre senales luminosas coherentes [KRS03bl [TPK04] aunque en este
caso, no es posible reproducir algunos aspectos esenciales ya que la “cami-
nata” se realiza en frecuencia y la informacién se codifica en modos cldsicos
del campo electromagnético. Como consecuencia, no hay enredo entre la

posicién y la “moneda” [KRS03al.
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1.2.3. La Caminata Cuantica a tiempo continuo

Existe una versién de la caminata cuantica basada en una descripcién Ha-
miltoniana con tiempo continuo, introducida en 1998 por Fahri y Gutmann
[FGA8]. Esta versién produce resultados similares a la de tiempo discreto, pe-
ro presenta algunas diferencias. Por ejemplo, no requiere un grado de libertad
de moneda. Algunos resultados algoritmicos interesantes [CCD™T03, [CG04]
se han formulado en base a la caminata a tiempo continuo, por lo que la
definiremos aqui y daremos algunas caracteristicas bésicas de la misma.

La idea es considerar sitios en un grafo definido por un conjunto de vérti-
ces V ={1,2,...v} y un conjunto de conexiones entre ellos. Las conexiones
pueden definirse por una matriz de conectividad A, de dimensién v X v tal-
que A;; = 1 si los vértices (7,7) estan conectados y A;; = 0 de otro modo.
La diagonal de A es nula.

Se considera el espacio de Hilbert generado por los estados |z), donde x

es un vértice del grafo, z € V. Un estado genérico se representa por
W) = ax(t)|z). (1.14)
x

La evolucién estd dada por la ecuacién de Schrodinger (usamos h = 1),

d

i (2] ¥(t) = > (xlHly)(y|e(t) (1.15)

y
donde el hamiltoniano se define proporcional a la matriz de conectivida,
H = —~A y ~ es la probabilidad por unidad de tiempo de que tenga lu-
gar una transicion entre dos vértices. Si escribimos la solucién formal de la

ecuacion de Schrodinger,

|0) = e (0)) (1.16)

se ve el parecido con el QW a tiempo discreto con la identificacién U = e=4.
Nos interesa el caso particular de la caminata a tiempo continuo en
una linea. En este caso, un sitio x solo conecta con sus vecinos x £+ 1. El

Hamiltoniano se reduce a

Hig) =~ (ko — 1)+ + 1) (1.17)

15Para grafos bidireccionales, como los considerados aqui, A;; = A;; y el Hamiltoniano

es hermitico.
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Figura 1.12: Comparacién entre las distribuciones de probabilidad generadas por (i)
la caminata a tiempo discreto en marrén, obtenida a partir de la ec. (CI), con t = 56
(se grafican los sitios pares, pero los tridngulos indican todos los puntos) y (ii) a tiempo
continuo con ¢t = 40 en azul. La condicién inicial es localizada en x = 0 y en el caso de la

caminata a tiempo discreto la moneda es (]0) 4 4|1))/v/2.

es decir, una matriz con las dos diagonales vecinas de la principal con valores
constantes. Hemos fijado v = 1/2 para que la probabilidad de ir a derecha
o a izquierda sea 1 y la probabilidad de permanecer en el sitio x, cero.

La solucién de (LTH) en este caso es inmediata. Los coeficientes a,(t),
definidos en la ec. ([LId), satisfacen

P = S lan(t) + 4 (1) (1.18)

Para una condicién inicial localizada en el origen, a,(0) = d,0, la solucién

de esta ecuacion es proporcional a la funcién de Bessel cilindrica,
am(t) = (_Z)xe(t)7 (119)

de modo que la distribucién de probabilidad es simplemente P(x,t) = J2(t).

En la Fig. se muestra esta distribucion para t = 40. La distribucién
del QW a tiempo discreto para t = 56 se muestra en el fondo y la semejanza
es evidente. La razén por la cual es necesario usar tiempos de evolucion
diferentes en la comparacion es que la velocidad de dispersién de la caminata
a tiempo continuo es algo mayor que la de tiempo discreto. En ambos casos,
la varianza asociada a la distribucién P(z,t) crece cuadréticamente con el

tiempo.
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La relacién formal entre ambos procesos (tiempo discreto, tiempo conti-
nuo) era un problema en abierto hasta que se establecié detalladamente la
forma de pasar del QW discreto al continuo, el afio pasado [Str(6]. Pese a
que ambos espacios de Hilbert son diferentes (uno tiene un qubit de moneda
que el otro no tiene) tomando el limite de tiempo continuo del QW discreto
produce dos caminatas a tiempo continuo, una para cada grado de libertad
de la moneda. En este trabajo nos ocuparemos principalmente de la cami-
nata a tiempo discreto, ya que esta propuesta es mas cercana al modelo de

compuertas légicas usado en la bisqueda de nuevos algoritmos.
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Capitulo 2

Correlaciones cuanticas

El enredo es una de las caracteristicas que distinguen a la Mecdanica
Cuéntica de una descripcion cldsica. Si dos particulas comparten un estado
enredado, el estado de cada una depende del estado de la otra, aunque se
encuentren espacialmente separadas y sin interacciéon mutua. Las medidas
de observables asociados a cada una de ellas estaran correlacionadas entre si,
de una forma que excluye a las explicaciones cldsicas basadas en el realismo

local.

Estas correlaciones cuédnticas (o enredo, para abreviar) son un recurso
esencial para el procesamiento cuantico de informacién. El enredo puede
ser creado, transformado de diversas maneras y consumido para realizar
determinadas tareas. Los protocolos cuanticos de correcciéon de errores, un
componente esencial de cualquier dispositivo real, requieren de grandes can-

tidades pares de estados enredados.

La teleportacién cuédntica es una de las aplicaciones mas importantes de
los estados enredados. Por ejemplo, la teleportacién mas las operaciones de
un qubit conforman un conjunto universal de operaciones [GC99]. En la ac-
tualidad, la teleportacion tiene un rol importante en la transformacién de
la informacién codificada en un qubit 16gico con soporte fisico en fotones (y
por lo tanto mévil) a un soporte material para su almacenamiento o pro-
cesamiento. Por ejemplo, experimentos recientes teleportan informacion de
pulsos luminosos a ensembles de ~ 10'® dtomos de Cesio [SKOT 06l ISCT04].
En el ejemplo elemental del Apéndice B, mostramos que para teleportar un

qubit se consume cierta cantidad (un e-bit) de enredo.

Las aplicaciones criptograficas constituyen otro ejemplo de la impor-
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tancia de la capacidad de manipular correlaciones cuanticas. Existen desde
hace tiempo protocolos de distribucién segura de claves basados en estados
enredados [Eke91], y han sido implementados usando pares de fotones dis-
tribuidos por distancias de decenas de kilémetros por fibra éptica [MZGI6]
y por aire [PBZT05]. Una forma de extender el alcance de estas técnicas es
usar “repetidores cudnticos”, capaces de recibir un fotén de un par enreda-
do y re-transmitir otro fotén con las mismas caracteristicas que el primero
[BDCZ9§]. Esto deberia realizarse ademds con suficiente fidelidad como pa-
ra no estropear la informacién transmitida. Las exigencias técnicas para un
repetidor cuantico operativo son formidables. Pese a ello, se ha reportado
recientemente un gran avance en esta direccién [YZCT06| usando la técnica

de “Entanglement swapping’Ll.

Por todo lo anterior, es importante aprender a cuantificar el nivel de
enredo en un sistema cudntico. La cuantificacion del enredo esta bien esta-
blecida en el caso de enredo bipartita entre estados puros. No obstante, el
caso de las mezclas estadisticas (tipicas de sistemas cudnticos abiertos) es
el mas relevante desde el punto de vista de las aplicaciones y en este caso
existen multiples medidas de enredo con propiedades diferentes. En el caso
de enredo multipartita, la situaciéon es ain mas compleja. En este trabajo

nos limitaremos al caso de enredo bipartita.

La caminata cudntica en la linea, con una particula, presenta enredo
entre los estados de posicién y de moneda. Este enredo se genera durante
la evolucién. Cuando se consideran dos particulas, pueden aparecer diver-
sos tipos de enredo (entre ambas posiciones, entre ambas monedas, etc.).
Ciertas operaciones de moneda generan enredo entre las particulas, otras lo
preservan. En este capitulo intentamos dar un panorama de como se pue-
de caracterizar y cuantificar el enredo en el QW de una y dos particulas.
Finalmente, dado que el enredo es una de las caracteristicas que distingue
a los juegos cuanticos de sus correspondientes cldsicos, hemos incluido una
seccidn sobre juegos cuanticos, especialmente los juegos iterados que hemos

propuesto recientemente, basados en el QW.

'En esencia, esta técnica consiste en lo siguiente: dado un par enredado A-B con A y
B alejados entre si, es posible hacer que B interactue con una tercer particula C y generar
enredo B-C. Una medida (usualmente destructiva) de B, deja el par A-C en un estado
mutuamente enredado, aunque A y C nunca han interactuado directamente! La particula

B ha servido de mediadora para generar enredo entre A y C.
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2.1. Estados enredados

Los estados enredados estan implicitos en el Principio de Superposicion,
aplicado a estados de mas de una particula. Por ejemplo, un estado genérico
del sistema compuesto mas simple, un estado arbitrario de dos qubits en el

espacio de Hilbert Hs, tiene la forma
|U) = «|00) + 5|01) + ~]10) + §[11). (2.1)

Como mencionamos en el Apéndice A, a menos que se verifique la relacién
([AZ]) entre los coeficientes, no es posible descomponer este estado en un
producto de dos estados de un qubit. En |U), el estado de una particula
depende del estado de la otra. Los estados producto, [¥,) = |pa) @ |¢B),
en los cuales cada subsistema (A,B) esta en un estado bien definido, son
estados especiales de Hos.

Los llamados “estados de Bell’ﬁ

1
%) = = (00) 1) (2.2)
wE) = (jo1)  [10))

V2

forman una base ortonormal en Ho y son estados maximamente enredados:
una medida de uno de los qubits, permite predecir con certeza el valor del
otro. El enredo de uno de éstos pares de Bell es una unidad adecuada para
medir este recurso y recibe el nombre de “e-bit” (entanglement-bit o unidad

de enredo).

Enredo parcial

Un estado de mas de un qubit puede estar parcialmente enredado, como
por ejemplo

|¥(6)) = cos0|00) + sin f|11) (2.3)

donde 6 € [—7/2,7/2]. Supongamos que ambos qubits se separan y Alice
mide el primero en tanto Bob mide el segundo, en una experiencia tipo
EPR. Para comprender la naturaleza del enredo parcial, supongamos por

simplicidad que € € [0,7/4] y consideremos dos situaciones:

2La nomenclatura se justifica por su rol central en las experiencias tipo EPR vinculadas

a verificaciones experimentales de violaciones a las desigualdades de Bell.

25
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i) Si Alice no hace nada, Bob observa |0) con probabilidad pg(0) = cos? §
y |1) con probabilidad pg(1) = sin?é.

ii) Alice mide su qubit y digamos que obtiene |0). Después de la medida,
el sistema conjunto esta en |00). En general, la realidad de Bob se ve
afectada por la medida ya que ahora tiene probabilidades pgg 0)=1y
(1) =0.

La magnitud del cambio en la realidad de Bob depende de 6. Si § = 0 no
cambié nada, ya que las probabilidades de Bob son iguales antes y después
de la medida de Alice; esto coincide con el caso en que el estado |¥) es
separable y no hay enredo. En cambio, si § = 7/4, el cambio es méximo:
antes de la medida de Alice ambos resultados son equiprobables para Bob
(minima informacién). Después de la medida de Alice, Bob sabe con certeza
que su medida resulta en |0) (méxima informacién). Esto coincide con el
caso en que (Z3)) es un estado de Bell, maximamente enredado. En los casos
intermedios, la medida de Alice afecta la realidad de Bob en una proporcién
que depende del valor de 6. Estas correlaciones reflejan el cardcter no local

de la Mecdnica Cuédntica.

Enredo y el operador densidad

En general, en el contexto del procesamiento cuantico de informacion
es necesario trabajar con el formalismo de operador densidad (en la Sec-
cién [A3, enumeramos sus propiedades més relevantes) que representa la
mezcla estadistica resultante cuando se cuenta con informacién incompleta
sobre el sistema.

Existe una correspondencia entre los estados en el espacio de Hilbert H
y los operadores densidad p en el espacio asociado D(H). Recordamos que

el operador densidad se define como
p=> pilT) (T (24)
i=1

donde las probabilidades p; satisfacen los requisitos usuales, 0 < p; < 1
y >_;pi = 1. Dado un operador densidad p que describe un estado de un
sistema compuesto, H = H 4 ® Hp, diremos que un estado bipartita p es

separable si es posible expresarlo como una mezcla de estados producto,

p=>"pip @ p” (2.5)
i=1
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donde py4 € D(H4) y similar para B, son operadores locales a los subespacios
H A O H B-
Dado un operador compuesto p, no es obvio si el mismo es separable.

Por ejemplo, dado el estado

3 A2 V2
22 o 0 L]
N2 1 V2

o= o1 1 (5 0
0 Y2 5 _;\2
12 24 2%

/2 /2 5

—iyg 0 igr 13

en la representacién canénica de dos qubits, |00), |01), |10), |11) (vea el Apén-
dice A), no es evidente que puede expresarse como una mezcla de la forma
Z3) y es separable.

Un testigo de enredo (entanglement witness) es cualquier cantidad, compu-
table a partir de p o medible en el laboratorio, que permita distinguir estados
enredados de estados producto. El pardmetro de Bell, S, asociado a las corre-
laciones entre medidas de observables conjugados de un par de particulas,
es un testigo de enredo que se determina experimentalmente. Un testigo de
enredo responde la pregunta sobre si un estado es separable, pero en caso
negativo no nos dice cuanto enredo contiene (en términos de e-bits), por lo

que es de utilidad limitada.

2.2. Medidas de enredo

Para cuantificar el enredo se requiere una cantidad que refleje la intensi-
dad de las correlaciones cudnticas (EPR) entre ambas particulas, pero que
no sea crezca debido a otro tipo de correlaciones. Usamos la notacion usual
para el espacio de Hilbert H = H4 ® Hp compuesto por dos subsistemas
A y B. Los operadores densidad p, pa, pp pertenecen a los correspondien-
tes espacios asociados. En general, una medida de enredo es un funcional
E que asocia un real no negativo a cada operador densidad p € D(H).
Existen algunos requisitos que una medida de enredo “0til” debe satisfacer
[SM95, [HHH96, [VPRKO9S|:

1. Testigo de enredo. E(p) = 0 si y solo si, el estado p es separable.

2. Normalizacién. E(p) es maximo cuando p estd completamente mezcla-

do. En particular, para dos subespacios de dimension d, el estado mé-
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ximamente enredado |®}) = Ele(ﬁ}A ® |i)B)/Vd, donde |i)4 (|i)B)
es una base ortonormal en H 4 (Hp), tendrd un enredo E(|® 1) (@ 1]) =
log, d. Para el caso de enredo entre dos qubits, d = 2, |<I>§"> es un estado

de Bell y el maximo es £ = 1.

3. Monotonia bajo operaciones LOCC. El enredo (correlaciones entre par-
tes distantes de un mismo sistema) no puede generarset] a partir de
operaciones locales, aunque se disponga de un canal de comunicacion
clasica que permita coordinar las operaciones de A y B. Este conjun-
to de operaciones — mediante las cuales es imposible generar enredo
— recibe el nombre LOCC (Local operations and Classical Communi-
cations). Cuando hablamos de “operaciones locales” nos referimos a
Medidas Generalizadas (vea el Apéndice A) restringidas a cada uno de
los subespacios A,B (operaciones unitarias locales y/o medidas pro-
yectivas locales). Una buena medida de enredo debe ser mondtona
decreciente bajo LOCC. Es decir, no puede aumentar bajo LOCC. En
base a este requisito, a veces se denomina a la medida de enredo un
“mondétono de enredo” (entanglement monotone). Si denotamos por

&4, las respectivas LOCC,

p—p =[Ea®EBl(p)
entonces E(p) > E(p').

4. Convexidad. El enredo de una mezcla es menor o igual que la mezcla
del enredo de sus componentes. Es decir que las correlaciones clasicas

de una mezcla estadistica no aumentan el nivel de enredo,
E (Z piﬂi) <Y piE(pi).
i i

Existen ademds algunos requisitos de segundo orden, de caracter méas
técnico (como el que tiene que ver con la sub-aditividad del enredo) que no
seran detallados aqui. En lineas generales, se pueden dividir las medidas de
enredo en dos grandes clases: las medidas de tipo “operacional” y las medidas

“computables”.

3De hecho, podria definirse el enredo como el tipo de correlaciones que no es posible

generar via LOCC.
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Hay varias medidas de enredo en uso, que satisfacen estas condiciones
total o parcialmente. Para estados puros, la situaciéon es mas simple ya que
existe un teorema de unicidad y se usa casi exclusivamente la entropia de
enredo. Para mezclas estadisticas hay una multitud de medidas en uso, de las
cuales sélo mencionaremos algunas. En particular, la Concurrencia [Woo9§]
es especialmente interesante debido a que se ha mostrado recientemente
[WSRD™06] que es directamente observable en el laboratorio. En este tra-

bajo, por simplicidad, limitamos la discusion al caso de enredo bipartita.

2.2.1. Estados puros — Entropia de enredo

La cuantificacién del enredo en el caso de un estado puro bipartita, con
|¥) € H =Ha ® Hp, se ve facilitada por que estos estados describen siste-
mas sin correlaciones cldsicas. Para un estado puro enredado, el estado de
cualquier subsistema componente es una mezcla. En este caso, el grado de
“mezcla” o la falta de informacién sobre cual es el estado del subsistema, se
puede tomar como un indicador fiable del enredo.

Un ejemplo ayudaré a aclarar la situacién. El estado de Bell
|®T) = (]00) + |11>) /\/2 esta representado por el operador densidad

=3 (\00><00] + 100)(11] + [11)(00] + |11)(11]) (2.6)

que evidentemente describe un estado puro, ya que tr(p?) = 1. Para re-
presentar el estado del qubit en H4 (el primer qubit desde la izquierda),
aplicamos la traza parcial sobre el otro subespaciﬂ y obtenemos el operador

densidad en D(H 4),
pa=trp(p) = %I (2.7)
donde I es la identidad en el espacio de un qubit H 4. Este estado describe
una mezcla estadfstica ya que tr(p%) = 1/2 < 1 y es un estado de minima
informacién: una medida del primer qubit resulta en |0) o |1) con probabi-
lidad 1/2. Esto es una manifestacién del enredo presente en |®%), ya que la
traza parcial representa una media sobre todos los estados de B.
La falta de informacién en un estado p puede cuantificarse adecuada-

mente usando la entropia de von Neumann, S

S(p) = —tr(plogp) = Z)\ log \; (2.8)

4La situacién es completamente idéntica si se busca expresar el estado del segundo

qubit tomando la traza con respecto al primero.
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donde los A; son los autovalores de p. En el caso de un estado puro, como
(23), la entropia es nula. Pero en el caso de la mezcla ([27) la entropia es
maxima (y el contenido de informacién, minimo). En efecto, es ficil verificar
directamente que S(pa) = 1, si se usa el logaritmo base 2.

De modo que, para estados puros, puede usarse la entropia asociada a
la matriz reducida como una medida de enredo. Esta entropia verifica las
propiedades que hemos enunciado en la seccién anterior y se conoce como

“Entropia de enredo”,

da
Sp(p) = —tra(palogpa) = = > Ailogg, Ai (2.9)
i=1

donde pg = trp(p) y da es la dimensién de Hy4. En realidad, es una materia
de conveniencia si la entropia se calcula tomando la traza sobre el subespacio
A o el B ya que los autovalores de la matriz reducida son los mismogi.

A modo de ejemplo, consideramos el estado puro con enredo parcial
definido en la ec. (Z3)). El operador densidad reducido es diagonal, con au-
tovalores A\; = cos?6 y Ay = sin?6, de modo que la entropia de enredo
es

Sp(0) = — cos?(0) log, [cos®(#)] — sin?(9) log, [sin?(0)] .

Esta funcién, de periodo /2, se gréfica en la Fig. Bl El grado de enredo
varfa entre 0 (estado producto) y 1 (estado maximamente enredado). La
entropia de enredo permite cuantificar en forma simple las situaciones de
enredo parcial, como la descrita en el apartado anterior.

Existe un teorema de unicidad para la entropia de enredo. Este resultado
establece que, para estados puros, cualquier medida de enredo que satisface
los criterios (1-3) antes enunciados mds algunas otras condiciones razona-
bles relativas a la aditividad y continuidad debe coincidir con la entropia de
enredo [DHR02Z]. De modo que, en los tltimos afos, esta es la medida de en-
redo que se ha usado, en casi todos los casos, para cuantificar el enredo para
estados puros. Sin embargo, no es adecuada para mezclas estadisticas, ya
que no distingue entre correlaciones cuanticas y clasicas. Las siguientes sec-
ciones describen trabajo recientemente publicado, realizado en colaboracién

con nuestro grupo, donde usamos esta medida de enredo para cuantificar

®Este resultado se prueba usando la descomposicién de Schmidt para expresar el estado
puro en la forma |¥) = Z;n:i?(dA’dB) uklak) ® |bk), de donde resulta que los operadores

reducidos tienen los mismos autovalores p2.
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ARNAR
0,4/ \ / \
o,z/ \ / \

X2 =) 0 74 T2

Figura 2.1: Entropia de enredo para el estado puro definido en la ec. ({Z3), como funcién

del parametro 6.

el nivel de enredo a tiempos largos en la caminata cudntica con una y dos

particulas.

2.2.2. Enredo asintético en el QW (*)

El objetivo de esta seccidon es evaluar el nivel de enredo entre la posi-
cién y el grado de libertad de “moneda”, para una caminata cuantica en la
linea, a tiempo discreto (QW). Para una evolucién coherente, este enredo
se cuantifica usando la entropia de enredo, Sg, que hemos introducido en la
seccién anterior. Si bien a tiempos intermedios Sg es oscilante, a tiempos
largos la amplitud de las oscilaciones decae y el enredo converge a un valor
estable que depende de las condiciones iniciales. Estos resultados, que acla-
ran y extienden consideraciones previas basadas en observaciones numéricas
[CIXT05], han sido publicados en [ASRROG].

Recordando el formalismo introducido en la seccién [L27], los dos subsis-
temas son los subespacios de posicién H, y de moneda H.. El operador de
evolucién del QW, ec. ([CH), implica una traslacion condicional al estado de
la moneda, lo cual genera enredo entre ambos grados de libertad. El estado

puro (7)) esta asociado a un operador densidad
p= V)Tl

Para calcular la entropia de enredo, es necesario reducir p a uno de los dos

subespacios tomando la traza parcial con respecto al otro. Es més convenien-
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te tomar la traza respecto de la posiciénH de modo que el operador reducido
resultante, p., actia en H,., un espacio de dimensién 2. En la representacién

canénica {|0),|1)}, este operador es

A B
pe = tryp(p) = , (2.10)
B* C

donde

AEZ|%|2, BEZamb;, CEZ|bm|2. (2.11)

La normalizacién de |¥) implica que tr(p) = A + C = 1. Los autovalores

reales, positivos de p. son

A2 = % [1i\/1+4(yB\2—AC)] - % [1im]. (2.12)

en términos del discriminante A = AC — |B|%. Estos autovalores determinan

la entropia de enredo
Se(p) = —A1logy A — Azlogy Ao (2.13)

El enredo Sg depende exclusivamente del discrimante A. La dificultad pa-
ra evaluar esta cantidad consiste en que la dependencia temporal de los
coeficientes a;, b, que evolucionan bajo la operacién U, vea la ec. (L) es
complicada y no se puede obtener analiticamente. Sin embargo, es posible
avanzar trabajando en la representacién de niimero de onda (transformada

de Fourier de la posicién) y tomando el limite de tiempos largos.

Representacion k

El método de trabajar en el espacio transformado de Fourier para obtener
la dependencia a tiempos largos del vector de estado del QW fue utilizado
por primera vez en [NV]. El espacio dual de la posicién Hy, es generado por
los kets transformados |k) = >__e**|x), donde el niimero de onda k es un
real en [—7, w]. El vector de estado en esta representacién es

= [ 5o @ [ado) + bl (214)

5H, es un espacio de n qubits y dimensién 2", donde n depende de la méxima posicién
L que se desea representar. Para representar los 2L + 1 sitios entre [—L, L], se requieren
n > log2(L + 1) qubits.
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donde las amplitudes en k a; = (k,0[%) and b, = (k, 1|¥) se relacionan con

la posicién por
ap = Z e g, and by, = Z e~ ke, (2.15)
xX xX

El operador traslacién en ([CH) es diagonal en esta representaciénﬁ Un paso
de la evolucion se expresa a través del operador Uy, que acttia no trivialmente
en H,,

wer ) =ty = =T ey e

_|_ = = — .
F HITk V2 \ ik ik k

donde |®) = (k|®) es el spinor (&g, by)T. Usando la representacién espectral
del operador Uy, es posible evaluar U, li Este operador tiene valores y vectores

propios |<,0,(€1’2)> dados por

Uk Uk

o) = B (2.17)
Vg Wi

"P;gl)> = Qg

donde ay, y Bk son las funciones reales, positivas,

1 -1/2
o = ﬁ [1 + cos? k — cos k\/1 + cos? k‘]

1 -1/2
B = 7 [1 + cos? k + cos kv/1 + cos? k‘] (2.18)

y las funciones uy,vi y wy son
up = e o = V2T — TRy = —/2ek — g7, (2.19)

Las frecuencias wy., definidas por
sin k
V2

determinan los valores propios, eT**k, de Uj. Usando la descomposicién es-

sinwy = wi € [-m/2,7/2], (2.20)

pectral para Uy, la evolucién temporal de un spinor inicial se puede expresar

como

|4 (1)) = UL @4(0)) = e K (oM |04(0)) |ol) 4+ (= 1) e (o1 |01, (0)) |017).
(2.21)

"Esto es debido a que los “pasos” del QW son todos iguales y por lo tanto involucran
un unico valor de k. Esto no es cierto en QW maés generales, como el que usamos mas

adelante para implementar estrategias cuanticas en el contexto de teoria de juegos.
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Si se intenta anti-transformar esta expresion al espacio de posicion para
obtener a,(t),b,(t) resultan integrales complicados que s6lo pueden eva-
luarse numéricamente. Es posible obtener resultados aproximados, validos a
tiempos grandes, usando la aproximacién de fase estacionaria [NV]. Evita-
mos estas dificultades técnicas evaluando la entropia de enredo, ec. (ZI3]),
directamente en el espacio de Fourier sin anti-transformar al espacio de
posiciones.

Los elementos del operador densidad reducido, p., que conducen al dis-

criminante A, se pueden calcular en el espacio H; como

™ dk
A = x2: TV~ 2
Sl = [ 5
2 : * de~ 7%
T dk -~
= b2 = — b |2
¢ = Yml= [ 5

xT

De modo que para evaluar Sg, resta obtener Ay B, (C' =1— A) los valores
medios en k de |ag|? y apbf, respectivamente. La ecuacién de evolucién (E21)

se puede reescribir mas explicitamente como
~ 2 —iwgt t 2 twit
ai(t) = aiFroge” " + (—1)" B Grwie'™*

Bk(t) = aiFkuke_i‘“kt + (—1)tﬂgGkuk€iwkt. (2.23)

donde la dependencia en la s condiciones iniciales esta contenida en las

funciones complejas

Fl, = ulag(0) + vbg(0)
G, = ular(0) + wib(0). (2.24)

Las expresiones (exactas) para |ag|?, [bg|* v apbj son

ax P = apl Bl + 55l Gr P lw
+(—1)"2a3 G2Re [FkG};vkae_%“kt]
be()* = il Fxl® + Bl Gl (2.25)
+(—1)"2a3 G Re [FkG};e_zi“’kt]
ar(Ob(t) = | FlPopuf + Bl Grwruj

+(—1)t04i ]3 [FkGZ’L)kB_%wkt

+Fj; Grwpe®™ ] uy.
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No es posible evaluar los promedios en k de estas expresiones en forma
exacta. Sin embargo, a tiempos largos la contribucion de los términos depen-
dientes del tiempo cae como t~1/2 [NV] y los valores asintéticos A, B and C

pueden obtenerse de las expresiones independientes del tiempo,

- T dk
A= [0S (bl + GG )

g 2m

_ T dk
¢ = [ (alA? + AIG) (2.26)

g 2m

_ T dk

B = / %( i|Fk|2vkuZ+ﬁﬁ|Gk|2wkuZ),
—T

validas para t > 1 y condiciones iniciales arbitrarias. En este punto es

necesario parametrizar la condicién inicial antes de continuar.

Posicién inicial localizada

El nivel de enredo asintético depende de la eleccién inicial del qubit
de moneda, lo cual contradice afirmaciones iniciales basadas en simulaciones
numéricas que exploran solo una porcion limitada del espacio de condiciones
iniciales |CIX7T05]. Consideramos como condicién inicial un autoestado de

posiciénH y un estado genérico en H,. como moneda inicial, de modo que

1 iB
|W(0)) =/0) ® 7 (COS a0y + €'’ sma!l>> (2.27)

con «, 3 dos angulos reales, en términos de los cuales, los coeficientes trans-

formados (EZIH) son

0(0) = cosa

bo(0) = bp(0) = ePsina (2.28)

A partir de las expresiones (Z24]), para esta clase de condiciones iniciales se

obtiene

|Fl? = Fe(k) + Fo(k)

cos? a + |vg|? sin? a + sin(2a) Re [u};vke_w]

‘Gk‘z = GE(]‘;) + GO(]‘;)

cos® a + |wy|? sin? a + sin(2a) Re [uZwke_’ﬂ] .

8Que tomamos como z = 0 sin pérdida de generalidad.
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Figura 2.2: (a) Evolucién de la entropia de enredo para tres condiciones iniciales loca-
lizadas con monedas |x) parametrizadas por la ec. ZZ0): para « = —7/8 y 8 = =, en
negro (nivel méximo de enredo asintético), = m/2 en rojo, (nivel intermedio de enredo
asintético) y 8 = 0, en azul (nivel minimo de enredo asintético). El enredo asintético varia
en forma discontinua con el nimero de pasos t. Las lineas se incluyen sélo para guiar la
vista. (b) Enredo asintético Sg vs. a en la ec. (Z1) para 3 = 0 (linea negra gruesa),

B = m/4 (linea fina azul) y 8 = £7/2 (linea roja a trazos).

donde las partes pares (e) e impares (0) son las funciones reales

cos® a + |vg|? sin® a — <1 — V2 cos(wy, — k:)) sin(2a/) cos 3
—V2sin(wy, — k) sin(2a) sin 8

cos® a + |wy|? sin? a — (1 + V2 cos(wy, + k‘)) sin(2«) cos

= —V2sin(wi + k) sin(2a) sin §. (2.29)

Usando estas expresiones en (Z26]) obtenemos

C = ¢+ (cz —c1)sin? o+ e3sin(2a) cos 3
B = b+ (by —b1)sin® a4 sin(2a) (b3 cos 3 + ibysin B)  (2.30)
donde las constantes b;,c; estan dados por integrales en k que es posible

evaluar exactamente. Los detalles son algo engorrosos (vea el Apéndice en

[ASRRO6]). Como resultado el discriminante, se puede expresar como
A = Ag — 2b3 cos Bsin(4a) (2.31)

con by = (2 —-+2)/4y Ag = (V2 —1)/2. A partir de esta expresién se
calculan los valores propios (ZIZ) y la entropia de enredo en funcién de la

moneda inicial. El resultado se muestra en la Fig. Para sina = 0,7 o
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B = +m/2, el discriminante se reduce a A( y esto resulta en un nivel de
enredo intermedio Sg = 0,872.... Para una condicién inicial localizada en
posicion, el nivel de enredo asintético oscila entre 0,736... y un maximo
muy cercano a 1.

La pregunta inmediata es si es posible "sintonizar.°tros niveles de enredo

asintotico considerando condiciones iniciales no locales.

Posicion inicial distribuida

Consideramos ahora el caso de posiciones iniciales no localizadas, ya que
un trabajo previo muestra que hay diferencias con el caso local [ADRS06].
En particular, consideramos posiciones iniciales en el subespacio de posicion
H,p1 generado por |£1). El estado de moneda se fija en |x) = (|0) +i|1))/v/2,
que genera una evolucién simétrica, Pi(x) = P;(—z), cuando se inicial en

x = 0. El estado inicial es de la forma,
(W(0,¢)) = (cos || —1) + e sind 1)) @ |x). (2.32)

Los éngulos 0 € [—7/2,7/2] y ¢ € [—m, 7| parametrizan la posicién inicial.
Las amplitudes iniciales transformadas son b;(0) = az(0) y
ar(0) = (e™* cos  + e~***+%) sin 9) /+/2, por lo tanto,

@ (0)[2 = B (0)? = % (1 + sin(26) cos(2k + )] (2.33)

Para esta clase de condiciones iniciales, las ecs. (ZZ0]) resultan en

_ T dk - T dk
- [ Gimk=[ Fowiaor (231

—T

donde Q(k) es una funcién de distribucién

Qk) = 4 [ai (1 —cos(k —w +m/4)) (2.35)
sin k cos k

4 _
+8; (1+ cos(k + wi + 7/4))] =1+ T+ e &

que satisface Q(k) >0 and [ %Q(k) = 1. A partir de ésta expresién se
obtiene

™

C = % + sin(260) sin(cp)/ % Q(k) sin(2k)

—Tr

— % — By sin(26) sin(y) (2.36)
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Figura 2.3: Entropfa de enredo Sg (6, ¢) como funcién del estado inicial en el subespacio

de posicién Hp1, ec. (Z3F). La entropia se calcula a partir de las expresiones para C' y |B]

dadas por las ecs. (Z30) y €33).

con By = (/2 —1)/2. El valor asintético de B es imaginario puro y se

expresa como

Im [B] = Im [/ﬂ %@] _ /7r K k) 1@ (2.37)

- _x2m

con [ADRS06]

R(k) = 4v2{a}[l - cos(k —wy + 7/4)] sin(k — wy)
— B[ 4 cos(k + wy, + 7/4)] sin(k + wr) }
sin? k
" T1tcos?k’ (23)

Usando esta expresién para R(k) se evalia la ec. (Z31) y resulta en

Im [B] = By — B'sin(26) cos(y), (2.39)
con coeficientes By = ‘/52_1 y B' = 3‘/_%. El méaximo de ésta expresion,

|B| = By + B’, resulta en el menor enredo asintético y esto ocurre para
(0,0) = (—7/4,0) 0 (8,¢) = (7/4,£m). Ambos casos corresponden a super-
posiciones equilibradas de ambas posiciones con fase relativa =,
oo l=D -1+
ooy =1

V2
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El minimo, |B| = By — B’, que se obtiene para (6, p) = (7/4,0) o para
(0,¢) = (—m/4,£7), genera el maximo enredo asintético. Corresponde a una

superposicion equilibrada con igual fase,

[-D+[+1D
7% :

Para § = 0, £7/2 (condicién inicial localizada) se obtiene el valor intermedio

V)

By, que genera un enredo asintético Sy & 0,872, consistente con el resultado
de la seccién anterior.

Los valores propios asintéticos A; 2 se obtienen de la ec. (ZI2),

|~

2

A2(0, ) = % + [(Bo — B’sin(260) (:os(go))2 + (Bo + B')*sin?(26) sin2(cp)}

(2.40)
El valor asintético de la entropia de enredo Sg (6, ), resultante de éstos au-
tovalores se muestra en la Fig. El grafico de niveles para esta superficie,
Fig. Z4l muestra que hay dos maximos y dos minimos (que corresponden
a las condiciones iniciales |¥ ) y |W_) respectivamente) para los cuales el
enredo asintético es S ~ 0,979 y S_ ~ 0,661, respectivamente. Las lineas
verticales a trazos indican posiciones iniciales localizadas para las cuales el
enredo asintético es Sy =~ 0,872. Sin embargo, para superposiciones arbitra-
rias de |t), la fase relativa ¢ = £7/2 también resulta en el mismo nivel
de enredo asintdtico (estos estados se indican por las lineas horizontales a
trazos).

Hemos mostrado que (i) una condicién inicial localizada resulta en un
enredo asintotico que varia entre ~ 0,74 y 1, como funcién de la moneda
inicial y (ii) con condiciones iniciales distribuidas en el subespacio de po-
sicion Hp1 (con moneda fija |x.)) se obtiene una mayor variacién en los
niveles de enredo asintético (entre ~ 0,66 y ~ 0,98). Cabe preguntarse si,
partiendo de una mayor dispersion en la posicién inicial, cualquier nivel de
enredo asintoético es posible. El siguiente argumento, basado en la reversi-
bilidad de la dindmica, muestra que en efecto éste es el caso. Si partimos
de un estado producto (sin enredo) |¥;) y evolucionamos al estado distri-
buido |Wy) = U?|¥y), el movimiento inverso, bajo UT, nos lleva del estado
distribuido al estado local |¥) = (UT)!|¥s) que es un estado producto de
posicién y moneda. El operador UT = U~ es un operador de QW vélido que
corresponde simplemente a intercambiar los roles de los estados de moneda

|0) <> |1) en la ec. (CH). Un argumento alternativo, basado en considerar
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0.979

7 0.872

4 0.661

-T2 -4 0 4 w2

Figura 2.4: (Izq.) gréfico de niveles correspondiente a la superficie de la Fig. Las dreas
claras indican valores méximos, las dreas oscuras los valores minimos. (Der.) variacién del

enredo asintoético con la no localidad de la posicién inicial 6 para la fase relativa ¢ = 0, en

la ec. (Z32).

un paquete gaussiano distribuido en posicién con un ancho caracteristico o
conduce a la misma conclusién [ADRS06]. De modo que, a las conclusiones
que mencionadas més arriba, agregamos: (iii) todo nivel de enredo asintético

es accesible si usamos condiciones iniciales espacialmente distribuidas.

2.2.3. Enredo entre dos QW (**)

Existen algunos trabajos exploratorios sobre las propiedades de dos ca-
minantes cuénticos [CIXT05, [OPSH, TFMK(3], pero no se ha realizado atin
un estudio sistematico de los diversos tipos de correlaciones cuanticas que se
presentan en este caso. Los resultados preliminares que presentamos en esta
Seccién, que son un primer paso en esta direccion, han sido recientemente
presentados en el WECIQ’06 y publicados en sus anales [ADFE(6a.

El espacio de Hilbert para dos particulas (A y B) que realizan un QW
es simplemente el producto tensorial de dos espacios de Hilbert de una par-

ticula, que indicamos por Ha y Hp,
HQ = HA & HB-

Ambos subespacios son isomorfos con el espacio de una particula, H = H. ® H,,
descrito en la Seccién [L2T]l Indicamos las posiciones de los caminantes a tra-

vés de las coordenadas discretas (z,y), de modo que un estado puro genérico
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de dos particulas |¥) es de la forma

= Z {az,y|00) + Bzy|01) + Vay10) + 00y [11)} @ [[2, ), (2.41)

x7y
donde usamos el simbolo ||-) para distinguir los autoestados de posicién de
los autoestados de moneda. Los coeficientes complejos satisfacen el requisito

de normalizacion

>~ (lawy P + 8oyl + bl + 1804/%) = 1. (2.42)

x7y
El operador de evolucién de dos particulas tiene la misma estructura que
(CH), es decir una operacién unitaria U, en el subespacio de monedas, H%?

seguida de un desplazamiento condicional S en el subespacio de posicién,
Uy=S5-(Ip®Uc) (2.43)

donde I, representa la identidad en el subespacio de posicién H®2 de dos

partlculaﬁ El operador de traslacion o desplazamiento

D Az + Ly + 1)@,y @[00)(00] + & + 1,y — 1){z,y| ®[01)(01]
z,y

implementa desplazamientos de paso fijo en las coordenadas de cada parti-
cula, condicionales al estado de ambas monedas. Como antes, |0) implica un
desplazamiento positivo y |1) un desplazamiento negativo en la coordenada
correspondiente.

En este trabajo inicial sobre el tema, nos limitamos al caso de la caracte-
rizacién de enredo en estados puros. La caracterizacion de enredo en mezclas
es un problema mas complejo, sobre el cual damos algunos elementos en la
siguiente seccién. Un estado inicial puro de dos particulas, caracterizado por

un operador densidad py = |¥(0))(¥(0)|, evoluciona a

¢
¢
= Ub po (U3) (2.45)
luego de t pasos (observe que, como antes, ¢ es una variable discreta no
negativa).
9Este subespacio es generado por los kets ortonormales |z,y) =||z)® ||y) con (x,y)
enteros.
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Figura 2.5: Distribucién de probabilidad conjunta P(z,y) luego de t = 100 pasos con
la operacién de moneda separable de Hadamard, ec. [ZZ1). Las posiciones iniciales se
localizan en el origen y, por claridad, se representan las coordenadas de A y de B a lo
largo de direcciones ortogonales. (Izq.) Monedas iniciales |x1), eq. (ZZ8), que resultan en
una evolucién simétrica, i.e. Pa(z,t) = Pa(—x,t) y Pr(y,t) = Pe(—y,t); (Der.) Monedas
iniciales |x2), eq. ([ZZJ). En ambos casos, no hay enredo entre A,B de modo que una

medida de una particula no afecta al estado de la otra.

La distribucién de probabilidad conjunta de encontrar A en el sitio x y

B en el sitio y es
Py(x,y;t) = tre(py) = loayl® + |Bey* + Payl® + [02y]*. (2.46)

Observe que, si p describe un estado puro separable (i.e. p = p4a ® pp), la
distribucién conjunta es el producto de dos distribuciones de una particula,
Py(z,y;t) = Pa(z,t)Pp(y,t). En el caso general, p no es separable@ y una
medida de la posicién de una particula afectara drasticamente la distribucién

en posicién de la otra.

Operaciones de moneda separables

En el caso més simple, la operacién de moneda U, en la ec. [ZZ3), es

separable

Uc =Us®Us,

con U4 y Up operaciones unitarias de un qubit locales al subespacio H.. Para
esta clase de operaciones de moneda, el enredo entre los subespacios H4 y
‘Hp de ambas particulas puede surgir solo de una eleccién de condiciones

iniciales enredadas y es preservado por la evolucién.

10 decir, describe un estado en el cual hay enredo entre los subespacios de ambas

particulas.
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Figura 2.6: Distribucién de probabilidad conjunta P(x,y) luego de t = 100 pasos con la
operacién de moneda de Grover, ec. (Eh0). (Izq.) Monedas iniciales |x1), ec. [Z48), que
resultan en una distribucién que permanece altamente concentrada en el origen; (Der.)

Monedas iniciales |x2), ec. (), que resultan en la méxima dispersion.

Como un ejemplo sencillo, consideramos la caminata cuantica de dos

particulas con monedas de tipo Hadamard.

11 1 1
1 -1 1 -1

U.=H®H == (2.47)
1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

La Fig. muestra la distribucién de probabilidad conjunta, luego de t =
100 pasos, para dos condiciones iniciales localizadas en el origen de coorde-

nadas con las monedas iniciales

) = 500) +40)% = S [100) +4l01) +il10) ~ [11)]  (2.48)

x2) = %(\0>—\0>)®2= [100) —[01) — [10) + [11)].  (2.49)

l\?l)—tle

Observe que ambas monedas son separables, de modo que en este caso no

hay enredo entre ambas partl'cula.

Operaciones de moneda no-separables

Una situacién mas interesante se presenta cuando se usa una operacion

de moneda no separable, que cambia el enredo entre ambas particulas. En

' No obstante, de acuerdo a la descripcién detallada de la seccién anterior, la evolucién

genera enredo entre la posiciéon y la moneda de cada particula.
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este caso, el enredo entre A y B puede ser introducido por la eleccién de la

condicién inicial o (no excluyente) por la operacién de moneda.

Existen diversos tipos de enredo, ya que la evolucién en cada subespacio
enreda la posicién y moneda de cada particula. Si ademds, la operacién de
moneda enreda ambas monedas, las posiciones de ambas particulas resul-
tan enredadas en forma indirecta. Este proceso se asemeja al “entanglement
swapping” (de interés en estaciones repetidoras para comunicaciones cuanti-
cas por fibra 6ptica) en el cual, un fotén B previamente enredado con otro A,
transfiere su enredo a un tercer fotén C, de modo que A y C quedan enreda-
dos sin haber interactuado. En este caso, las posiciones de ambas particulas

quedan enredadas por mediacion de la operacion de moneda no separable.

En lo que sigue nos interesa el enredo entre ambas particulas generado
por la operacion de moneda U,., de modo que consideramos las monedas
iniciales no enredadas dadas por las ecs. [Z48) y Z49).

RPA coin

sl ——

-150

Figura 2.7: Distribucién de probabilidad P(z,%) luego de t = 100 pasos con esta opera-

cién de moneda. El estado inicial es localizado con monedas dadas por |x1), eq. (ZZ8).

Como primer ejemplo de un operador de moneda no separable, conside-
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Hadamard vs Grover vs RPA coin

0.8 |

0.6

probability > r

0.4 T

0.2

0 20 40 60 80 100 120
r

Figura 2.8: Probabilidad de encontrar ambas particulas a una distancia mayor que r del
origen al cabo de t = 100 pasos, para las operaciones de moneda de Hadamard (h-s1,s2),
de Grover (g-s1,s2) y RP (rpa-sl,s2). La condicién inicial es localizada en el origen, con las

dos monedas iniciales |x1) (s1) y |x2) (s2). La operacién de Grover produce las dispersiones

extremas (verde y rojo) para estas dos condiciones iniciales.

ramos la operacién de Grover dada por

G=3 . (2.50)

Esta operacién unitaria tiene un rol central en el algoritmo de bisqueda de
Grover [Gro96]. La distribucién de probabilidad resultante de esta operacién
de moneda tiene un pico en el origen para la mayoria de las condiciones
iniciales, vea la Fig. Z8 (Izq.). Sin embargo, para la moneda inicial |x2),
ec. (Z49)), esta operacién resulta en la maxima dispersion [I’EMKO03], como

se muestra en el panel derecho de la misma figura.

Otro caso de interés es el de operaciones de moneda asociadas a es-

trategias en juegos cudnticos [ADFO6GD, [ADFE(OT7] (vea la Seccién E3). En
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particular, la operacién de moneda

1 0 1 0

1 0O 1 O 1
Uc:CNOT-(H@)I):E (2.51)

0O 1 0 -1

1 0 -1 0

describe un juego cuantico (RP) en el cual Alice implemente una estrategia
al azar (Random), representada por una operacién de Hadamard, y Bob
responde siguiendo una estrategia tipo Pavlov, a través de una operacion
condicional CNOT. La operacién conjunta, U, = CNOT - (H ® I), genera
enredo. De hecho, produce los estados de Bell ecs. (Z3)), a partir de los esta-

dos de la base computacional de dos qubits. La distribucién de probabilidad

Grover'scoin RP coin

log, t log, t

Figura 2.9: Entropia de enredo Sg vs logz2(t) generada por las operaciones de moneda
no separables de Grover (Izq.) y RP (Der.). Los estados iniciales son localizados en el
origen con monedas |x1) (circulos negros) y |x2) (tridngulos azules). Las lineas rectas

corresponden a un ajuste, como se discute en el texto.

El enredo bi-partita generado por las operaciones de Grover y RP puede
cuantificarse usando la entropia de enredo, Sg, ya que estamos tratando con
estados puros y no hay decoherencia. El célculo de esta cantidad implica
diagonalizar la matriz densidad reducida (que actia en el espacio de 2 qubits
y es por lo tanto representado por una matriz de dimensién 4x4). Esto se

puede realizar numéricamente a cada paso, para condiciones iniciales dadas.
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La dependencia temporal de ésta cantidad se muestra en la Fig. En todos
los casos considerados, la entropia de enredo aumenta logaritmicamente con
el nimero de pasos t, de forma que Sg ~ clogs(t), donde ¢ es una constante
que depende de la condicién inicial y de la operaciéon de moneda. El aumento
logaritmico puede entenderse a partir del hecho de que a cada paso, mas
sitios en el plano son ocupado y pasan a participar del enredo entre A y
B. Hemos estimado la constante ¢ usando regresion lineal. Para la operacién
de Grover, con la moneda inicial |y;) (dispersion minima), ¢ = 0,52. En el
caso de la moneda |x2) (méxima dispersion) el enredo aumenta més rapido
y ¢ = 0,89. La operaciéon de moneda RP, que produce una distribucién
en posiciéon bien diferente, genera enredo a una tasa ¢ = 0,87 para ambas
monedas iniciales (Fig. 2.

Podemos concluir — tentativamente — que el enredo bipartita entre dos
QW con operaciones de moneda no separables crece logaritmicamente con el
numero de pasos. La relacion que muestra la moneda de Grover entre el nivel
de enredo y velocidad a la cual el caminante explora el espacio accesible no
parece ser de cardcter general. Estos resultados son de caracter inicial y se
requiere mas trabajo para comprender los aspectos multipartitas (monedal,2

y posicion 1,2) del enredo entre dos QW.

2.2.4. Mezclas estadisticas (**)

En sistemas abiertos (en interaccién con el ambiente) o en sistemas sobre
los cuales poseemos informacién incompleta, la tnica descripcién adecuada
es la del operador densidad. En un sistema abierto, la decoherencia tiende
a destruir el enredo. Por otra parte, desde un punto de vista mas formal, la
decoherencia es resulta del enredo del sistema con los grados de libertad de
su ambiente. De modo que existe una relaciéon estrecha entre decoherencia

y enredo.

Como caracterizar el enredo bipartit cuando el sistema esta descrito

por una mezcla estadistica? Recordamos que un estado mezcla es separable

2Razonando en una dimensién, para t pasos el registro de la posicién requiere n qu-
bits, donde 2™ ~ 2t + 1 sitios, y por lo tanto el nimero de qubits involucrados, n, crece

logarftmicamente con el nimero de pasos, n ~ loga(t).
13Limitaremos la discusién al caso més simple de enredo bipartita, aunque mencionado

algunas generalizaciones propuestas para el caso de enredo multipartita.
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si se puede expresar como una mezcla estadistica de estados producto,

p= ZpiPA ® pB-
i
A diferencia de los estados puros, en el caso de mezclas no se usa (hasta
el momento) una tnica medida de enredo sino que se han propuesto varias

posibilidades.

Medidas operacionales de enredo

Historicamente, las medidas operacionales fueron las primeras en ser pro-
puestas y estan asociadas con la nocién de enredo como un recurso que puede
ser creado, destilado y consumido [NCO(]. Un ejemplo es el Enredo de For-
macién (a veces mencionado como “costo de enredo”), Er. Solamente con
LOCC no es posible crear un estado enredado a partir de un estado se-
parable. Pero si se dispone de suficientes copias de estados maximamente
enredados, se pueden preparar algunas copias del estado enredado deseado
mediante LOCC. El Enredo de Formacién (entanglement of formation) es el
menor numero de pares mdzrimamente enredados necesarios para preparar el
estado deseado mediante LOCC.

El concepto dual es el Enredo destilable, Ep (distillable entanglement).
Dado un cierto niimero n > 1 de copias de un estado p enredado, es posible
mediante LOCC, transformarlo en cierto nimero m < n de estados maxima-
mente enredados, en un proceso que se conoce como “destilacién” de enredo.
La eficiencia m/n del proceso es el Enredo destilable, Ep. En otras palabras,
es el mdzimo nimero de pares mdaximamente enredados (por copia), obteni-
bles de varias copias de un estado p mediante LOCC. Ambas medidas son
conceptualmente importantes ya que se basan en el enredo como recurso. Sin
embargo, son extremadamente dificiles de calcular incluso en los casos mas
sencillos, ya que involucran procedimientos de maximizacién/minimizacién

sobre el enorme conjunto de posibles LOCC’s.

Medidas computables de enredo

Las medidas de enredo computables tienden a subsanar el problema de
dificultad de calculo de las medidas operacionales (a veces a expensas de la
interpretacién fisica). Sin embargo, no siempre es posible asignar un sentido

fisico a estas medidas. Mencionaremos aqui a dos de ellas, la Negatividad
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N(p) y la Concurrencia C(p) [Woo98|. Esta tultima es especialmente re-
levante ya que se ha mostrado muy recientemente que estd asociada a un
observable y puede (al menos en el caso de dos qubits) ser determinada expe-
rimentalmente, sin necesidad de determinar el estado p por tomografia cuan-
tica [FSMDZ06, WSRD™T06]. Ademds, muy recientemente se ha propuesto
una generalizacién de la Concurrencia para el caso de enredo multipartita
[MKBOH].

Para calcular la negatividad [VW02] se realizan ciertas transformaciones
en el estado p En primer lugar se obtiene el estado p”® (puede hacerse con
respecto a A también) trasponiendo los elementos de p correspondientes al
subespacio B (operacién de trasposicién parcial). Luego se calcula la norma
definida por [|p|| = >, |Ai], es decir la suma del valor absoluto de los valores
propios. Si bien la transposicién parcial debe hacerse en una representacion
concreta, los autovalores del resultado (y la norma) son independientes de
la representaciéon. La Negatividad se define por, N(p) = ||p|| — 1. Para un
estado separable, la trasposicién parcial resulta en un operador densidad
valido, es decir un operador con valores propios positivos y traza 1. En este
caso la norma es 1 y N = 0. Como consecuencia del enredo, la trasposi-
cién parcial genera un objeto con autovalores negativos (no es un operador
densidad) y cuya norma supera 1 en proporcién al grado de enredo. Esta
medida satisface las propiedades (i-iv) antes enunciadas y es facil de calcular
usando cualquier paquete de diagonalizacién de matrices. Sin embargo, si se
quiere determinar el enredo de un estado p obtenido experimentalmente es
necesario primero determinar p por un proceso relativamente complicado de
tomografia cudntica y recién después es posible plantearse si el estado esta
enredado. La Negatividad es computable, pero no es directamente observa-
ble.

La Concurrencia también se define a través de los autovalores de un
operador transformado [Woo98]. Para el caso de enredo entre dos qubits,

dado un operador densidad p, se calcula el operador transformado

p=(oy®ay)p*(oy @ oy)

donde p* es el conjugado de p en cierta representaciéon y o, es la matriz de
Pauli



2.2. Medidas de enredo 2. Correlaciones cuanticas

Goncurrence
Fod o
£ £ =
T T T
1 1 1

=
L ]
i

2
fs

Figura 2.10: Valores de la concurrencia determinados experimentalmente para los esta-
dos enredados indicados en el texto. La curva llena corresponde al valor calculado. El méa-
ximo enredo corresponde a |a| = 1/4/2, un estado de Bell. Figura tomada de [WSRDT06].

Se diagonaliza el operador pp y se ordenan sus autovalores (reales, no ne-
gativos) en forma decreciente py > pg > us > py. La Concurrencia es la
cantidad
Clp) = méx{0, /it — v/jiz — /i3 — /). (2.52)
Es decir, que la Concurrencia es no nula sélo si la raiz del primer autovalor
excede a la suma de las raices de los otros tres. Esta cantidad, como la Nega-
tividad, es facil de calcular usando cualquier paquete de diagonalizacién de
matrices. Pero la Concurrencia ofrece una ventaja adicional de gran impor-
tancia. Como se menciond antes, para el caso de dos qubits, se ha mostrado
[ESMDZ06] que esta cantidad puede ser determinada experimentalmente.
En la Fig. ET0, se muestran resultados de medidas reportadas recientemen-
te [WSRD™06] para la Concurrencia de estados puros de dos qubits de la
forma «|01) 4+ 3]10) (con |a|? + 3% = 1) para los cuales C = 2|a| /1 — af2.
Los qubits 1 y 2 se codificaron en la polarizaciéon y cantidad de movimiento
de fotones y las medidas se realizaron usando 6ptica lineal.
Finalmente, mencionamos al parametro de Bell S, calculable a partir
del estado o medible a partir de las correlaciones entre las medidas de un
observable de cada parte de un par de Bell. Para estados enredados S > 2

y para estados separables S < 2.

Perspectivas para el QW

En el QW en presencia de ruido (vea el Cap. 4) coexisten diversos tipos

de enredo, ya que hay dos subsistemas A y B con dos grados de libertad
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(moneda y posicién) diferentes. Un operador de evolucién separable, enreda
las monedas y posiciones de cada subespacio como se describié en la Sec-
ciéon 222 Por otra parte, si el operador de moneda es no separable (o si
el operador de desplazamiento es mas complejo, como en el caso de juegos
cuédnticos que discutimos a continuacién) la evolucién puede generar enredo
entre los grados de libertad de A y B. Hasta el momento hemos estudado en
detalle, usando técnicas analiticas, el enredo asintdtico posicién-moneda de
un QW. En el caso de dos QW con moneda separable (Hadamard), es posible
seguir la misma caracterizaciéon analitica, y ese trabajo esta medianamente
avanzado, aunque los detalles resultan bastante mas engorrosos que los pre-
sentados en la Seccién EZZ2 para el caso de una particula. Paralelamente,
hemos comenzado a caracterizar numéricamente el enredo bi-partita gene-
rado por operaciones de moneda no separables, entre dos QW coherentes.
Hemos determinado que el enredo crece logaritmicamente con el nimero de
pasos, como consecuencia de que un ntmero creciente de autoestados de po-
sicién participan del mismo a media que los QW’s se expanden en el espacio
accesible.

Todo lo anterior se realizé usando estados puros y la Entropia de Enredo
como cuantificador de correlaciones cudnticas. Si el sistema se coloca en un
ambiente ruidoso (vea el Cap. 4), la descripcién anterior debe reemplazarse
por la de operador densidad y la Concurrencia puede usarse como medida de
enredo. Es bien sabido que el enredo es fragil y decae en presencia de ruido,
pero existen estados méas robustos que otros frente a determinados tipos de
ruido. La identificacién de éstos estados enredados en sistemas concretos es
importante para eventuales aplicaciones que requieran enredo. En el Cap. 4,
luego de discutir lo que se sabe sobre el QW en presencia de ruido, realizamos
una propuesta concreta en este sentido.

A continuacion presentamos un formalismo que hemos desarrollado re-
cientemente, en colaboracién con H. Fort y R. Donangelo, que permite im-

plementar juegos cudnticos bipartitas iterados usando dos QW.

2.3. Juegos Cuanticos

La Teoria de Juegos describe situaciones en las cuales cierto niimero de
agentes racionales se enfrenta a decisiones que involucran un conflicto de

intereses. La Teoria de Juegos analiza los efectos de implementar diferentes
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estrategias, en lo que es, en cierto modo un problema de optimizacién con
aplicaciones précticas. El “problema de los bienes publicos” (Public Goods
issue) es una de las situaciones paradigmaéticas en las cuales la Teoria de
Juegos es de interés. Instancias de este problema corresponden al pago o
evasion de impuestos, a la compra o bajada ilegal de software o musica, al
pago de una fraccién equitativa o no de una cuenta conjunta en un bar,
a la relacién pardsito-huésped en Biologia... En todas estas situaciones los
agentes enfrentan una disyuntiva entre evadir una responsabilidad colecti-
va y obteniendo una ventaja individual a corto plazo pero perjudicando el
interés comun a largo plazo. El esquema de juego involucra en ultima ins-
tancia el procesamiento de informacién. A través del enredo y el paralelismo
cuanticos es posible implementar estrategias y obtener resultados que no
son accesibles clasicamente, como mostrd por primera vez el matematico D.
Meyer a través de un ejemplo elemental [Mey99]. El estudio — por ahora, a
nivel tedrico — de los juegos regidos por reglas cuanticas es lo que se conoce
como Teorfa Cudntica de Juegos [Pat7], un nombre algo pomposo para un
area hasta el momento incipiente del procesamiento cuantico de la informa-
cién. En comparacién con otras tareas, los juegos cuanticos requieren pocos
qubits para su implementacié. Existe actualmente un proyecto concre-
to, en los laboratorios Hewlett-Packard orientado a generar los protocolos y
el hardware necesarios para implementar subastas “cuanticas” de contratos

publicos, con fines comerciales [Pat07, [(CHB03].

El Dilema del Prisionero

El problema de bienes publicos entre dos agentes se reduce al “Dilema
del Prisionero”, una situacion de conflicto paradigmaética bien conocida en
Teorfa de Juegos [F1052] en la cual dos agentes racionales toman una decisién
binaria: Cooperar (C) o Delatar (D). El retorno cuando ambos cooperan (R)
es superior al retorno cuando ambos delatan (P), pero si uno delata y el otro
coopera, el delator recibe el mayor retorno posible (T') y el cooperador el
peor retorno posible (S). Los retornos de cada jugador (A,B) se resumen

en la siguiente “matriz de pagos” donde T' > R > P > Sy 2R > T+ S.

MPor ejemplo, para implementar el algoritmo de Shor para factorizar enteros grandes
y romper claves criptograficas requiere la manipulaciéon de cientos de qubits en forma

coherente, una tarea formidable (aunque no imposible) en el futuro cercano.
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A/B| C D
¢ | (R,R) (ST
D | (1,5) (P,P)

Cuadro 2.1: Matriz de pagos para el Dilema del Prisionero.

Razonando sobre la base del retorno individual, un agente decide delata;
como el otro agente hace el mismo razonamiento, ambos delatan y acaban
perjudicandose con un retorno P inferior a R. El punto D, D es un equilibrio
de Nash|[Nashl)], en el cual ninguno de los agentes puede mejorar su retorno
realizando un cambio unilateral en su estrategia. Por otra parte el punto
C,C es un Pareto dptimo, ya que ningin jugador puede mejorar su retorno
sin perjudicar al otro. El equilibrio de Nash es preferible desde el punto de
vista individual, el 6ptimo Pareto lo es desde el punto de vista del interés
colectivo. El dilema se resume en el hecho de que el equlibrio de Nash y el
optimo Pareto no coinciden. En la versién cuédntica de este juego, existen
estrategias en las cuales el equilibrio de Nash es un éptimo Pareto y el
dilema desaparece. Como veremos, cierto nivel de enredo es un requisito

esencial para que esto tenga lugar.

2.3.1. Juegos cuanticos “one-shot”

Eisert y Wilkens realizan una propuesta que permite implementar en
forma cudntica el dilema del Prisionero y otros juegos bi-partitas [EWIL99al,
DXZH02]. El esquema se basa en un sistema de dos qubits preparados en
un estado maximamente enredado |¥Yc¢) (o simplemente |CC)) que especi-
ficamos més abajo. Describimops este estado puro por el operador densidad
pocc = |Yee)(Peel. Cada jugador (A o B) aplica una operacién unitaria

local (U4, Upg) a su qubit con lo cual se obtiene un estado
o= (Ua®Up)pcc (Uae Up)'.

Luego un arbitro realiza una medida generalizada de ambos qubits para de-

terminar el resultado del juego. La medida generalizada (vea la Seccién [A)

15En media, es mejor delatar ya que T+ P > R+ S.
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esta definida por el conjunto de operadores de Kraus

moo = |CONCCY, |CC) = 5(100) +1i[11))
mop = |CDNCD), [CD) = J5(101) — i[10))
Tpe = |DCY(DCY, IDC) = 75(]10) —i|01)) (2.53)
mpp = |DD){DD], |DD) = —5(11) + i[00)).
(2.54)

El resultado de esta medida proyectiva en la base (Zh3]) es una de las 4
alternativas {CC,CD, DC, DD} del juego clésico, ahora codificadas en éstos
cuatro estados enredados. Usando la matriz de pagos (cuadro 2.1), en forma
andloga al caso clésico, se obtienen los retornos en cada uno de los resultados
posibles. Luego de varias repeticiones del ciclo (Preparacién— Manipulacién

— Medida) se obtienen los valores medio

Iy = Rtr(reco)+ Str(repo) + Ttr(rpeo) + Ptr(nppo)
IIg = Rtr(rcco)+Ttr(rpco)+ Str(rcpo)+ Ptr(rppo).(2.55)

En este juego, la participacién de cada agente consiste en elegir una ope-
racién unitaria sobre un qubit. Clasicamente, un agente solo realiza una
eleccién binaria, lo cual refleja el hecho de que el espacio de estrategias de
un juego cuantico es mucho mayor que en su analogo clasico. Las estrategias

clasicas

10 0 1
C=I= ., D=io, = (2.56)
0 1 -1 0

corresponder a elegir cooperar o delatar. En efecto si ambos usan C, (Uy =
Up = C = 1I), el estado no cambia y ¢ = ¢, con lo cual la medida final
resulta en CC' con certeza. Si ambos usan D, (Ux = Up = D = oy), el
estado final es mpp. Si Alice coopera pero Bob no, 0 = (C ® D)pcc = mop,
etc. De modo que las operaciones (Zhf]) corresponden a la alternativa clasica

de cooperar o no.

Sin embargo, la eleccion de estrategia se puede parametrizar con dos

16Recordando que el valor esperado de un operador Hermitico A es < A >= tr(pA),

donde tr(.) representa la traza. Vea el Apéndice A por més detalles.
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Figura 2.11: Retorno medio de Alice, I14 definido en la ec. (Z53)), para estrategias para-
metrizadas por pardmetros ta,tp como se explica en el texto. Cooperacién corresponde a
t =0, Delacién at = 1. Para t < 0 se obtienen estrategias sin andlogo clasico. La estrategia

Q, discutida en el texto, corresponde al caso t = —1. Figura tomada de [EWL99a].

parémetro en la forma

€' cos /2 sin /2
U,6) = | - (2.57)
—sinf/2 e " cosf/2

Observe que las estrategias C y D estan contenidas en esta parametrizacion
yaque C' =1 =1U(0,0)y D = U(m,0). Se puede parametrizar una estrategia

con un unico pardmetro real ¢t € [0, 1], eligiendo

U(tr,0) para t € [0,1]
Uy =
U(0, —tr/2) para t € [—1,0).

Adoptando la misma parametrizacién para Bob, con tp € [—1, 1], se puede
generar una superficie de retornos medios para uno de los jugadores, digamos
Alice: T14(ta,tp), y sacar algunas conclusiones. La Fig. XTIl muestra esta
superficie para el conjunto de parametros T =5,R=3,P=1,5 =0.

Esta superficie (en conjunto con otra andloga para el retorno medio de
Bob) muestra aspectos nuevos con respecto al juego clésico. El punto (D, D)

ya no es un equilibrio de Nash: Alice puede mejorar unilateralmente su

17La operacién unitaria més general requiere 3 pardmetros. Se limita a 2 por simplicidad.
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retorno si se aleja de de D. El punto (C,C') tampoco es un éptimo Pareto:
ambos jugadores pueden mejorar su retorno desplazandose hacia (Q, Q). En
realidad, (Q,Q) es simultdineamente un éptimo Pareto y un equilibrio de
Nash (el tnico) con lo cual esta estrategia cudntica debe ser racionalmente
elegida y se resuelve el dilema.

La estrategia ) corresponde a t = —1 en la parametrizacién (Z5H7) de

modo que se implementa a través de la operacién

Us=Q=U(0,1/2) =

Cuando ambos jugadores usan esta estrategia, con los parametros indicados
mas arriba, obtienen un retorno medio II4 = IIg = 3. Si uno de ellos cambia
su estrategia unilateralmente, disminuye su retorno. Este juego comenzd con
un estado méximamente enredado. Es posible demostrar [DXZH02] que se
requiere un minimo nivel de enredo en el estado inicial para que se resuelva
el dilema a través de nuevas estrategias cuanticas. Sin enredo, el estado p es
en todo momento separable y no hay diferencias con el juego clésico.

Una de las limitaciones de este tipo de juegos es el hecho de que con-
sisten de una tnica jugada. No hay posibilidad de desarrollar estrategias en
el tiempo, “aprender” de comportamientos fallidos ni “educar” al oponente.
Otra gran limitacién es el hecho de que los jugadores sélo pueden aplicar
operaciones de un qubit. Esto impide aplicar operaciones condicionales que
dependan del estado del qubit del oponente. En la siguiente seccién mos-
tramos como se puede implementar un juego iterado con estrategias con-
dicionales en forma natural usando el QW. También mostramos que una
implementacion fisica de este juego con elementos simples de éptica lineal

esta al alcance de la tecnologia actual.

2.3.2. Juegos cudnticos iterados (*)

En esta seccién mostramos como el formalismo de juegos “one-shot” des-
crito en la Seccién anterior puede ser extendido a juegos iterados usando
un QW con dos particulas. Este trabajo fue realizado en Montevideo en
colaboracién con los H. Fort y R. Donangelo [ADEQ6D, [ADE(7].

Cuando el Dilema del Prisionero se juega en forma repetida, cada juga-

dor tiene la posibilidad de recompensar (castigar) a su oponente por haber
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cooperado (delatado) en la jugada anterior, de modo que los juegos itera-
dos permiten desarrollar estrategias condicionales. En este contexto clésico,
las estrategias posibles se parametrizan por cuatro probabilidades condi-
cionales, [pr,ps,pr,pp], donde p; es la probabilidad de cooperar habiendo
recibido un retorno i = R, S,T or P respectivamente en la jugada anterior.
Por ejemplo, la estrategia de Paviov [KKR9|, representada por las proba-
bilidades [1,0,0, 1], implica cambiar de estado cuando el retorno anterior
es insatisfactorio (P,S) o permanecer igual fue satisfactorio (7', R). Una
estrategia puede ser determinista, en cuyo caso p; = 0,1 o puede ser no

determinista. Por ejemplo, la estrategia no sesgada de cooperar al azar esta
1111
2121272
independientemente del retorno anterior. Otra estrategia importante es la

representada por | |, de modo que se coopera con probabilidad 1/2
TFT (Tit-for-Tat) que corresponde a copiar la jugada previa del otro jugador
y se representa por las probabilidades [1,0, 1,0].

Usando el formalismo del QW con dos particulas, descrito en la Sec-
cién 223, es posible formular juegos cudnticos iterados bastante generales.
Como veremos, el espacio de estrategias es mds amplio que en el caso clé-
sico, de modo que una estrategia clasica, parametrizada por probabilidades
PR, Ps, T, pP], puede dar origen a una familia de estrategias cuénticas rela-
cionadas, aunque no todas las estrategias clasicas pueden ser implementadas
como operaciones unitarias. Finalmente, mencionaremos como la conexién
entre QW y juegos cuanticos puede ayudar a viabilizar la implementacién

fisica éstos ultimos usando elementos de éptica lineal.

Comenzamos generalizando la regla de evolucion , ec. ([Z43]), para adap-
tarla a un juego cudantico. El operador de evolucién del QW implica una
operaciéon de moneda U, en el espacio de dos qubits, seguida de una trasla-
cién condicional S, ec. (ZZ44]), que en todos los casos era de un paso (hacia
adelante o hacia atrds). Para que el desplazamiento condicional pueda in-
corporar la tabla de retornos de un juego concreto (como el Cuadro 2.1) es
necesario considerar desplazamientos diferentes para los diferentes estados

de las dos monedas, lo cual puede hacerse a través del operador de despla-
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zamiento generalizado ||x4,z5) =||z4)® ||zB) as

O = Z {HxA + S(AO),xB + SSBO)MQ:A,JJBH ® 00)(00[+
TA,XB

lza+ st 2 + W) (@A, 2] @ 01)(01] +

|lza+ sf),xB + sg)><xA,xB|] ® [10)(10] +

|yxA+s§f’),a;B+s(§’>><xA,xB|y®]11>(11\}. (2.58)
Los 8 pardmetros enteros SEQB para ¢ = 0,3 determinan la magnitud de
cada desplazamiento y serdan especificados mas adelante. Por conveniencia,
en este contexto adoptamos una notacién ligeramente diferente a la de la
Seccion Las posiciones de las particulas (x,y) ahora seran registros
que acumulan los retornos de cada jugador A,B y se indican por (z4,zp).
Estas coordenadas siguen siendo enteras, como antes y las sumas en (Z5S)
son sobre todos los sitios en el plano. El operador de desplazamiento £ no es
separable con respecto a los subespacios H4 v Hp a menos que se satisfagan

las relaciones,

sg)) = 8541), sf) = sf), Sg) = 355,2), 355,1) = sg’). (2.59)

La observacién esencial es que el operador €2 conecta estados particulares
de la moneda conjunta con los correspondientes retornos s g especificados
en una matriz de pagos. Las variables x4 p se usan como registros para alma-
cenar los pagos acumulados de cada jugador. Con este esquema, se pueden
construir juegos cuanticos donde la estrategia depende de la operacion de
moneda aplicada por cada jugador, como definimos més abajo. La varie-
dad de juegos que se puede implementar en base a este esquema es enorme.
Para mostrar la potencia de este formalismo desarrollamos a continuacién
el ejemplo concreto del Dilema del Prisionero, ya introducido en Secciones
anteriores, pero teniendo presente que el esquema béasico es bastante mas

general.

Dilema del Prisionero iterado

Los dos agentes A (Alice) y B (Bob) que se oponen en el juego se rigen

por tres reglas sencillas:

i. Los estados de moneda de cada agente son interpretados como |0) — C

(cooperacion) y |1) — D (delacién) respectivamente.
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ii. Cada agente puede actuar sobre su qubit de moneda con una operacion
unitaria (su estrategia) Us o U en H®2. Si bien esta operacién tiene
lugar en el espacio de dos qubits, no puede modificar el estado de

moneda de su oponente.

iii. El subespacio de posicién se usa como un registro cuantico en el cual se
acumulan los retornos de cada agente. Si X 4 es el operador de posicién
para Alice, X4 ||x4) = x4 ||z 4), suretorno promedio es T4 = tr(pX4)

y lo mismo para Bob.

Los registros de posicién se actualizan luego de cada operacién en el espacio
de moneda, de acuerdo con la ec. ([ZE]), con las identificaciones siguientes
(vea el Cuadro 2.1)

R
s@ =W =T, U (2.60)

Estas relaciones, junto con las desigualdades implicitas en los parametros
del Cuadro 2.1, implican que el operador de desplazamiento no es separable
con respecto a los subespacios A y B.

Asumimos que ambos jugadores comienzan en el autoestado de posicion
|z4,25) = |0,0) con un estado de moneda inicial arbitrario |co) € H¥2. Un
estado puro inicial pg = ||0,0)(0, 0|| ® |co){co| evoluciona a py = UN po(UT)N
luego de N iteraciones (o jugadas), con U dado por la ec. (ZZ3]). Al cabo
del juego, una medida de los observables de posicién X 4 p determina el re-
torno final de cada jugador. Alternativamente, el retorno medio o esperable,
Za,p = (Xa,B) puede usarse como indicador de suceso. Si realizan medidas
parciales de la moneda a cada paso, se destruye la coherencia y se recupera

el juego clasico.

Estrategias condicionales

La eleccién de estrategias se realiza en el espacio de operaciones unita-
rias sobre dos qubits sujetas a la restriccion de la regla (ii) definida més
arriba. Las operaciones U4 y Up pueden representar estrategias clasicas,
pero también pueden describir nuevas opciones no disponibles clasicamente.

Asumiendo que, en estados como |01) = |0)®|1), el primer qubit desde la

izquierda corresponde a Alice y el segundo a Bob, las estrategias disponibles
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para Alice, son las operaciones unitarias en el espacio de dos qubits, que no

afectan al segundo qubit.

Ua = [aol00) + a1[10)] {00] + [a2]01) + ag[11)] (01| +
(04000 + as[10)] (10] + [ag01) + as[11)] (11, (2.61)

donde los coeficientes complejos a; satisfacen los requerimientos para la uni-
tariedad de U4. En forma similar, las posibles estrategias disponibles para
Bob, son las operaciones unitarias de dos qubits que no alteran el primer

qubit,

U = 1[bo|00) + b1]|01)] (00| 4 [b2]|00) + b3]|01)] (01| 4
[b4|10> + b5|11>] <10| + [b6|10> + b7|11>] (11| (2.62)

donde los b; son coeficientes complejos que satisfacen los requerimientos para

la unitariedad de Ug.

Estrategias Sequenciales

A través de estas operaciones unitarias se pueden implementar estrate-
gias condicionales donde la acciéon de un jugador depende del estado previo
de ambos oponentes. Las estrategias incondicionales (como las discutidas
en la Seccién anterior) también se pueden implementar usando operaciones
locales, Uy = I ® E4 y Up = Ep ® I, donde F4 g actian localmente en
los respectivos subespacios. En el caso general, [Us,Up| # 0, y el orden en
que se realiza la jugada hace una diferencia ya que la operacién de moneda
en la eq. (ZZ3) puede construirse como Up - Uy si Alice juega primero, o
como Uy - Up en otro caso. Llamamos Juegos Secuenciales a estos juegos,
en los que las operaciones de moneda se aplican en un orden determinado.
Otra alternativa, que ambos agentes apliquen sus operaciones simultanea-
mente, da origen a los Juegos Simultdneos. En este caso, la operacién de
moneda, una operacién unitaria U. en H%?, refleja la opcién estratégica de
ambos jugadores. Un juego secuencial con operaciones de moneda separables
es idéntico al correspondiente juego secuencial. Sin embargo, en el caso de
operaciones de moneda no separables, los juegos simultdneos no se pueden
jugar en forma secuencial y, reciprocamente, los juegos secuenciales no se
pueden implementar en forma simultianea. Las operaciones separables son
las més interesantes, por su capacidad de generar enredo entre los subes-

pacios A y B, como mostramos en la Seccién 223 Discutimos primero el
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Figura 2.12: Circuitos representando la operacion de moneda de un juego cudntico
iterado donde se oponen estrategias Pavlov vs. Aleatérea. Izq.: Alice juega Aleat. y Bob
responde Pavlov. Der.: Alice juega Pavlov y Bob responde Aleat. Estos circuitos mapean

estados de la base computacional en los estados de Bell (méximamente enredados).

caso de los Juegos Secuenciales, que es mas cercano al planteo de la Seccién
anterior y es mas sencillo de visualizar.

El vinculo con las estrategias clasicas se logra a través de una parame-
trizacion adecuada de las operaciones Ux g. En el caso de Alice, operaciones
unitarias de la forma (ZE]I]) se parametrizan, en términos de cuatro para-

metros reales [pgr, ps, pr, pp| con p; € [0, 1] como

ag = €'¥R /PR a1 = 7\ /T=pp
as = eisos\/p—s as = efs T —pe DS
ag = €T \/pr as = 97T —pr ‘
ag = €"°P\/pp ar =€ /T=pp

(2.63)

Las fases ¢;,0; € [—m, ] son nuevas variables con respecto al caso clasi-
co. Una estrategia cldsica, definida por valores concretos de [pgr, ps, pr, P,
genera una familia de estrategias cuanticas cuyos integrantes se distinguen
por la eleccion de las fases. Una parametrizacion similar rige para los coefi-
cientes b; que determinan las estrategias accesibles para Bob, ec. (Z62)). La

unitariedad implica que

pr +pr =ps+pp=1. (2.64)

ademads de las condiciones sobre las fases

—or = 678
oT YR TTUR Y mod (2.65)

op—ps = Op—1Hs

De modo que sélo aquellas estrategias clasicas que satisfacen (2G4 pueden

ser implementadas a través de operaciones unitarias. En estos casos, ademéas
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de una fase global, una estrategia queda completamente determinada por
stete pardmetros reales.
Por ejemplo, la familia de estrategias de Pavlov, para las cuales [pg, ps, pr, ppP]

es [1,0,0,1], cuando es jugada por Alice es de la forma
UL =100)(00] + €™ [11)(01] + €™2|10)(10] + €™2|01)(11] (2.66)

en términos de tres fases arbitrarias v;. Si se elige v; = 0, U f se reduce
a una operaciéon CNOT (inversién controlada), [NCO0]) en la cual el qubit
de control es el de Bob. En forma similar, si es Bob quien aplica Pavlov, la

operacion es de la forma

UE =100)(00] + e™1]01) (01| + e#2[11)(10] + €'*3|10)(11], (2.67)
y para fases pu; = 0, se reduce a una operacion CNOT controlada por el
qubit de Alicdtd. Estos son ejemplos de estrategias condicionales basadas

en operaciones no separables, en las cuales el orden de aplicacién hace una
diferencia.

Como ejemplo de una estrategia separable, consideramos el operador
de Hadamard definido en la ec. (CZ). Como alli se mostrd, este operador
genera superposiciones equilibradas de ambos los estados de la base compu-

tacional. Esta propiedad lo hace 1til para representar una version cuantica
1111
2:21272
do del lenguaje, si Bob aplica la operacién local Ugp = H ® I diremos que

de la estrategia aleatoria [ ] De modo que, en cierto modo abusan-
su estrategia es “Aleatoria” por similitud con el caso cldsico correspondien-
te, aunque es claro que la operacién realizada es determinista y reversible.
Un juego en el cual Alice juega Pavlov y Bob responde con la estrategia
aleatoria se describe, para una eleccién de fases particular, por la operacién
Ue= (I ® H) - UL, representada en el circuito de la Fig. (Der.).

Para ver que nuevas posibilidades aparecen cuando se consideran estra-
tegias cudnticas, consideramos un espacio de estrategias restringido en el
cual suplementamos la condicién de unitariedad ([Z64l) por pr + ps = 1. De
este modo, una estrategia queda determinada (ademds de la eleccién de fa-
ses) por un tnico pardametro & € [0,7/2] definido por pr = cos?&. Para
¢ =0 (pr = 1) se obtiene Pavlov y para £ = 7/4, (pr = 0,5) se obtiene
una estrategia aleatoria. Valores de £ € [0,7/4] resultan en estrategias in-

termedias entre Pavlov y Random. Si se adopta la misma parametrizacion

18Fsta es la forma en la cual la operacién fue introducida en la ec. 3.
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Figura 2.13: Retorno medio de Alice (rojo) y Bob (azul) luego de N = 50 jugadas,
como funcién de dngulos €4, € [0, /4] definidos en el texto. Las condiciones iniciales son

equilibradas (vea el texto por detalles).

para la estrategia de Bob, la operacién resultante es U. = Ug(¢g) - Ua(€a),
suponiendo que Alice juega primero.

Los retornos medios luego de N = 50 iteraciones se muestran en la
Fig. para dos estados iniciales equilibrados: el estado producto (|00) +
il01) + i]10) — |11))/2 (Izq.) y el estado maximamente enredado (]00) +
|11))/v/2 (Der.). Estos resultados son para los valores de los pardmetros
R=—P=1 and T=—S5=2. En el caso clasico, al confrontar estas estrategias se
obtiene un empate. Esta situacion es excepcional en el caso cuantico, donde

ademads los resultados dependen fuertemente de las condiciones iniciales.

Otra forma de ver como se desempenan ambos jugadores es comparar sus
retornos, (T4 vs. Zp), al modo de los economistas. En estos diagramas, la
diagonal representa un empate. La Fig. EET4 muestra estos resultados para
los dos estados iniciales equilibrados (|00) + [11)) /v/2 y (|01) + [10)) /v/2.
Independientemente de la estrategia elegida por Bob, Alice debe jugar Pa-
vlov (€4 = 0) para maximizar su retorno (vea el panel (a)). Por otra par-
te, Bob obtiene el méximo retorno cuando adopta una estrategia interme-
dia con {p ~ 7/20 si Alice juega Pavlov (vea el panel (b)). El punto P
(€a,&B) = (0,7/20) es un equilibrio de Nash que también es un éptimo Pa-
reto. Como se muestra en los paneles (¢) y (d), la misma estrategia Pavlov
puede resultar en un retorno méximo o minimo, dependiendo de la eleccién

estratégica de Bob.

Debe resistirse la tentacién de extraer conclusiones generales a partir
del ejemplo aqui mostrado, ya que el mismo corresponde a un espacio de

estrategias restringido y a condiciones iniciales particulares. Sin embargo,
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Figura 2.14: Retornos medios (T4 vs. Zg) luego de 50 iteraciones para diferentes con-
diciones iniciales. En los paneles (a,b) la moneda inicial es (|00) + [11)) /v/2 ¥ en (c,d)
es (|01) +|10)) /v/2. Los paneles (a, c) muestran lineas de £4 constante (en rojo). Los
paneles (b,d) muestran lineas de £g constante (en azul). Los valores extremos de €4 y &p
se indecan por lineas gruesas. En ambos casos, el otro pardmetro varfa de 0 (Pavlov) a
/4 (aleatérea). El recuadro en el panel (b) muestra las lineas £4 = 0,{p = /20 que se

intersectan en el punto P en el cual ambos agentes maximizan su retorno simultdneamente.

queda claro que la riqueza de alternativas que se pueden presentar es mucho
mayor que en el caso clasico. Como se discutio antes, no todas las estrategias
clasicas pueden ser implementadas en un juego cudntico secuencial, debido
a la restriccién (ZZ64]). Una importante estrategia cldsica que no cumple esta
restriccién es TFT, que consiste en copiar la jugada anterior del oponente.
Sin embargo, el espacio de estrategias puede ser extendido considerando que
ambos jugadores aplican su operacién simultdneamente. En este caso, TF'T

pasa a ser una opcién posible.

Estrategias simultaneas

El caso de jugadas simultdneas es mas cercano al Dilema del Prisione-
ro clasico. Supongamos que Alice va a aplicar una estrategia de la familia

ﬁ,pg,pé,pﬁ] y Bob una con pardmetros [p5,pZ, pZ, pB]. Una jugada si-

64



2.3. Juegos Cudanticos 2. Correlaciones cuanticas

multanea involucra una operacién unitaria en el espacio de dos qubits, que

puede parameterizarse por

i A, B i A —A —A
6“011 pRpR 6“012 D Z§013 pRp 2@14 D

)
f=v]y)
f=v]vy)

)
Jvly)

s}

i A B i As =A —A =
elp21 papk eir22 [ pAp elp23 74p elP24 AP

o | S
U:J L lvy)

ﬁm
| N

; A, B ; A —A ]

el¥sl PrPG el¥s32 PAD 2@33 DD el¥r3a p p
] A B ; A=B ~A. B ~A =B
elral pPpP elra2 pPpP w43 pPpP w44 pPpP

donde e son factores de fase y ﬁ?’B =1- pf"B. En el caso particular de

U, real, e’ = 41, y la unitariedad implica

(v — P2) (R —D2) = (pp— ) (PE —55) =0
(v — p)wh —Dp) = (p§ — ) (pE — %) =0,
(g —p)WE —pR) = (pp —p)(p§ —pp) =0

FEn el caso general se pueden obtener restriccione andlogas que involucran
las fases ¢y;. Por ejemplo, un juego en el que Alice juega Pavlov [1,0,0,1] y

Bob simulténeamente responde con TET [1,0,1,0], se implementa con
UFPT =100)(00] + e™]10)(01] 4 2[11)(10] + *2]01)(11],

en términos de tres fases arbitrarias A;. En la version cldsica de este juego,
si ambos agentes comienzan jugando C con probabilidad 1/2, luego de N
iteraciones tienen un retorno nulo en promedio, N(R + P) = 0. En el juego
cuantico, comenzando con el estado de Bell mencionado antes, los retornos
medios son ambos positivos y diferentes ente si.

En la misma forma, es posible confrontar otras estrategias cldsicas en for-
ma secuencial, con la limitacién (Z68]). Por ejemplo, no se pueden confrontar
en forma simultanea dos estrategias Pavlov, pero si se puede hacer en forma
secuencial. En el Cuadro 2.2 consideramos tres estrategias clasicas e indica-
mos cuales de ellas pueden confrontarse en forma secuencial o simultdnea.
Los juegos confrontando TFT vs aletoria, no pueden realizarse en ninguno
de los dos esquemas. Estos juegos podrian ser implementados en sistemas

abiertos, usando el formalismo méas general de operaciones cuanticas.

2.3.3. Resumen y Perspectivas (**)

Hemos centrado nuestra atencién en el Dilema del Prisionero, por ser un

juego paradigmatico a nivel cldsico. Se estan actualmente realizando ensayos
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Aleatoreo | Pavlov TFT
Aleatoreo 1,2 1,2 no unitario
Pavlov 1,2 1 2
TFT no unitario 2 2

Cuadro 2.2: Algunas estrategias cldsicas que generan familias de estrategias cudnticas
que se pueden confrontar entre si en el esquema secuencial (1) y simultdneo (2) de juegos

cudnticos.

con sujetos humanos no entrenados en Mecanica Cudntica, a los cuales se
les presenta una version del Dilema del Prisionero cuantico simulada con
una computadora [CHO6]. Luego de una etapa inicial de entrenamiento en
la cual aprenden de sus errores, los sujetos son capaces de aprovechar — en
forma practica — las ventajas de las estrategias cudnticas para tener un mejor
desempeno, en forma andloga a como un nino atrapa una pelota en el aire
sin realizar cédlculos de trayectoria basados en los principios de la Mecanica

Newtoniana.

Hemos relacionado en forma general los juegos bi-partita iterados de su-
ma no nula con el QW de dos particulas. Los juegos iterados propuestos son
los primeros en los cuales la estrategia es una operacién condicional sobre
dos qubits. Varias estrategias cldsicas pueden ser confrontadas, ya sea en
forma secuencial o simultdanea. Se han obtenido las condiciones que deben
ser satisfechas por una estrategia clasica para poder ser implementada a
través de operaciones unitarias. Cada estrategia cldsica que satisface estas
condiciones da lugar a una familia de estrategias cuanticas cuyos integran-
tes difieren en la eleccién de las fases. El espacio de estrategias cudnticas es
extremadamente grande (especificar completamente una estrategia secuen-
cial requiere 7 pardametros reales). A través de ejemplos hemos mostrado
que en los juegos cuanticos se obtienen resultados nuevos con respecto a sus

correspondientes cldsicos.

En los juegos cuanticos “one-shot” [EWLI9b, [DXZH02|, se requiere pre-
parar (externamente) el estado inicial con cierto nivel minimo de enredo para
tener acceso a las posibilidades cudnticas, i.e. resolver el Dilema del Prisio-
nero alcanzando un equilibro de Nash que es a su vez un éptimo Pareto.

En nuestra propuesta iterada, el enredo puede ser generado dindmicamente

66



2.3. Juegos Cudanticos 2. Correlaciones cuanticas

por las operaciones no separables utilizadas por los participantes. Hemos
cuantificado el enredo entre los subespacios de ambos jugadores en un juego
que confronta estrategias Pavlov vs Aleatérea, usando la entropia de enredo
(vea la Fig. ZH). En este y otros casos no separables, el enredo crece loga-
ritmicamente con el nimero N de jugadas. El espacio de estrategias puede
extenderse usando operaciones generalizadas (vea el Apéndice A), de modo
que ademaés de las operaciones unitarias, los jugadores puedan realizar me-
didas parciales de su moneda. Esta medida afectaria al estado del oponente
de una forma que depende del nivel de enredo, que pasaria a tener un rol
central en el resultado del juego.

El esquema que hemos presentado para juegos bi-partita, se puede adap-
tar en forma evidente a juegos multi-partitas, como el problema de “dis-
tribucién de bienes piblicos” o Public Goods problem, un asunto de interés
practico en diversos ambitos. Se ha sugerido que las nuevas alternativas
emergentes de una versién cudntica del problema [CHBO3] pueden ayudar a
resolver problemas concretos de distribucién equitativa de recursos y asig-
nacién equitativa de responsabilidades.

Culminamos este (algo extenso) capitulo mencionando la posibilidad de
la implementacion fisica de juegos cuanticos del tipo aqui presentado usando
elementos de éptica lineal, usando un esquema similar al mencionado en la
Seccién [[Z2 adaptado al caso de dos fotones [PAQ6G] y complementado por
la operacién condicional CNOT entre estados de moneda codificados en la
polarizacién de dos fotones, implementada Gpticamente [OPW™03]. Hemos
comenzado a analizar la viabilidad de esta propuesta en conjunto con S.
Barreiro del IFFI y H. Fort del IFFC.
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Capitulo 3

Algoritmos Cuanticos

3.1. Algoritmos cuanticos de busqueda

Los algoritmos cudnticos de btisqueda pueden encontrar un item en una
base no indexada de N items en O <\/N ), lo cual es una mejora con res-
pecto a algoritmos cldsicos, en general O (N). Se puede demostrar que un
algoritmo cudntico de busqueda de orden O <\/N ) es 6ptimo [NCOO, #
6.6], de modo que no hay perspectivas de mejorar en este aspecto. Los al-
goritmos de busqueda cudnticos no cambian la complejidad del problema
de buisqueda, que sigue siendo polinomial. Es poco probable que, por si so-
los, justifiquen el costo de desarrollar y operar un procesador cuantico. Sin
embargo, son interesantes como un ejemplo concreto de que, a través del
paralelismo cuéntico, es posible resolver problemas relevantes mas rapido de
lo que los mejores métodos clasicos permiten. Ademds, como discutiremos
en la siguiente seccidn, la técnica de amplificacién de fase usada en el contex-
to de los problemas NP-Completos, permite lograr la solucién maés eficiente
conocida para esta clase de problemas (considerados los mas “duros” desde

el punto de vista computacional).

Dividimos los algoritmos de busqueda en aquellos “tipo Grover”, basados
en la amplificacién de amplitud y otros basados en el QW (el centro de
atencién en éste trabajo), aunque todos ellos son 6ptimos y probablemente

equivalentes entre si.
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3.1.1. Algoritmos basados en amplificaciéon de amplitud

El algoritmo de Grover [Gro97| ataca el problema de encontrar un ele-
mento en una base no estructurada de N elementos y lo hace en O (\/N )
pasos. Clasicamente, no hay nada mejor que recorrer secuencialmente los
elementos uno a uno hasta encontrar el buscado, un proceso que lleva en
media N/2 consultas y es por tanto O (N). El algoritmo de Grover se basa
en el paralelismo cudntico y en la técnica de amplificacion de fase para llegar
al elemento buscado y es el paradigma de los algoritmos de busqueda cuan-
ticos. La versién que aqui presentamos es desprovista de generalizaciones,

pero contiene los elementos esenciales del algoritmo de bisqueda.

Algoritmo de Grover

Consideremos el espacio de Hilbert generado por los N estadosﬂ {l|z)}
con k=0,1,...x9,... N — 1. Suponemos que N = 2", de modo que usamos
un registro de n qubits para representar los estados de la base de bisqueda.
Estos estados se suponen ortogonales (es decir, distinguibles entre si) y — por
simplicidad — supondremos que existe una y solo una solucién al problema
de buisqueda: ||zg).

Tanto a nivel cldsico como cudntico es necesaria una forma de distinguir
el estado buscado de los demaés. Esto se hace a través de un oraculo, que
nuestro caso es una funcién binaria con soporte en los enteros f(0,1,..., N —
1) — {0,1}. El ordculo se define por

0 si z=ux9
flx) = (3.1)

1 si z# xo.
En la préctica serd necesario implementar esta funcién a través de una ope-
racion unitaria, usando las compuertas cuanticas usuales, pero no entrare-
mos en ese nivel de detalle. La accién de f se parametriza a través de una

operacién unitaria Uy sobre n + 1 qubits en la forma
Uy |lz) @ |k) =[lz) @ [k & f(x)). (3.2)

La implementacién del oraculo requiere de un qubit adicional como espacio

de trabajo, de modo que el algoritmo se implementa sobre n + 1 qubits.

!Cuando haya riesgo de confusién, en éste capitulo usaremos la notacién ||-) para los

estados de n qubits, reservando |0), |1) para los de un qubit.
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Figura 3.1: Circuito que implementa el algoritmo de Grover. La operacién de Grover G
incluye al ordculo (corresponde a G = GUy en el texto) se explica en la Fig. Figura
tomada de [LMPO0)].

Trataremos a los n primeros como un registro R que puede contener a los
estados de la base (a todos a la vez!) y al ultimo como un qubit auxiliar
(ancilla, en la jerga).

Se puede resumir el algoritmo de Grover en 4 pasos:
1. Preparacion de una superposicién uniforme de los estados de la base.

2. Aplicacién del ordculo que codifica la informacién buscada en la fase

relativa.
3. Amplificacién de amplitud.
4. Medida.

Los pasos 2 y 3 se aplican juntos y se iteran ~ v/N veces, hasta que la am-
plificacion es suficiente para tener una razonable chance de éxito al medir.
El algoritmo de Grover es no determinista, de modo que puede ser necesario
repetir el proceso 1-4 algunas veces hasta encontrar el estado buscado. Es-
tas repeticiones no cambian la complejidad del algortimo, que sigue siendo
@) (\/N ) Estas etapas se muestran en el esquema de la Fig. Bl

1. Preparacion.
Partiendo del estado de n + 1 qubits ||0) ® |0), aplicamos una inversién oy

al ultimo qubit y una operacién de Hadamard (como en la ec. ([[3))) para

obtener la superposicién uniforme
;| Nl
[Wo) = H*" [0) @ H|1) = —= » [z)®|-) (3.3)
UF 2
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donde H|1) = |—) = (|0)—|1))/v2. El resultado de ésta operacién es colocar
el registro R en una superposicién de todas las alternativas, incluyendo la
buscada y preparar el qubit auxiliar en la superposicién |—), adecuada para

codificar la informacion en la fase relativa.

2. Ordculo
Se aplica ahora el ordculo sobre ésta superposicion, observando que, dado

que f es binaria,

f(z)) — 1@ f(=)) (@)
Ur|lz) @ |—) =) ® = (-1 ||z) ® |-).
f o) @]=) =lz) NG (=17 =) @ |-)
De modo que este paso codifica la informacién de f(z) = 0,1 en la fase del
estado ||z) ® |—). Cuando aplicamos esta operacién a la superposicién |¥q)
dada por la ec. (B3)), el estado buscado adquiere un desfasaje 7 con respecto

al resto,
N—-1
Up@1) = Y (=)' ||z) @ |-).
x=0

Aunque la informacién buscada esta codificada en las fases relativas de éste
estado, la misma no es accesible clasicamente ya que el estado sigue siendo
una superposicién uniforme de todas las alternativas. Si realizamos ahora
una medida tenemos una probabilidad despreciable, 1/N < 1, de encontrar
el estado xg... Es necesario, antes de medir, amplificar la amplitud de la com-

ponente buscada, usando la técnica de amplificacion de amplitud [BHMTO02].

3. Amplificacion de amplitud

Para transformar la informacién codificada en la fase relativa del estado
buscado a su amplitud relativa, se siguen una serie de pasos consistentes en
aplicar el ordculo Uy seguido del operador de Grover G = 2|®g)(®Pg| — 1,
con respecto al estado de partida. El qubit auxiliar ya no juega ningin rol,
de modo que podemos omitirlo y trabajar con los estados de n qubitd1. La
operacion de Grover actia en el espacio de n qubits simetrizando un estado
cualquiera |®) con respecto a un estado de referencia |¥), como se muestra
en la Fig. (Izq.).

Para analizar lo que ocurre al aplicar el operador G = G - U ¢ ala su-

perposicion inicial |¥g), lo mas conveniente es usar la representacién de la

2Preservamos los nombres |¥;) anteriores para no recargar la notacién
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L) o)
A
i GUf|W)
3

Gle) Y Uf|x1/>HJJ_'JJL

Figura 3.2: Interpretacién gréfica de un paso de amplificacién de fase. Izquierda: la
accién de la operacién de Grover, G = 2|¥)(W¥| — I, sobre un estado arbitrario |®) se
visualiza dividiendo el espacio en el estado |¥) y el subespacio ortogonal, indicado por
|¥ 1 ). Derecha: la accién del ordculo Uy se visualiza dividiendo el espacio entre el estado
buscado, |ko), y el subespacio ortogonal al mismo, indicado por |a). Al cabo de ambas
operaciones, en GUy|¥) el estado buscado aparece con mayor amplitud. Los graficos de

barras muestran, esquematicamente, las amplitudes a.

Fig. (Der.), del estado buscado |z¢) y la superposicién del resto de los

estados |u). La relacion es
N-1
VNI¥o) = 3 [) = VN = TJu) + |o) (3.4
=0

de modo que
|Wo) = cos@/2|u) + sin 6 /2|zg) (3.5)
donde hemos parametrizado las componentes en términos de un angulo 6

como
1 1
cos(0/2) =4/1 — —, sin(0/2) = —.
(0/2) §ov sm2) =
Este angulo tiene una interpretacion geométrica evidente en la Fig.
(Der.).
La aplicacién del ordculo deja inalterado al estado |u) que no contiene

soluciones y cambia la fase de |zg), de modo que en esta representacion,
Uf|Wo) = cos 0/2|u) — sin0/2|xo).

A partir de las proyecciones (Ug|zg) = sin(6/2) y (¥olu) = cos(6/2), es facil

ver que la operacién de Grover actia como
Glu) = cosf|a)+ sinf|zg)

G|zg) = sinf|a) — cosf|z).
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Por lo tanto una operacion (ordculo + Grover) de las indicadas en un bloque
G de la Fig. Bl actta como

U1) = GlWp) = cosg Glu) — sing Glxo)

~ cos (g 9) la) + sin (g o> o) (3.6)

Para N > 1 una expansién de Taylor muestra que /2 ~ 1/v/N, de modo

que la probabilidad de encontrar el estado buscado, si medimos |¥;) es

. 3 3
Py = sin? <§ 9) ~ N

y se ha obtenido una mejora con respecto a 1/N.

4. Medida
No entraremos aqui en los detalles, pero es posible mostrar que después

de k iteraciones del protocolo combinado (ordculo+Grover) el estado resul-

tante es
~ 2k +1 2k +1
W) = G¥|W) = cos ( ’ 9) lu) + sin < ’ 9) @), (3.7)
Interesa que en este estado la probabilidad de medir y obtener |xg) sea alta,

P, = sin® <2k2+ 19) ~ 1. (3.8)

Esta condicion permite estimar el nimero de iteraciones necesarias antes
de realizar la medida. En efecto, usando la aproximacién 6 ~ 2/v/N para
N > 1, la condicién es (I[] representa la parte entera)
<k+%>9:g:k:1[%\/ﬁ].
De modo que bastan O (\/]V ) iteraciones del protocolo de Grover para en-
contrar el estado buscado con probabilidad cercana a 1. Como mencionamos
en la introduccion, esto es Optimo, al menos en lo que concierne a la Mecénica
Cuéntica.
En los ultimos anos se han desarrollado muchas variantes del algorit-
mo de Grover. Una de ellas, desarrollada por integrantes de nuestro grupo
IRAD06], usa transiciones resonantes para encontrar el estado buscado. Vol-

viendo al eje de éste trabajo, discutiremos algunos resultados de algoritmos
de busqueda basados en el QW.
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Figura 3.3: Dos grafos binarios de profundidad N = 4 conectados por los 2 nodos
del medio. Un caminante clasico tiene que tomar una decisién binaria en cada nodo y lo
atraviesa en ~ 2V pasos. En [CEGO2] se muestra que con la caminata cuéntica a tiempo

continuo requiere ~ N pasos para atravesar el grafo.

3.1.2. Algoritmos basados en QW

Existen varios protocolos basados en QW que recorren ciertos grafos en
forma exponencialmente mas rapida que en el caso clasico. En lo que respecta
al QW a tiempo continuo (vea la Seccién [CZF), Childs et al. muestran que
puede atravesar un grafo consistente en dos arboles binarios de profundidad
N conectados entre si (vea la Fig. B3)) exponencialmente més rédpido que en el
caso clasico. El proceso se mapea en el QW en una linea y se muestra que un
caminante clasico requiere ~ 2% pasos, en tanto un QW (tiempo continuo)
requiere O (N) pasos [CEG02, ICCD™T03|. Existe también un algoritmo de
biisqueda éptimo (O (N)) basado en resonancias hamiltonianas en un QW
a tiempo continuo [CGO4].

Propiedades andlogas se manifiestan también en el QW a tiempo discre-
to. En 2002, Julia Kempe mostré que un QW puede atravesar un hipercubo
IMROT] de dimensién d > 3 en un nimero de pasos exponencialmente me-
nor que el caminante al azar clasico [LK03]. Existen varios algoritmos de
busqueda basados en el QW. El primero de ellos, debido a Shenvi et al.
[SKWO03] realiza una busqueda de un item en una base de datos no estruc-
turada de N elementos, usando v/ N pasos, es decir una busqueda Gptima
desde el punto de vista cuantico. Usa para ello un QW en un hipercubo de
dimensién n ~ logy N. Posteriormente, Ambainis et al. proponen un algo-
ritmo [Amb03] basado en un QW para resolver el problema de determinar
si en un conjunto de N elementos, son (o no) todos diferentes (element dis-

tinctenss) con O (N 2/ 3) consultas, lo cual supera (aunque no por mucho)
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al mejor algoritmo clésico, que requiere O (N 3/ 4). No nos detendremos en
éstos algoritmos de busqueda, en su mayoria variaciones del protocolo de
Grover que representan mejoras sobre los algoritmos cldsicos pero no cam-
bian la clase de complejidad del problema. Consideramos a continuacion los
problemas, para los cuales los mejores algoritmos clasicos requieren recursos

exponenciales.

3.2. Problemas NP

Los problemas computables se clasifican en clases de complejidad [NCO0].
La clase P (Polynomial time) comprende aquellos problemas para los cuales
se conoce un algoritmo que requiere un tiemch polinomial en el tamano de
la entrada. Una cuantificacion adecuada del “tamario de la entrada” puede
ser, por ejemplo, el nimero de bits o de qubits necesarios para codificarla.
Los problemas en la clase P admiten una solucién eficientetl. Un ejemplo es
el protocolo para multiplicar dos niimeros enteros.

Los problemas en la clase NP, son aquellos para los cuales un candidato
a solucién puede ser verificado en tiempo polinémico. Para estos problemas,
en general no se tiene un algoritmo eficiente que encuentre una solucidn.
Un ejemplo de este tipo de problemas es la factorizacién de enteros. El
célebre algoritmo de Shor de 1994 [Sho97], verdadero impulsor del &rea de
la computacion cuantica, proporcioné una solucién cudntica eficiente para
el problema de la factorizaciéon de enteros grandes, reduciéndolo a la clase

La importancia del problema de factorizacién de enteros es que es una
de las operaciones “one-way” usadas en criptografia. Uno de los protocolos
més comunes (RSA distribucién de claves publicas y privadas) se basa en
facilidad para multiplicar dos niimeros grandes y la dificultad para luego
factorizarlos.

La relacién entre las clases P y NP es uno de los problemas abiertos méas

importanted] en Teoria Informatica. La conjetura extendida es que P C NP

3En este contexto, “tiempo” significa nimero de pasos, independientemente de la fre-

cuencia del procesador.
4En este contexto, eficiente significa justamente que requieren recursos polinomiales en

el tamafio de la entrada.
® Aunque, desde un punto de vista préactico continua siendo NP, ya que por el momento

no existen procesadores cuanticos de cientos de quits capaces de factorizar enteros grandes

en tiempos polinémicos.
SEste es uno de los “problemas del Milenio” para el cual existe un premio de un millén
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NP
factorizacion
de enteros y NP
problemas \\ completos
equivalentes
®
Shor '\

Figura 3.4: Representacién grafica de la conjetura P # N P. Basada en [Gj99].

en sentido estricto (P # NP); es decir, existirfan problemas en NP que no
admiten solucién en tiempo polinomial [Gj99]. La Fig. Bl ilustra esta conje-
tura. Si la conjetura fuera falsa y P = NP, la existencia de una soluciéon que
puede ser verificada en tiempo polinémico implicaria que puede encontrarse

dicha solucién en forma eficiente.

3.2.1. Problemas NP-completos

Existe un subconjunto de problemas en la clase NP, que son los NP-
completos. Este tipo de problemas se caracteriza por la propiedad de que
pueden ser mapeados unos en otros en tiempo polinomial. De modo que si
uno de estos problemas fuera resuelto eficientemente, se tendria una solucién
para todos ellos. Existen cientos de problemas NP-completos, vea el Apén-
dice A de [Gj99] por una lista detallada. En general, son problemas de op-
timizacion en espacios de muchas dimensiones con escasa u nula estructura,
sujetos a muchos vinculos, lo cual los hace muy dificiles computacionalmen-
te. Algunos de estos problemas son de gran impacto aplicado. Por ejemplo
la asignacién optima de recursos o tripulaciones en lineas de transporte; el
problema del viajante de comercio, en el cual se debe minimizar la distancia
o el tiempo empleados para recorrer un determinado ntimero de ciudades,
el problema de “simulated annealing” y muchos otros problemas relevantes
en légica, matematicas, informatica, investigaciéon operativa y otras dreas
del conocimiento. Lamentablemente, el problema de la factorizacion de en-

teros resuelto eficientemente por el algoritmo de Shor, es NP (cldsicamente)

de ddlares del Clay Mathematics Institute, para quien pruebe la relacién entre las clases

P y NP. Vea http://www.claymath.org/millennium
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pero no se ha podido probar que sea NP-completo, de modo que su solu-
cién eficiente no aporta nada a ésta clase de problemas. Uno de los mejores
algoritmos clasicos para resolver estos problemas es estocastico, basado en
métodos de btisqueda local y encuentra una solucién en tiempo exponencial.
Miés adelante daremos detallas de este algoritmo, que es muy sencillo. Vere-
mos como usando la técnica de amplificacién de fase, como en el algoritmo
de Grover, es posible mejorar el tiempo del mejor algoritmo clasico.

Como se prueba usualmente que un problema es NP-completo? Existen
unos pocos problemas para los cuales se puede demostrar formalmente que
pertenecen a esta clase, por ejemplo el problema de satisfabilidad (k-SAT)
para k > 3, que discutimos mas adelante. Cualquier otro problema que sea
reducible a uno de los primeros en tiempo polinomial esta en la clase NP.
A través del trabajo pionero de Stephen Cook en 1971 [Coo71I] se probé
que el problema 3-SAT es NP-completo, de modo que si existe un algo-
ritmo eficiente para 3-SAT, toda la clase NP-completo se reduciria a P y,
reciprocamente, si cualquier problema en esta clase es soluble en tiempo poli-
nomial, el 3-SAT también. De algtin modo, quizas por precedencia histérica,

el problema 3-SAT es el paradigma de los problemas NP-completos.

El problema k-SAT

El problema k-SAT se formula en términos de logica Booleana. Sea
X = {z1,z9,...,2,} un conjunto de n > k variables binarias. Considera~
mos m cldusulas que involucran k£ < n variables cada una, expresadas en
la forma estandar CNFH. Para una o dos variables , 1,2 — SAT, se puede
encontrar una solucién en tiempo polinémico y el problema esta en la clase
de complejidad P. Pero para k > 3, el problema es NP-completo. Una
demostracién de ello se reproduce en [Gj99).

Como los problemas k — SAT con k > 3 son reducibles a 3 — SAT
agregando clausulas, el problema relevante es con k£ = 3. Damos un ejemplo

con n = 4 variables (o literales, en este contexto) y m = 2 cldusulas:
Q= (l’l \/:ig\/:fg)/\(l’l \/l’Q\/ZE4).

Esta puede ser la formalizacién de un problema de optimizacién cualquiera

"Conjunctive Normal Form (CNF): una serie de cldusulas unidas por conjunciones
AND=A, donde cada cldusula incluye solo variables, x; o sus negaciones, Z;, unidas por

disjunciones OR=\/. Cualquier proposicién légica puede llevarse a esta forma.
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y se trata de encontrar una instancia del vector Booleano X , que satisface
Q. El espacio de alternativas tiene 2" elementos, de modo que una recorri-
da secuencial por este espacio seria un algoritmo exponencial, O (2"). Los
mejores algoritmos clasicos, estocasticos y basados en biisquedas locales por

caminatas al azar, no mejoran mucho esta situacion.

Algoritmo de Schoning (**)

En esta seccién describimos el algoritmo de Schoning para resolver el
problema 3-SAT [Sch99]. Es, hasta donde sabemos, el algoritmo clésico més
rapido para resolver este problema, y tiene un costo O (1,334"), donde n es
el nimero de variables.

La siguiente es la descripcion de éste protocolo,

1. Entrada: una férmula k-SAT ©Q con n > k variables Booleanas X = {z1, 29, ...

2. Se asigna un valor al azar a X , eligiendo los valores de cada variable
(0,1) con probabilidad 1/2.

3. Este paso se repite 3n veces:
Si (X)) es verdadero, entonces tenemos una solucién.
De lo contrario, sea C una cldusula no satisfecha: se invierte (eligiendo

uniformemente al azar) una de las variables en C.

4. Si al cabo de 3n repeticiones del paso anterior, no se llegd a una solu-

cién se vuelve al paso 2.

Si este algoritmo se visualiza en términos de la distancia de Hammin@,
puede formularse como una cadena de Markov, en la cual la distancia a la
solucién se va cambia en una unidad, al cambiar un bit en X. Schoning da
una prueba clara, de la cual omitiremos los detalles, de que su algoritmo

tiene éxito con probabilidad

x5 ()]

8La distancia de Hamming entre dos ntiimeros binarios de n bits, es el nimero h < n

de bits en que difieren. Por ejemplo, si z1 = 001 y z2 = 101, |21 — 22|g = 1, porque solo

difieren en el primer bit.

79

, T}



3.2. Problemas NP 3. Algoritmos Cuénticos

de modo que repitiendo el protocolo O (1/p) veces se llega a una solucién

con certeza. Para el caso k = 3, la complejidad del algoritmo es por tanto

1 1+L T én~1333"
2 kE—1 —\3) 77 ‘

No existe, hasta donde sabemos, una versién cuantizada de éste algoritmo.

Nos proponemos a estudiar este problema en el futuro cercano.

3.2.2. El aporte cudntico (**)

Es posible, sin entrar en demasiados detalles, ver como las técnica de am-
plificacién de amplitud usada en el contexto del algoritmo de Grover puede
servir para superar al algoritmo de Schoéning. Estas ideas fueron reciente-
mente formuladas (en forma muy genérica) por Ambainis [Amb05]. En esta
seccién mostramos que, al menos en principio, podria obtenerse un algorit-
mo de orden (4/3)™? ~ 1,155", que serfa el més eficiente conocido para el
problema 3-SAT. Esto es un peor caso, ya que no esta descartada la posibili-
dad (aunque parece bastante improbable) de que se encuentre un algoritmo
que cambie la clase de complejidad del problema 3-SAT y, por extensién, de
todos los problemas NP-completos.

Supongamos que tenemos una instancia de un problema k-SAT, en la
forma Q(x1,29,...2,) y buscamos una asignacién X* que haga Q(X*) =
verdadero. La busqueda “ingenua’” requiere testar 2" posibilidades. Con una
computadora cudntica, podriamos usar el algoritmo de Grover (o uno de sus
clones) para buscar el elemento X* entre los N = 2" posibles. Esto require
de O (\/]V ) ~ O (1,414™) pasos, lo cual ya es comparable al algoritmo de
Schoning, el mejor conocido para este problema.

Consideremos un registro R de N = 2" mds un qubit auxiliar (como en
la discusién del algoritmo de Grover). Asociemos los 2" vectores X con los
numeros naturales 0,1,...2" — 1, de los cuales los X son la descomposicion
binaria. Supongamos que contamos con un ordculo capaz de detectar el
estado solucién. Esto es, una funcién binaria de argumento entero f(z), tal

que
0 si Q(xz)= falso (no es una solucién)

flz) = (3.9)

1 si Q(z) = verdadero (es una solucién)

El oraculo es una operacién unitaria en el espacio de n + 1 qubits que actia
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en la forma usual,
Uy [lz) ® |0) =z} @ [f(z))-

De este modo es posible codificar la informacién sobre si un estado |z) es o
no una solucién, en el qubit auxiliar. Si es |1) tenemos una solucién, si es
|0), no. Es claro que la operacion Uy depende de la instancia particular €
del problema k-SAT, pero esto no presenta problema alguno. Se puede codi-
ficar cualquier instancia k-SAT en forma de oraculo, usando las compuertas
légicas usuales (por ejemplo CNOT y compuertas de un qubit).

Se considera ahora el siguiente protocolo,

1. Preparacion.
Se prepara el registro R en una superposicién uniforme de los primeros

n qubits, dejando el qubit auxiliar en |0).
| Nl
[Wo) = H" [|0) @ |0) = —= ) _ [lz) ®10) (3.10)
7F

2. Ordculo.

Se aplica el ordculo Uy a la superposicién |Wo) con el resultado,

01) = Us|¥o) = —= > [l2) @ |f(2))-

Ahora tenemos la informacién sobre el subespacio de soluciones codi-
ficada en el valor del dltimo qubit. Suponiendo que hay r (con N =
2" > r > 1) estados que son solucién de €2, podemos re-escribir |¥;)

en la forma més conveniente

) =\ 1- £ 12 810+ 5 9 e

donde

es la superposicién del resto (N — r) de los estados.
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3. Medida del qubit auziliar.
Con probabilidad ps = /2" < 1, esta medida resulta en |1) y deja al
registro R en una superposicién de las r soluciones. Si r = 1, tenemos
la 1nica solucién, de lo contrario una segunda medida del registro R
proporciona una de las soluciones |z*) con certeza (perdemos r — 1

restantes).

Tenemos por lo tanto un protocolo que produce una solucién de 2 con
probabilidad € = r/2" <« 1. Cuantas veces es necesario repetirlo para tener
una probabilidad razonable (digamos 2/3) de llegar a una solucién? Clasi-
camente, la respuesta es 1/e ~ O (2") veces, por lo que no ganamos nada.
Podriamos hacer un muestreo uniforme del espacio buscando soluciones.

Cuanticamente, podemos usar el protocolo de amplificacién de fase, que
hemos detallado para el caso del algoritmo de Grover. Con un nimero de
repeticiones O (1/4/€) logramos una probabilidad de 2/3 de alcanzar una
solucién [BHMTO2]. De manera que la complejidad de éste protocolo es,

para r =1,

O (\/2_") — 1,414".

Si se lograse cuantizar el algoritmo de Schéning, alcanzando al menos
la misma complejidad O (1,333™), lo cual no deberia ofrecer grandes difi-
cultades, la aplicacién posterior de la amplificaciéon de amplitud llevaria la

complejidad del protocolo a

@ (m) ~1,155™.

Este algoritmo seria el mas rapido existente para 3-SAT y, por extension,
para los problemas NP-completos. Es una perspectiva atractiva, aunque y
no se disponga, por ahora, de un procesador cudntico de varios qubits para

ejecutarlo.
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Capitulo 4

Decoherencia

El procesamiento cuantico de la informacién depende de la habilidad
de controlar la evolucién coherente de conjuntos de varios qubits durante
un tiempo lo bastante largo como para llevar a cabo la tarea propuesta.
No existe tal cosa como un sistema aislado. Una vez que aceptamos esta
afirmacion, la decoherencia debe ser incluida en la descripcién de un sistema
cuantico.

Supongamos que el sistema de interés, digamos un simple qubit en un
estado |¥) = «|0) + B|1) (con |a|* + |B3]? = 1), interactua con su entorno.
Las interacciones enredan su estado con el entorno y esto genera un decai-
miento (en general, muy rapido) de la fase relativa de la superposicién |¥).
En una descripciéon de matriz densidad, la decoherencia se manifiesta en el
decaimiento de los elementos no diagonales. Para el qubit |¥), el proceso de

decoherencia

o ap* ol 0
—

o B |8 0 |8

lleva al estado puro p = |¥)(¥| hacia una mezcla estadisticaﬂ. El mecanismo
de decoherencia fue estudiado en detalle por Zeh, Zurek, Paz y otros en la
década del 80 y es hoy bien comprendido [Zur(3]. En particular, nos provee
de una elegante explicacién de el surgimiento del mundo clasico, en el cual no
se observan las superposiciones cudnticas, a partir de una dinamica cuantica

subyacente.

!Como es caracteristico de una mezcla, tr(o?) = |a|* + |3]* < 1, a menos que o3 = 0

en cuyo caso no hay superposicién en el estado de partida.

83



4. Decoherencia

Existen diversos procesos fisicos que atentan contra una evolucién cohe-
rente. Interacciones no deseadas entre los qubits, interacciones de éstos con
su entorno, imperfecciones en la aplicacién de las compuertas... son sélo
algunos de ellos. La solucién elemental de aislar el sistema no es tal, por-
que se requieren interacciones entre qubits para implementar una compuerta
CNOT y se requiere una interaccién con el entorno (medida) para preparar
el estado inicial y para acceder a los resultados del procesamiento. Las téc-
nicas de correccion cuantica de errores usando codificaciéon redundante y el
Teorema Umbral [NCO0] dan esperanza a un panorama que de otro modo
seria bastante sombrio.

Hay varios formalismos adecuados para tratar sistemas decoherentes. Si
se adopta el punto de vista de que la evoluciéon no unitaria resulta del en-
redo del sistema con el ambiente (en general considerado como una reserva
térmica), entonces se puede trabajar sobre la matriz densidad reducida, to-
mando la traza sobre los grados de libertad de la reserva. La entropia de
von Neumann de la matriz densidad reducida crece a medida que progre-
sa la decoherencia y se pierde informacién sobre el sistema, que pasa a ser
descrito por una mezcla estadistica.

Una forma fenomenoldgica de tratar el problema de la decoherencia es a
través de una ecuacién maestra para el operador densidad. Por ejemplo, si H
es el operador Hamiltoniano del sistema y A un observable que esta siendo
medido (o, equivalentemente, es directamente afectado por la interaccién con
el ambiente) la dindmica de la matriz densidad puede ser descrita [Men(O0]

a través de

p=i[H,p] ~ 5x[A,14,0]). (4.1)

En esta ecuacién, [A, B] = AB — BA, es el conmutador de dos operadores.
Si k — 0 no hay interaccién con el ambiente y resulta la evolucién coherente
p = —i[H,p], que es una forma de la ecuacién de Schrodinger. Existen
otras ecuaciones de evolucién que representan diferentes tipos de interaccion
sistema-ambiente.

Otra forma de tratar a un sistema abierto es a través del formalismo
de superoperadoresﬂ, sumamente poderoso para determinar los efectos de
la decoherencia en la dindmica. El lenguaje de superoperadores esta natu-
ralmente relacionado con el de las medidas generalizadas (Apéndice A), los

operadores de Kraus y las operaciones cudnticas. Este ultimo formalismo

2Asf llamados porque actian sobre el operador densidad.
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INCO0] es una alternativa para describir procesos de decoherencia asociados
a determinados tipos de ruido (canales) especificod]. Tendremos oportuni-
dad de presentar algunos ejemplos concretos@ de estos enfoques en el curso
del anilisis del impacto de la decoherencia en el QW.

Como se mencion6 en el Cap. 1, debido a la coherencia cuantica el QW
en la linea se extiende més rapido que su analogo clasico. Esto se manifiesta

2 asociada a la distribucién de posicién crece cuadratica-

en que la varianza o
mente con el tiempo, en vez de linealmente como es el caso en una caminata
al azar en una dimensién. En lineas muy generales el efecto del ruido en
un QW es que esta ventaja se pierde. La distribucién en posicién, caracte-
ristica de un fenémeno de interferencia, se hace gradualmente Gaussiana y
la varianza pasa a crecer linealmente con el tiempad. Como veremos, este
proceso tiene lugar en forma gradual y, si el nivel de ruido no es demasiado
grande, a tiempos arbitrariamente largos persisten correlaciones cuanticas

que se manifiestan en una tasa de difusién sustancialmente mayor que en el

caso cléasico.

4.1. Enfoque markoviano (*)

A través del enfoque general [RSAD03], consistente en separar la evolu-
cién coherente en una parte markoviana (que toma la forma de una ecuacién
maestra) y otra que representa los términos de interferencia debidos a las
coherencias cudnticas, es posible obtener mucha informacién sobre el QW en
régimen decoherente. Como se vera, este enfoque resulta comparativamente
simple, en relaciéon a otros tratamientos de decoherencia basados, por ejem-
plo, en operaciones cuanticas. Los resultados resefiados en esta seccién fueron

obtenidos por nuestro grupo en Montevideo hace algunos anos [RSSST04].

4.1.1. Ecuacién maestra (*)

El vector de estado del QW, ec. (L), se puede expresar como el spinor

|U(t)) — [ag(t),by(t)]", donde T indica transposicién. Un paso en la evo-

3En este modelo, se asume que el impacto del ruido es un proceso determinado en el

sistema, por ejemplo la inversién estocastica de uno o varios qubits.
“Basados en trabajos recientes realizados por nuestro grupo en Montevideo y en los

trabajos mas relevantes entre los realizados por otros grupos.
SEn general, nos referiremos al QW a tiempo discreto, es decir que t es el nimero de

pasos.
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lucién coherente |U(t + 1)) = U|¥(¢)), donde U esta dado por (L), puede

expresarse mediante el mapa

ax(t + 1) = (am—l + bm—l)

1
V2
bo(t+1) — %(am_bm). (4.2)

En lugar de usar las amplitudes de probabilidad, la evolucién puede expre-

sarse en términos de la probabilidad de encontrar al caminante en un sitio

z, dada por P, = |az|? + |b.|?. El mapa (&) implica la ecuacién maestra
1
Pp(t+1) = 9 [Po—1(t) + Poy1(t)] + Ba—1(t) — Lo () (4.3)

donde (3, = R(a,b%) son los términos de interferencia necesarios para man-

tener la coherencia de la evolucién cudntica. Enfatizamos que las ecuaciones
de evolucién (), @2) y 3] son completamente equivalentes entre si.

Si se desprecian las coherencias y se toma el limite continudd At — 0y

Az — 0 se obtiene una ecuacién de difusion

oP _Do’P

ot 2 922

Como se sabe, una distribucién gaussiana de probabilidad P(z,t) satisface

(4.4)

esta ecuacién. La distribucién se mantiene gaussiana, con una varianza que
crece linealmente con el tiempo, 0> = Dt con coeficiente de difusién, que
en este caso es D = 1. Las coherencias 3, no son despreciables, salvo bajo
condiciones de ruido extremo. Sin embargo, como veremos, expresar la evo-
lucién del sistema en la forma ([3) es de gran utilidad. Es posible definir un
andlogo cuantico del coeficiente de difusion clasico. Nos referiremos a esta

cantidad como coeficiente de dispersion,

Esta definiciéon esta redactada para tiempo continuo. Se puede usar una

version para tiempo discreto

. ot + At) —a%(t)
S .Y )

sin problema, en tanto se evalie en régimen decoherente y la varianza

crezca linealmente con t. Observe que en esta versiéon no se toma el limite

SHay més de una forma de tomar este limite y segiin cual se use se obtiene la ecuacién

del Telegrafista o la ecuacién de difusién. Vea [RSSST04] por més detalles.
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At — 0, pero esta implicito que la dispersion tiene lugar en una escala de
tiempo frente a la cual At es pequeno. En el limite decoherencia comple-
ta, Dy — 1, que el valor correspondiente a una caminata al azar clasica.
Como veremos, en general D, > 1 debido a la persistencia de correlaciones
cuanticas, ain a tiempos largos.

La evolucion de la varianza
2

o? =M, - M} =) 2’P(x) - (4.6)

Z zP(x)

se puede obtener a partir de la ec. ([3)). Recordamos que, en el contexto del

QW en la linea, las sumas en posicién tienen limites implicitos entre 4oo.

Los primeros momentos M7 y My satisfacen
My(t+1) = M(t)—2)  Bu(t)
My(t+1) = [1+Ma(t)] — 4> 2Ba(t). (4.7)

Analizaremos las predicciones de éstas ecuaciones en los casos extremos de
decoherencia maxima y de evolucién coherente.
Limite difusivo

Cuando las coherencias en (1) pueden ser despreciadas, tomando el

limite de tiempo continuo, se obtienen las ecuaciones diferenciales acopladas

d2My dM,
4927 —= =0
dt? + dt ’
d> M, dM,
2—= = 2. 4.
dt? + dt (4.8)

Las soluciones generales son de la forma

Ml(t) = Oy + C126—2t
Mg(t) = Coy+t+ C21€_2t (4.9)

con C11, Ch2, Ca1 y Cos constantes que dependen de la condicién inicial. Para
t > 1 los transitorios son despreciables y la varianza (EZ8) crece linealmente
con el tiempo,

02 =My — M ~t

con pendiente D = 1, lo cual es consistente con la ecuacién de difusion
(EZ) y con el hecho de que no han sido tenidas en cuenta las coherencias

cuénticas.
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Evolucion coherente

En este caso, las sumas en las ecs. (7)) no son despreciables y debe
ser evaluadas. Usando andlisis de Fourier, con las definiciones de la Sec-
cién 222 es posible obtener la dependencia temporal de las amplitudes
de probabilidad, para condiciones iniciales dadas [NV]. Para una condicién

inicial localizada en el origen con ag(0) =1y bg(0) = 0, las amplitudes son

a (t) _ 1+ (_1)x+t /7r % 1+ cos k e—i(wkt-‘rkx)
* 2 _x 2T V1 +cos?k ’
T+t T ik
b (t) = %/ i e~ i(wpt+kz) (4.10)
2 221 V14 cos?k

donde sinwy, = Sin[k

2
en (@) como

. Usando estas amplitudes es posible evaluar las sumas

> Bet)=4 (4.11)

Tr=—00
[e.e]

> xf,(t) = —At+ B. (4.12)

donde las constantes (especificas para la condicién inicial considerada) son
A= (2-+V2) /4y B=1-5V2/8. Con este resultado, la ec. [@1) se reduce
al mapa

Mi(t+1)=M(t)—24

My(t +1) = My(t) + 4At + (1 — 4B). (4.13)

cuyas soluciones son

Mi(t) = —2At+ C
My(t) = 2At> + (1 — 4B — 2A)t + (', (4.14)
con C'y C' dos constantes arbitrarias. La varianza es por lo tanto
0% = My — M? =~ 2A(1 — 2A) 2. (4.15)

El coeficiente 2A(1—2A) = 1/v/2—1/2 ~ 0,207 es consistente con el obtenido
numéricamente para esta condicion inicial.

Este resultado muestra que el efecto de las coherencias en la evolucion,
ec. ([E3), basica es crucial ya que son responsables del crecimiento cuadratico
(y no lineal) de la varianza. El mismo resultado ha sido obtenido por otros
autores usando diversos métodos: numéricamente [I'M02], a partir de analisis

de Fourier [NV] o sumas de caminos [Kon02b].

88



4.1. Enfoque markoviano (*) 4. Decoherencia

4.1.2. Medidas periddicas de la moneda (*)

En esta Seccion describimos los resultados obtenidos en Montevideo a
partir de un analisis de ecuacién maestra para el caso de medidas periddicas
del qubit de moneda [RSAT04].

Se considera un QW con condicién inicial localizada en el origen, ||0),
con moneda inicial

Ix+) = ﬁ(!@ +1[1). (4.16)

Con una de estas monedas iniciales, la distribucién de probabilidad es si-
métrica [Kon02b], P(z,t) = P(—=z,t), lo cual simplifica la descripcién. La
medida en el espacio de la moneda se realiza a través del operador de Pauli
o, cuyos vectores propios son justamente (1,4)7 y (1, —i)T, de modo que la
medida preserva la simetria P(z,t) = P(—x,t).

Se realizan medidas de posicién y moneda con una periodicidad de T'
pasos. El estado inicial evoluciona durante t = T" de acuerdo a la evolucién
usual del QW coherente. Cuando se realiza la primer medida, la probabilidad

de obtener |z) es
gz = P(T) . (4.17)

donde P, = |az|? + |bz|? es la distribucién de posicién del QW coherente a
tiempo t = T'. En general, ¢, depende del estado inicial. Sin embargo, como
medimos oy, luego de la medida el estado de moneda es uno de |x+) y en
t = 2T se vuelve a repetir la misma distribucién, centrada en otra posicién.
Lo mismo ocurre en t = T,2T,...7T, donde 7 es el nimero de medidas
realizadas. Este proceso se ilustra esquemaéticamente en la Fig. BTl

La distribucién de probabilidad P, entre medidas satisface la ecuacion

maestra
z+T

Wt +T) = Z P (4.18)
(E

donde las probabilidades de transicién del sitio x’ al sitio x ¢,_,/ se definen
en la ec. (EI7). Usando (IX) calculamos los primeros momentos de la

distribucién, con el resultado

Ml(t+T) = Ml(t) +M1q(T) (4.19)
Mg(t + T) = Mg(t) + 2M, (t)Mlq(T) + ng(T) (4.20)

donde M, (T) = %= 2qp y Moy(T) = S2°=T . 22¢, son los momentos

asociados a la evolucion unitaria que tiene lugar entre dos medidas consecu-
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time 0 1 2 3 4 5 6
site
4
3
2 Py(2)
1
0, o(2)
-1
2
P5(2)
-3
\ A A
quantum quantum quantum

evolution | evolution evolution

measurement measurement

Figura 4.1: Diagrama mostrando la evolucién temporal del QW con medidas periédicas

(se muestra el caso T' = 2) de posicién y moneda. El estado inicial es localizado en = 0

con una de las monedas descritas en el texto.
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1000

200 —

Time

Figura 4.2: Evolucién temporal de la varianza del QW con medidas perié-
dicas. Se muestran dos periodos de medida T = 10 y T" = 20. Los segmentos

parabdlicos corresponden a la evolucién unitaria entre medidas.

tivas. La varianza es
ot +T)=o(t)+o2(T), (4.21)

donde O'g(T) = My (T) — qu(T) es la varianza asociada a la evolucién
unitaria entre medidas consecutivas. Usando este resultado, el coeficiente de

dispersion para medidas peridédicas con periodo T es

_ 2+ T1) -2 _ og(T)
Dy = 7 = =7 (4.22)

La decoherencia requiere que varias medidas sean realizadas, de modo que
este proceso debe verse en una escala temporal del orden de 7. Como la
varianza del QW coherente es de la forma O'g (T) ~ CT?, con C una constante
que depende de las condiciones iniciales, resulta un coeficiente de dispersion

Dy =CT =C/p (4.23)

donde p = 1/T es la frecuencia de eventos decoherentes. La Fig. ([{2) mues-
tra la evoluciéon temporal de la varianza calculada en una simulacién con
un ensemble de 10 trayectorias. La periodicidad no tiene aquf un rol fun-
damental. Hemos considerado también el caso de medidas frecuentes con
intervalos de tiempo al azar entre las mismas y se llega conclusiones simi-
lares en cuando al crecimiento lineal del coeficiente de dispersion D con el

ntmero de eventos decoherentes [RSAT04].
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Los métodos basados en ecuaciones maestras son una herramienta simple
para obtener informacién general sobre una evolucién decoherente. No dan
sin embargo acceso a los detalles, como por ejemplo que sucede en el régimen
de ruido débil o como tiene lugar la transicién entre el crecimiento cuadratico

y el lineal para la varianza.

4.2. Operaciones cuanticas

El formalismo de operaciones cudnticas es un método poderoso para
obtener informacion detallada del efecto de diversos tipos de ruido en la
dindmica. Consideramos el operador densidad en la representacién de valores

propios de posicién y moneda,

p=> peale)(@la’ @D xecle)eld = > preaelz, e’ | (4.24)
z,x’ c,c xz,c,x’

donde |z, ¢) = |x) ® |c) son los autoestados de posicién (x € Z) y de moneda

(¢ =0,1), en la notacién de [KenO6]. Este operador evoluciona bajo un mapa

lineal

d
p=E(p)=> AjpAl  con > A4 =T (4.25)
J J=1

donde los operadores de Kraus A; representan una medida generalizada (vea
la Seccién [AH), que puede ser una operacién unitaria o una medida proyec-
tiva de algun tipo. La segunda condicién asegura que el mapa & preserve la
traza (la norma) del estado p. La evolucién coherente se obtiene si se consi-
dera un tinico operador unitario Ay = U, de modo que la operacién cuantica

se reduce a la evolucién coherente

p(t) = U'p(0)(UT)".

Cuando se introduce decoherencia en la evolucién, a cada paso se aplica

con cierta probabilidad p la operaciéon decoherente de modo que
d
pt+1) =1 —p)Up(t) U +p> K;Up(t)U'K]. (4.26)
j=1

La expresién anterior implica elegir un conjunto de operadores de Kraus
Ay=yT=pU con UU =1y A; = /pK; con Z;l:l K;Kj = I de forma

de separar explicitamente la evolucién coherente de los eventos decoherentes.
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Figura 4.3: Distribuciones de probabilidad en posicién, P(x), luego de
t = 100 pasos para varios niveles de decoherencia segin [Ken(6]. La de-
coherencia es debida a medidas completas realizadas (es decir de posicién y

moneda) realizadas con probabilidad p por unidad de tiempo.

Muchos estudios de decoherencia de QW usan este formalismo obtener
informacién sobre la evolucién a tiempos largos. El observable de interés es

la varianza asociada a la distribucién de posicién

o? = (a?) — (2)2 = tr(pX?) - [tr(pX)]. (4.27)

Como mencionamos en la Secciéon anterior, en el caso coherente la varian-
za crece como t2. Cuando esta bien establecido el régimen decoherente, la
varianza crece como t.

Gran parte del estudio de decoherencia en el QW se basa en versiones de
la ec. (EEZ0) especializadas para distintos tipos de ruido. Se pueden analizar
los efectos del ruido sobre el qubit de moneda, del ruido en la posicién o
de ruido generalizado que afecta ambos grados de libertad. El enfoque es
analitico cuando esto es posible, pero en muchos casos se debe recurrir a la
simulacién numérica de (20 para obtener informacién.

Los primeros resultados basados en simulaciones numéricas [KT03] mos-
traron que el efecto del ruido en la dindmica es diferente para los distintos
grados de libertad. La Fig. muestra la distribucién de posicién luego de
t = 100 pasos, para diferentes probabilidades de eventos decoherentes (en
este caso, medidas de la posicién y la moneda). La decoherencia en este caso

es debida a medidas de posicién y moneda, realizadas con probabilidad p
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Figura 4.4: Incidencia de diferentes tipos de decoherencia en la evolucion
del QW de acuerdo a [KT03]. Se muestra la desviacién estandar o(p) para

T = 100 como funcién de la probabilidad de eventos decoherentes p.

por unidad de tiempo. Cuando el nimero medio de eventos decoherentes
(medidas) es pT' > 1, la distribucién adopta claramente la forma gaussiana
caracteristica de la difusion cldsica. Es particularmente interesante el hecho
de que para PT ~ 3, la distribucidn es casi uniforme en toda la region ocupa-
da [-T/+/2,T//2]. Como se destaca en [KT03] este puede ser un beneficio
de un nivel controlado de decoherencia, ya que esta propiedad puede ser de
interés para realizar muestreos uniformes de un subespacio. La distribucién
cuasi-uniforme no aparece a menos que haya ruido en la posicién, lo cual
muestra que el impacto de un mismo nivel de ruido puede ser diferente en
ambos grados de libertad.

La incidencia de diferentes tipos de decoherencia en la evolucién del QW
se muestra en la Fig. 4] tomada de [KT03]. La figura muestra la desviacién
estandar o(p) luego de T' = 100 pasos, para cuatro tipos de decoherencia:
medidas de posicién, medidas de moneda, medidas completas (posicién y
moneda) y falla en la aplicacién de la operacién de Hadamard; en todos los
casos el evento decoherente tiene lugar con probabilidad p por unidad de
tiempo. Se observa un decaimiento de o(p) con p creciente que es similar en
todos los casos, aunque como ya mencionamos, el impacto en la distribucién
de probabilidad puede ser bien diferente.

En el caso de la decoherencia en la moneda, es posible avanzar con téc-
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nicas analiticas, en tanto que en el caso en que el ruido afecta a la posicion
muchos avances se basan en simulaciones numéricas de la ec. ([EE2H), por lo

que consideramos ambos casos por separado.

4.2.1. Decoherencia en la moneda (*)

Existen diversos trabajos relevantes sobre decoherencia en la moneda,
ademas de los que ya hemos mencionado basados en un enfoque de ecuacién
maestra. En [LP03], se estudia la dindmica decoherente del QW con medidas
de la moneda usando la funcién de Wigner, logrando visualizar la evolucién
en el espacio de fases (posicién y cantidad de movimiento). En otro trabajo
[SBBHO3], se estudia el efecto de intercalar (con probabilidad p por unidad
de tiempo), una operacién unitaria estocédstica en el espacio de moneda de
la forma e*4, donde A es un operador de un qubit con componentes esto-
césticas (en términos de las matrices de Pauli). Este tipo de ruido es el que
puede tener lugar cuando la operaciéon de moneda no es una operacién de
Hadamard perfecta, sino que presenta fluctuaciones en torno de la misma.
Las conclusiones a las que se llega en este trabajo son similares la las ob-
tenidas a partir de técnicas analiticas. Mas adelante presentamos nuestro
modelo de ruido topolégico (Broken links model), que representa un ruido

unitario, que afecta de cierta manera tanto a la posiciéon como a la moneda.

Resultados analiticos

En un trabajo interesante [BCA03Db], Brun et al. muestran como se pue-
de usar el formalismo de superoperadores para obtener, analiticamente, el
impacto en la dindmica de la decoherencia de la moneda. Daremos algunos
detalles del método, ya que en la siguiente seccién lo aplicamos para deter-
minar el impacto del ruido debido a un canal de bit-flip sobre la dindmica
del QW.

La idea principal consiste en representar los efectos de la decoherencia
en la moneda a través de un conjunto de operadores de Kraus, como en
(EZH), pero que actian exclusivamente en el espacio de la moneda. Estos

operadores satisfacen

SoAlai=1 (4.28)
i
de modo de que preservan la norma. La matriz densidad reducida al espacio

de moneda, vea la ec. (Z24)), transforma como xxr — >, Aika'AZT- bajo la
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accion de éstos operadores. La matriz densidad de reducida g transforma

como
Xew (E+1) = Up Anxaw () ALUL,

donde Uy, dado por la ec. (2I6]), representa un paso en la evolucién coherente
del QW. Dado que toda la accién decoherente tiene lugar en el espacio de
moneda, la descripciéon de la posicién en el espacio de Fourier, dada en
la Seccion ZZ72 continta siendo de utilidad. El operador densidad en la

representacion k, luego de t pasos, se expresa

dk dk’
pr = / / TR © e (1) (4.20)

donde
Xew(t) = > Updi, ... UpAi, xoAL UL, ... AL UL (4.30)
11,12...9¢

Esta ecuacion describe una transformacién lineal del operador densidad
reducido. Esta transformacion se puede representar en forma mas compacta
definiendo un super-operador Ly,

Lieger [Xkr] ZUkAszk’A o (4.31)
i
en términos del cual, la evolucion del estado de moneda se expresa en forma
compacta xxx(t) = L4, [x0)-

Los efectos de la decoherencia se manifiestan, principalmente, en la va-
rianza o2 de la distribucién en posicién. Si bien no es posible llegar a una
forma analitica para la distribucién P(z,t) = tr(p|x)(z|) = tr.(z|p|z), para
calcular la varianza se requieren los momentos de primer y segundo orden.
Para los tiempos largos ¢ > 1 de interés (régimen decoherente bien desarro-
llado) es posible obtener expresiones cerradas para la varianza y, especial-
mente, para el coeficiente de dispersion.

El momento de orden m de la distribucion e&ﬂ

"= Yo pen) = Yan [ [T o] (032

Evaluando la suma sobre posicién en términos de derivadas de la funcién

8(m) de Dirac, se obtiene

(&™) = (—i)™ / an / dk 5™ (k — k) tr [ (£)] (4.33)

7A partir de este punto, la operacién traza es con respecto al espacio de moneda, aunque

se omita el subindice.
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Al integral por partes, se resuelve la dependencia en la funcién delta y re-

sultan las expresiones

(@) = /”d—jitr{och;m]} (434

+ > tr{otl (2 bl ) o2) | (4.35)

para los primeros dos momentos luego de t iteraciones. En esta expresion o,
es una matriz de Pauli y se ha usado el hecho de que L preserva la traza.
Es posible evaluar estas expresiones para los casos de interés m = 1,2 si
se obtiene una expresién limpia para Ei [x]. Siguiendo a [BCAO3D], parame-
trizamos la matriz densidad reducida en términos de las matrices de Pauli

v la identidadH,

3
XEeraj:rol+r10m—|—r20y—|—r302 (4.36)
j=0

donde I es la identidad 2x2 y las matrices de Pauli son
01 0 —i 1 0

01 =0z = y 02 =0y = y 03 =0z =

10 t 0 0 -1

Dado que las matrices de Pauli son de traza nula, tr(x) = 2rg = 1, tenemos

ro = 1/2 y x se representa por un vector de tres componentes complejas
R= (le 2, T3)T‘

La operacion lineal £, preserva la norma y por tanto no afecta a la com-
ponente rg, que no juega ningun rol. La accién del operador lineal Ly se

representa a través de una matriz 3x3, M}, que actia sobre el vector ﬁ,
R' = MyR, (4.37)

donde R’ representa a las tres componentes no triviales de £y, [x]. Para ob-
tener una forma detallada de M} usando ec. ([E3T]) es necesario especificar

los operadores de Kraus A;, es decir, definir la operacién cuantica.

8Todo operador en el espacio de un qubit es parametrizable en esta forma.
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4.2. Operaciones cuanticas 4. Decoherencia

Los momentos ({34) y (E3H) se pueden expresar en términos de la
accién de esta matriz M. El primer momento requiere la evaluacién de
tr {azﬁi [X]} En la representacion de Pauli (34]) se reduce a

(r) = (002) / S M ()T (4.38)

— =1

Si los valores propios \; de M} satisfacen |A\;| < 1, para t > 1 se pue-
de evaluar, con error despreciable, la suma como una serie geométrica de

operadores y se obtiene la expresién simple

() = (002) /_ ) % Gr (1172 737 (4.39)
donde
G = (I — M)t My, (4.40)

y se asume que I — M}, es invertible. Solo la tercer fila de GG; es relevante,
debido al producto escalar por (0 0 2). Esta expresion es independiente del
tiempo. En efecto en el QW a tiempos largos, con decoherencia ya bien
establecida, el valor medio de la posicion es constante < x >= cosnt y el
segundo momento crece con t.

El calculo del segundo momento es similar, pero la cuenta es mas larga y
no la reproduciremos en aqui en detalle. Después de ciertas manipulaciones
que no suponen hipétesis adicionales a las incluidas en el cdlculo del primer

momento, se obtiene

(%) =t+(002) /7r ;l—k [t —(I—-M) ] Gr(001)T. (4.41)

g 2m

Esta expresién, valida a tiempos largos, no depende de las condiciones ini-
ciales, como es el caso para el segundo momento. Debido al doble producto
escalar, basta con el elemento G (3,3) para calcularla. El coeficiente de dis-

persion, se puede obtener como la pendiente de (EZT]),
D, =1+ 2Gs53. (4.42)

La barra superior indica el promedio en el espacio k, i.e. G = ffﬂ %Gk. El
término G'3 3 es el responsable de que la dispersion cudntica sea mas répida
que en el caso clasico, donde D = 1.

Para tipos particulares de ruido en la moneda, se pueden evaluar las
expresiones (L34 y ([E30) y obtenerse la dependencia de D, con el nivel del

98



4.2. Operaciones cuanticas 4. Decoherencia

ruido, por ejemplo. Otra aplicacion, consiste en mantener algiin parametro
en la evolucién y luego evaluar para que valores del pardametro el sistema es
maés robusto frente a determinado tipo de ruido. A continuacién presentamos

ejemplos de ambos casos.

Medidas de la moneda

En la Ref. [BCAO3D] se usa este método para el caso de ruido debido a
medidas en la moneda, en el caso de un QW con operacién de moneda de

Hadamard. Los operadores de Kraus son

Ao =/plO)O], A1 =/pI1)(1], Az =+/1-pl (4.43)
Esta operacion cuantica puede verse, en cierto modo, como si se realizase

una medida proyectiva de la moneda con probabilidad p.

Para esta operacion cudntica la matriz My es

0 —(1 —p)sin2k  cos2k
My, = 0 —(1—p)cos2k —sin2k |- (4.44)
(1-p) 0 0

A partir de esta matriz es posible evaluar los momentos explicitamente,

a partir de (E34) y #35]). Omitimos los detalles, pero damos el resultado
(@) = s (= p)(la = B) + 2R(@'8)]  (445)
para el primer momento, asumiendo una condicion inicial localizada en posi-
cién con un qubit de moneda genérico |x) = «|0) + 5|1), con a, B complejos
satisfaciendo la regla de normalizacién. El segundo momento, que no depen-

de de la condicién inicial, es

21 - p)2> 71 -p)°
2
)=\t 5t e e 4.46
= ( p(2—p) p*(2 —p)? 448)
Esta tdltima expresién implica el coeficiente de dispersion,
2(1 —p)?
D, =1+ . 4.47
= e 4

En el caso coherente (p = 0), D, es singular reflejando el hecho de que la
varianza crece cuadraticamente con t. En el otro extremo, p — 1 resulta
D, — 1, como en el caso cldsico. Para el caso de ruido débil, p < 1, Dy ~
14 1/p > 1y la dispersion cuédntica es mucho mas rapida que la difusién
clasica, aun a tiempos arbitrariamente largos. Ya habiamos encontrado esta

conclusion a partir del enfoque mas simple de ecuacién maestra.
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4.2. Operaciones cuanticas 4. Decoherencia

Canal de bit-flip (**)

En colaboracién con F. Severo hemos aplicado el formalismo de super-
operadores para el caso del canal de bit-flip para una operaciéon de moneda

generalizada de la forma,

[ o 0
COS b S1n 3

U, = (4.48)

sin g — COS g

donde 0 € [—7, 7] is un parametro real. Para § = 7 /2, se recupera la opera-
cién de Hadamard usual. Esta operacion generalizada ya fue utilizada en el
contexto de la ecuacién maestra [RSSST04] y la idea es determinar para que
valores de 6 la dindmica es mas robusta frente al ruido. Otra pregunta a res-
ponder es si para ruidos diferentes pero de similar intensidad, los resultados
finales, por ejemplo en el coeficiente de dispersion varian sustancialmente.
Nuestros resultados han sido presentados en un poster en la reunién WE-
CIQ’06 en Brasil, pero son atn de cardcter preliminar y atn no han sido
enviados a publicar.

El tipo de ruido utilizado corresponde al canal de bit-flip. Este canal fue
el primero en tener un protocolo cudntico de correccién de errores [NCO0]
basado en codificacién redundante de 1 — 3 qubits. El canal de bit-flip
asume que el tinico efecto del ruido externo es la inversiéon de un qubit con
cierta probabilidad p por unidad de tiempo. Esto se puede describir usando

los operadores de Kraus

Ay=\pos, A1=+/1-pl. (4.49)

Estos operadores satisfacen la condicién de preservacion de la norma.

Con esta definicién, la ec. (3T se reduce a
X :pUkaxxaxU,I—k(l - D) kaU,I (4.50)

donde Uy, esta dada por la ec. (ZI6]). En la representacion introducida en la

. : 3
secci6n anterior x =} _( 705, obtenemos

—cosfcos2k ¢sin2k  gsin 6 cos 2k
My(0) = | —cosfsin2k —qcos2k qsinfsin2k |- (4.51)

sin ¢ 0 qcost
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con ¢ =1 — 2p. El operador I — M}, es invertible si
A =det(I — M) = (1 — ¢*)(1 + cos 6 cos 2k) # 0. (4.52)

Nuestro principal interés es obtener la dependencias del coeficiente de
dispersion con la probabilidad p. Usando por ejemplo la operaciéon de moneda
de Hadamard, # = /4. La varianza depende tinicamente del valor medio en

k del elemento G33 del operador Gi. En este caso, este elemento es

~ q /7r dk (1 + gcos®)cos 2k + q + cos 0
G33 = — .

— 4.
1—¢2 ) . 2n 1+ cos 6 cos 2k (4.53)

El célculo de ésta expresiéon se reduce a evaluar dos integrales elementales

(0 # 0, %),

/“ dk 1 o
_ .27 14 cosfcos2k  |sind)|
T dk cos 2k 1 1
- = 1— ) i — 2
/_7r 27 1+ cos 6 cos 2k COSH[ |Sin0|] 60,si6=n/

Los casos singulares # = 0 y § = -7 deben ser discutidos por separado.
En cualquier caso, para la moneda de Hadamard, no son casos de interés. A

partir de la ec. (LZ2) obtenemos la expresion genérica para el coeficiente de

dispersion
D o—14 2q q+cos€+1—|—qc:089 1 1 (4.54)
7 1—¢? | |sind| cos 0 | sin 6] '
donde ¢ = 1 — 2p, por brevedad. Particularizando para la operacién de

moneda de Hadamard, § = /2, el segundo integral es nulo y se obtiene una

expresion sencilla,

2¢ _,, 20-p)’

D,=1+-—-4 _ 14,2 7P
I 1—q? p(2—p)

para 0 = +m/2, (4.55)
que para ruido débil (p < 1) es de la forma 1/p. Notablemente, este resultado
coincide con la ec. (EZT), obtenida por Brun et al. para el caso de medidas
proyectivas de la moneda. Esto refuerza la hipétesis de que no importa el
tipo de medida generalizada que se haga sobre la moneda, sino la frecuencia
con se realiza.

Hemos chequeado esta expresion realizando una simulacién numérica in-
dependiente de la caminata en la linea, en la cual el estado de la moneda

es invertido con probabilidad p por unidad de tiempo. Para tiempos largos
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Figura 4.5: Los puntos corresponden a estimativos numéricos del coeficiente
de dispersion para un QW con ruido de bit-flip para los tres niveles de ruido
(p =0,01,0,02, and 0,10 indicados en la clave. Los resultados corresponden
a un ensemble de 500 particulas y la dindmica se siguié por 1000 pasos. Las
lineas llenas corresponden a la ec. ([E54). [ASO6]

comparados con 1/p se obtiene la pendiente de la curva o?(t) por regresiéon
lineal. El resultado es el coeficiente de dispersion como funcién de p, mostra-
do en la Fig. En esta figura se muestra también la expresién analitica,
ec. (£, para este coeficiente y el ajuste es notable.

Estos resultados muestran que el efecto del ruido de moneda sobre la
distribucién en posicién es bien diferente que para el caso ruido en posicion.
Esta observacion ya habia sido realizada por [KT03] a partir de observacio-
nes numéricas de ruido debido a medidas de la moneda. En [SBBHO3], se
obtienen distribuciones de probabilidad para el caso de ruido unitario sobre
la moneda. El perfil obtenido tiene la misma forma que el de nuestra Fig.
De modo que cuatro tipos de ruido diferentes sobre la, moneda producen dis-
tribuciones de probabilidad similares, que son a su vez bien diferentes de las

que resultan cuando el ruido afecta directamente a la posicién.

4.2.2. Decoherencia en posicion

En el caso de decoherencia introducida a través de la posicién, el método

de superoperadores que hemos expuesto en las secciones anteriores no es facil
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de aplicar y nadie lo ha hecho hasta la fecha. El principal obstaculo es que en
este caso el superoperador actiia en un espacio de posiciones y la descripcién
simple de la dindmica aportada por la transformada de Fourier no puede ser
aprovechada.

Kendon y Tregenna han realizado algunos avances usando un método
alternativo, basado en la suma de trayectorias [KT03] y calculan analitica-
mente la varianza o2(p,t) en el limite pt < 1 con t > 1, es decir: ruido
débil y también en el caso p ~ 1 de decoherencia extrema. En este caso, la
decoherencia es debida a medidas proyectivas de posicién y moneda,|c, x),
realizadas con probabilidad p. La Fig. muestra resultados numéricos para
este caso.

El método de Kendon y Tregenna es esencialmente una formalizacion de
la suma de caminos mostrada en el ejemplo de la Fig. EETl Los detalles son

engorrosos y no sera reproducido aqui. Llegan al resultado
2(4.p) = o2 V2 V2 — 2
o*(t,p) ~ og(t) |1 c pt+p(vV2—-1)+0 (p°,1/t) |, (4.56)

vélido en el limite de tiempos largos y ruido débil, ¢ > 1 con pt <« 1. Los
autores validan este resultado a través de simulaciones numéricas usando el
valor de la varianza para el caso coherente O'g(t) = (1 —1/V2)(t - 1/t)%,
obtenido para cierta condicién inicial usando el método de Fourier.

Para el caso de ruido fuerte, p ~ 1y ¢t > 1 obtienen,
o’ ~[1+(1-p)t (4.57)
de modo que el coeficiente de dispersion es
D,=1+(1—-p)* (4.58)

Evidentemente, para p = 1 se tiene el limite clasico difusivo y para p < 1,
resulta D, > 1, confirmando la persistencia de correlaciones cudnticas. Esta

expresion es de limitada utilidad ya que sélo es valida para p =~ 1.

4.3. Ruido topoldgico (Broken links) (*)

En esta Seccion describimos un modelo de ruido topolégico que hemos
desarrollado en los tltimos afios en Montevideo [RSAT04]. Nuestro mode-

lo ha sido extendido a dos dimensiones en el marco de una tesis doctoral
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que esta finalizandose ahora en el Laboratorio Nacional de Computacion
Cientifica (LNCC), Petrépolis, Brasil.

Este modelo puede ser presentado como una operaciéon cuantica, pero al
tratarse de un ruido en posicion y moneda, no se cuenta con las ventajas
de las secciones anteriores (para el ruido en el subespacio de moneda) y
el problema atun no ha sido resuelto analiticamente. Dado que en tltima
instancia se debe recurrir a la simulacién numérica, optamos por presentarlo
en términos de mapas condicionales, que es la forma en que fue originalmente
formulado. Comenzamos recordanddi el mapa que da lugar a la evolucién
coherente del QW en términos de las componentes del spinor a, = (x,0|¥)
y bz = <(L’, 1‘\IJ>7

ot 1) = —= [aus1 (£) + buss (£)] (4.59)

-5

bx(t + 1) = E [ax_l(t) — bx_l(t)] .

En términos de éstas componentes se obtiene, como es usual, la distri-

bucién de probabilidad en posicién es
P(xz,t) = |ax(t)]* + b (t)]*. (4.60)

La caminata en la linea se puede ver como un proceso en el cual, a cada
paso, se transfiere el flujo de probabilidad de un sitio x a sus vecinos x £ 1,
como mostramos en la Fig. (a). Consideramos ahora las modificaciones
necesarias en el mapa ([E09) cuando uno o ambos de los eslabones que vin-
culan el sitio x con sus vecinos se han roto de modo que no es posible que

ese flujo de probabilidad tenga lugar.

4.3.1. Eslabones rotos en 1D (*)

Si el sitio 2 no tiene eslabones rotos, como en la Fig. (a), se aplica el
mapa (BE09) que implica una operacién de Hadamard en la moneda seguida
de una traslacion condicional en posicion. Este mapa se genera a partir del

operador de evolucién (LCH).

9Este mapa difiere del usado en la Seccién BTl debido a que en [RSAT04] adoptamos
una convencion diferente para las componentes del spinor. Aqui la componente a, esta
asociada a traslacién a la izquierda y b, con la traslacién hacia la derecha (roles inter-
cambiados con respecto al mapa ([EZ). Esto no es un problema, ya que ambas versiones

generan la misma dindmica.
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Oy ey — X"
(a) (b)
‘/\x-i/\x X+1 x-1 X X+1
PG e G

Figura 4.6: Diferentes situaciones que se pueden presentar en un sitio x de
la linea: (a) no hay eslabones rotos, (b) esta roto el eslabén de la izquierda,
(c) esta roto el eslabén de la derecha, (d) ambos eslabones estan rotos.
Las flechas indican la direccién del flujo de probabilidad asociado a cada

componente superior del spinor.

Cuando un eslabdn esta roto, esto inhibe el pasaje del flujo de probabi-
lidad. Sin embargo, el flujo de probabilidad es una cantidad conservada, de
modo que en estos casos es necesario reorientar el flujo saliente hacia la otra
componente del spinor. Si esta roto el link de la izquierda, como en (b) de
la Fig. L8, la componente superior recibe flujo normalmente de la derecha
(z + 1) pero no puede entregar flujo hacia la izquierda (x — 1). La compo-
nente inferior tiene un problema opuesto, ya que entrega pero no recibe. Si
suponemos que el flujo saliente de la componente superior es entregado a la
componente inferior se restablece el balance de probabilidad en presencia de

links rotos. Esto se hace a través del mapa modificado

an(t+1) = % (1 () + bug (1)
bu(t+1) — %[an(t)—i—bn(t)]. (4.61)

Similarmente, si el link roto esta a la derecha de z (Fig. Edl (¢)), aplica-

mos el mapa

an(t +1) = [an(t) = bn(D)]

bu(t+1) = [an—1(t) — bn—1(t)] . (4.62)

Sl =Sl
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Finalmente, si ambos eslabones estan rotos y el sitio x se encuentra
aislado, como en la Fig. (d), la operacién de Hadamard es seguida por

una inversion y el mapa resultante es

alt+1) = s lon(t) = (1)
ba(t+1) = %[an(t)+bn(t)]. (4.63)

La evolucion procede de la siguiente forma. A cada paso, la linea tiene
todos los eslabones cerrados. Se recorre la linea, rompiendo al azar eslabones
con probabilidad p, de modo que una fraccién p de ellos esta rota en un
momento determinado. Luego, para cada sitio x se aplica una instancia del
mapa de evolucién, condicionalmente a cual sea su caso (a), (b), (c) o (d).
Esta evolucién preserva la norma de la funcién de onda. De hecho, se puede

expresar como la serie de operaciones unitarias,
|U(t)) = UUp—1 ... Up|¥(0)) (4.64)

donde la forma de cada operador unitario U, depende de la topologia de
la linea en ese momento ¢ = k. Esto es otro ejemplo de ruido unitario, que
afecta a la vez a la posicién y a la moneda.

Consideramos la condicién inicial [¥(0)) = %(1,2’)T® |10), que lleva
a una evolucién simétrica en el caso coherente. Centramos nuestra atencién
en la distribucién de probabilidad en posicién, ec. ([3]), y en la evolucién
temporal de la varianza asociada a esta distribucién. Consideramos valores
de p < 0,50, ya que para p = 0,50 méas la mitad de los eslabones estéan rotos
en media y la propagacion en posicién se ve impedida.

En presencia de ruido, la distribuciéon de posicién tiende gradualmente
a una gaussiana como se muestra en la Fig. BE7 Esto es consistente con
observaciones reportadas para otros tipos de ruido, vea la Fig. En el
caso del ruido topoldgico que estamos considerando, la transicién de un
régimen donde domina la coherencia y 02 ~ t2 a un régimen decoherente

donde 02 ~ t tiene lugar en un tiempo caracteristico
1
pV2

Esta observacion, que se desprende de un anélisis detallado de los resultados

te (4.65)

mostrados en la Fig. L9 es consistente con lo reportado en [SBBHO3] para
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4.3. Ruido topoldgico (Broken links) (*)
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Figura 4.7: Distribucién P(x) para p = 0,01 en dos momentos diferen-
tes, t = 50 (panel superior) y ¢ = 1000 (panel inferior). Las distribuciones

correspondientes al caso coherente (p = 0) se muestran en el fondo.
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Figura 4.8: (a) Evolucién de la varianza, o2, para p = 0,01; en (b) la misma
evolucién en un a escala logaritmica muestra que la transicion entre el creci-
miento cuadratico y el lineal es gradual. Las lineas punteadas corresponden

al caso coherente, p = 0.
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Figura 4.9: Evolucién de la varianza con eslabones rotos en una escala log-
log. La linea a trazos corresponde al caso coherente p = 0 (crecimiento
cuadratico con el tiempo). Las lineas llenas corresponden a varios valores
de p: 0.01, 0.03, 0.10, 0.20 and 0.40. La linea punteada corresponde a una

caminata al azar cléasica.

la misma transicién en el caso de ruido unitario que actia exclusivamente

sobre la moneda.

En el caso del ruido topolédgico, existe un argumento sencillo para en-
tender este tiempo caracteristico. En promedio, hay p eventos decoherentes
por unidad de tiempo, por unidad de posicién. Al principio no hay eventos
decoherentes bajo la funcién de onda, porque la misma esta localizada en
posicién. Los eventos que tienen lugar fuera de la distribucion claramente
no afectan la dindmica. La distribucion del QW se extiende en ambas di-
recciones con velocidad constante 1/v/2, de modo que luego de t pasos, el
nimero medio de eventos decoherentes debajo de la distribucion es pv/2t.
Esta cantidad crece desde cero (evolucién coherente) hasta que se hace de
orden 1 y afecta apreciablemente a la distribucién de probabilidad (vea las
Figs 7 y E8) en el tiempo caracteristico (E6H). La Fig. muestra la
evolucién de la varianza para p = 0,01, donde el tiempo de coherencia es
t. ~ 70. En escala logaritmica se aprecia claramente que la transicion entre

el crecimiento cuadratico (pendiente 2) y lineal (pendiente 1) es gradual.

A partir de los datos para la evolucién de la varianza, mostrados en la
Fig. E3 se puede se puede calcular (usando datos para tiempos ¢t > t.) el
coeficiente de dispersion, ec. (LH), para varios niveles de ruido. La Fig. EE10
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Figura 4.10: Coeficiente de dispersién, ec. ([H), como funcién de (1 —p)/p
(Izq.) y de p (Der). Los tridngulos negros se obtienen a partir de los datos
de la Fig. La linea corresponde al ajuste por regresién lineal, ec. (G0
con K = 0,40.

muestra estos resultados, que implican una dependencia lineal con (1—p)/p,

1 _
D, = KTP. (4.66)

Una regresién lineal produce el valor K = 0,40.

La dependencia con 1 — p se debe al modelo de eslabones rotos y esta
presente en el modelo clasico correspondiente. Pero la dependencia domi-
nante en 1/p, que hemos obtenido también a partir de resultados analiticos
de ruido sobre la moneda, es de naturaleza cuantica y muestra que - ain a
tiempos arbitrariamente largos - persisten algunas correlaciones cudnticas.
Como consecuencia, la dispersion cuédntica tiene lugar a una tasa 1/p mas
alta que la difusion clasica. Para niveles de ruido moderados esto puede ser
decenas o centenas de veces mas rdpido.

En la siguiente seccién damos evidencia en favor de la persistencia de las
correlaciones cuanticas mostrando que si las mismas son despreciadas, los

resultados no se ajustan a las observaciones que acabamos de describir.

Correlaciones persistentes (*)

La evolucién bajo el modelo de eslabones rotos se ha descrito a través de

los mapas ([ERY) y EBIHEGT). Los mismos pueden expresarse en términos
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de probabilidades (en vez de amplitud de probabilidad) siguiendo el mismo
procedimiento que llevé a la ec. (B3)) en el caso coherente. Como resultado, se
obtienen cuatro ecuaciones de evolucién que deben aplicarse alternadamente

con cierta probabilidad cada una.

Polt+1) = 3 [Peralt) + Peoa (9] + Bera (6) — Bea (1)
Pot+1) = IPea) + Polt)] — [ () + Bud]  (467)
Pt 41) = EIPo(t) + Prcal®)] + Balt) + Boa(®)

P.(t+1) = P.(t).

En estas ecuaciones 3, = R[akb,] y R(2) es la parte real de z. Como
ya mencionamos, estos términos complementan la descripcién de la ecua-
cién maestra para hacerla compatible con la Mecdnica Cudntica [RSADO3]
RSSS™04].

En el modelo de eslabones rotos, las cuatro situaciones mostradas en la
Fig. L8l se presentan con probabilidades bien definidas. La probabilidad de
que un sitio dado no tenga eslabones rotos es Ily = (1 —p)2. La probabilidad
de que tenga uno de los eslabones rotos es II; = p(1 — p) y la probabilidad
de que este aislado, II; = p?. Estas probabilidades suman 1. Es posible
combinar las cuatro evoluciones en una sola, aplicando estas reglas con las
probabilidades respectivas. Si despreciamos el efecto de las correlaciones

cuanticas, después de alguna manipulacién resulta la ecuacion maestra
1
Polt+1) =pPalt) + 5(1=p) [Pen() + Poa (9] (4689)

Esta ecuacién describe la evolucién de un caminante al azar clasico, en una
topologia de eslabones rotos y se puede obtener en forma independiente
a partir de ese modelo. El proceso es difusivo con coeficiente de difusién,
D, =1 — p. El efecto de los eslabones rotos es obstaculizar la difusién, de
modo que si no hay eslabones rotos (p = 0), se reduce al caso usual D = 1.

El resultado que hemos encontrado en la seccién anterior, D, o (1 —
p)/p, implica que los términos que hemos despreciado tienen un impacto
importante en la dinamica, ain a tiempos arbitrariamente largos. En otras
palabras, salvo para niveles de ruido extremos, el proceso cuantico nunca
llega a ser completamente estocastico y eso se manifiesta en un coeficiente

de dispersion mayor que el clasico.
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Como hemos visto, la misma dependencia 1/p de la dispersion cuédntica
aparece en diferentes modelos de ruido [BCAO3al, SBBHO3, [K'T03], de modo
que la persistencia de las correlaciones no es una consecuencia del modelo de
eslabones rotos. Existe un punto de vista basado en la ecuacién de Langevin,
y por lo tanto conectado con la ecuaciéon maestra, que aporta una descrip-
cién cuantitativa de los resultados obtenidos a partir de nuestro modelo de

decoherencia.

Modelo Browniano (*)

La ecuacién de Langevin describe el movimiento browniano de una par-
ticula que se mueve en un medio en equilibrio térmico y esta sometida a
pequenas perturbaciones estocasticas [Rei65]. En una dimensién,

dv
dt

donde v es la velocidad de la particula, v un coeficiente de viscocidad para

+ v = f(t) (4.69)

el medio y f(¢) la fuerza impulsiva estocéstica (por unidad de masa), que en
el modelo original es debida a colisiones con las moléculas individuales del
fluido circundante. Se asume que f(t) tiene valor medio nulo de modo que
no hay fuerza neta en media. Bajo condiciones de equilibrio térmico con el
fluido circundante, y si inicialmente Z = 22 = 0, la evolucién temporal de la

varianza para la posiciéon de esta particula Browniana es

o = % [ty (1 - )], (4.70)

donde C' es una constante relacionada con la temperatura del bano térmico.

1

La viscocidad del medio define un tiempo caracteristico v+ en el cual la

varianza tiene una transicién entre un crecimiento cuadratico a otro lineal.

1

Para tiempos t < v~ se tiene

o? ~ Ct? (t <. (4.71)

Por otra parte, para t > vy~ ! los efectos disipativos debidos a las colisio-

nes predominan y resulta

2C
2o T

o (t>~1). (4.72)

La particula en este caso experimenta un proceso difusivo, con coeficiente

C
D=—. 4.73
~ ( )
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Figura 4.11: Comparacién (en escala logaritmica) de la evolucién temporal
de la varianza de la caminata cuéntica con eslabones rotos (lineas llenas) y de
una particula Browniana equivalente ec. [Z70), con C' = 0,293 y v dado por
la ec. (EZ4). Los valores de p son (en orden descendiente) p = 0,01, 0,10, 0,30
y 0,40.

La constante C' es la concavidad de la pardbola ¢%(t) en el caso coherente.
Para las condiciones iniciales que usamos en este trabajo, C' = 0,293.

La tasa de eventos decoherentes p se relaciona con la viscocidad -, ya
que los eslabones rotos funcionan como un obstaculo a la evoluciéon. Una
comparacion entre los coeficientes de difusién, ecs. (4] and (E6H) implica
la relacién

p
= 0,73 1. 4.74
7=073 (4.74)

Como se muestra en la Fig. LTIl este modelo estocastico simple ajusta
extremadamente bien la evolucidon de la varianza del QW con eslabones
rotos para un amplia gama de valores de p.

El ajuste entre el movimiento Browniano y la caminata cudntica con
eslabones rotos es demasiado bueno para ser casual. El rol de la viscocidad y
su equivalente en eslabones rotos es razonable, ya que ambos efectos tienden
a obstaculizar el movimiento. Sin embargo, el equilibrio térmico con el medio
no tiene un analogo evidente en la caminata cuantica, donde ni siquiera hay
definida una temperatura. Se requiere de un formalismo mas sofisticado para
comprender mejor la relacion entre ambos modelos. Un candidato para esto

es describir la caminata cudntica abierta con una ecuacién maestra para la
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Figura 4.12: Distribucién de probabilidad luego de ¢ = 100 pasos rompiendo
eslabones en 2D en forma anisotrépica. Se usa una operacién de Grover con
po=0yp1 =099 (Izq.), y po = 0 y p1 = 0,35 (Der.). Figura tomada de
[OPD0A.

matriz densidad, en la forma de Caldeira-Legget, por ejemplo.

4.3.2. Generalizacion del modelo a 2D

En un trabajo reciente, Oliveira, Portugal y Donangelo generalizaron el
modelo de decoherencia de eslabones rotos a dos dimensiones [OPD06]. En
este caso, el caminante cuantico se desplaza en un plano ocupando posicio-
nes discretas (x,y). Usaron operaciones de moneda separables (Hadamard)
y no separables (operaciones de Grover y Fourier), observando poco cam-
bio en la evolucién de la varianza entre estos casos. Cuando se rompen los
eslabones uniformemente con probabilidad p por unidad de tiempo, los re-
sultados son similares al modelo unidimensional. Es decir, se observa una
transiciéon desde un regimen de crecimiento cuadrético a otro de crecimiento
lineal. La transicién tiene lugar en un tiempo caracteristico ~ 1/p, como en
el caso unidimensional. En el régimen decoherente, el coeficiente de difusién
depende de (1 — p)/p como en el caso unidimensional.

Sin embargo, cuando se consideran efectos anisotréopicos en el modelo,

aparecen algunas novedades. Por ejemplo es posible romper links a lo largo de

113



4.3. Ruido topoldgico (Broken links) (*) 4. Decoherencia

una diagonal y no de la otra, de manera que eventualmente, la propagacion
se vuelve efectivamente unidimensional, como se muestra en la Fig. El
esquema de eslabones rotos permite (en forma permanente), permite “guiar”
el flujo de probabilidad practicamente a voluntad y es facilmente generali-
zable a tres o mas dimensiones. Esto genera perspectivas interesantes para
estudiar la transmisién a entre regiones de billares abiertos, la percolaciéon

cuantica y la propagacién en regiones inhomogéneas.
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Las cadenas de Markov, o caminatas al azar, han sido la base de una
familia de algoritmos estocdsticos muy poderosos [MRI6]. Entre ellos se
cuentan, entre otros, el Método Monte Carlo, el algoritmo de Metrépolis o
el algoritmo de Schoning para el problema 3-SAT, que hemos detallado en

este trabajo.

La version cuantizada de una cadena de markov, la caminata cuantica
(QW), resulta ser un protocolo de evolucién cuédntica tan general como su
contraparte clasica. En este trabajo hemos presentado la versién del QW en
la linea a tiempo discreto y a tiempo continuo. Para estos casos unidimensio-
nales hay un cuerpo de conocimiento bastante importante, generado en los
altimos anos y al cual se han realizado algunos aportes desde Montevideo.
Debido a la superposicién cuédntica, el caminante se desplaza simultanea-
mente a derecha e izquierda. Una de sus caracteristicas mdas importantes es
que la varianza de la distribucién de posicién crece cuadraticamente con el
numero de pasos, de modo que el proceso se extiende maés rapidamente que
una cadena de Markov clasica, para la cual la varianza crece linealmente con
el nimero de pasos. La operacién de desplazamiento condicional genera en-
redo (correlaciones cudnticas) entre la posicién y la moneda del caminante.
Este enredo fluctia, pero tiende rapidamente a un valor limite estable. He-
mos mostrado en detalle como es posible obtener expresiones analiticas que
permiten conocer el nivel asintético de enredo entre la moneda y posicion

como funcién de la condicidon iniciald.

Se han considerado sistemas de dos caminantes cudnticos con diversas

'En procesos unitarios la memoria de la condicién inicial se mantiene indefinidamente.
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operaciones de moneda, separables y no separables. En este dltimo caso,
aparece una riqueza considerable en cuanto a las posibilidades de enredo
multipartita. En un caso tipico, la dindmica involucra operaciones condi-
cionales que enredan las monedas de ambos caminantes. Por otra parte, la
traslacién condicional de cada uno de ellos enreda su moneda y su posicion,
de la misma forma que en el caso de una particula. El resultado es un “enredo
indirecto” que vincula a ambas distribuciones de posicion. Una medida rea-
lizada sobre uno de ellos afectard la distribucién del otro, aunque se hallan
desplazado en direcciones opuestas y ya no interactuen entre si. Hemos cuan-
tificado el enredo bipartita entre ambos caminantes, para varias operaciones
no separables y hemos encontrado un crecimiento logaritmico con el niimero
de pasos. Este crecimiento es probablemente explicable por el hecho de que,
a cada paso, la distribucién se extiende en el espacio y mas autoestados de
posicion participan de la dindmica. En principio, es posible caracterizar este
enredo bipartita a tiempos largos, usando los métodos analiticos que hemos
empleado para el caso de una particula, pero necesitariamos un estudiante
de doctorado para ello...

Como aplicacién a la Teoria de Juegos, hemos formulado la primera ver-
sién cuantizada del Dilema del Prisionero iterado, en el cual los jugadores
pueden implementar varias estrategias cldsicas en sus versiones cudnticas.
Se han establecido las condiciones para que una estrategia clasica se pueda
implementar como una operacién unitaria. Cuando se cumplen, una estrate-
gia clasica da origen a una extensa familia de estrategias cudnticas, lo cual
abre nuevas posibilidades que aiin no fueron exploradas. En particular, el rol
del enredo bi-partita y la inclusién de medidas generalizadas u operaciones
LOCC por parte de los jugadores. Extensiones a juegos multi-partitas son
mas o menos inmediatas con el formalismo que hemos desarrollado. Tam-
bién es posible ampliar atin més el espectro de estrategias considerando un
sistema abierto y operaciones cudnticas, en lo que podriamos llamar “estrate-
gias no unitarias asistidas por el ruido ambiente”. Todas estas posibilidades
aparecen en el horizonte.

Cuando el QW se expone al ruido ambiente la ventaja cuantica se pierde
gradualmente y la varianza pasa a crecer linealmente con el tiempo. Sin em-

bargo, la tasa de crecimiento cuanticad, D, es mayor (para niveles de ruido

2Que hemos llamado coeficiente de dispersion, por analogfa con el coeficiente de difusién

clasico.
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moderados, mucho mayor) que la difusién clasica, D = 1. Hemos analizado
los resultados de varios estudios numéricos y analiticos, tanto nuestros como
de otros investigadores, sobre decoherencia. Se han mostrado en cierto detalle
los céalculos basados en la aproximaciones de ecuacién maestra y los resulta-
dos obtenidos en base al formalismo de operaciones cuanticas. Las fuentes
de decoherencia consideradas son bastante diversas: medidas frecuentes de
la moneda, de la posicién , de ambas, ruido unitario en la moneda, ruido
de bit-flip en la moneda, ruido topolégico o “eslabones rotos” que pretende
simular un ruido térmico que afecta la posicion y la moneda, etc. En todos
los casos, se observa la regla general de que hay un tiempo caracteristico del
orden del inverso de la frecuencia de los eventos decoherentes. Es decir, en
este sistema la decoherencia opera a través de un proceso acumulativo. Los
detalles como el impacto en la distribucién de posicién dependen del tipo de

ruido considerado.

Esta claro que, para niveles de ruido moderado p <« 1, la dispersion
resultante es més réapida que la difusién clésica en un factor 1/p > 1. Hemos
mostrado que si se desprecian completamente las correlaciones cuanticas, las
ecuaciones de evolucién cudntica se reducen a una ecuacién de difusién con
el coeficiente usual D = 1. Lo mismo ocurre en el caso de ruido de eslabones
rotos al azar con un coeficiente reducido D = (1 —p). Hay indicios fuertes de
correlaciones persistentes, atin a tiempos largos, que hacen que la dispersion
cuantica en presencia de ruido sea maés rapida que la clasica. Creemos que
este efecto es inesperado y merece un estudio mas profundo. en particular,
todos los tipos de perturbaciones que hemos descrito son eso: perturbaciones
elegidas para “emular” el efecto de un ambiente. No hay un estudio en el cual
se coloca un QW en interaccién con un bano térmico de osciladores, por
ejemplo, y se calcula su evolucién resolviendo la alguna ecuacion maestra
adecuada, como la de Caldeira-Legget, que agrega un término de viscocidad
a la ec. ([@J)). En este caso, el efecto sobre el QW seria consecuencia de la
interaccion propuesta con el bafio térmico y no una cosa introducida ad-
hoc. En primer lugar, habria que ver si persisten las correlaciones cuanticas
en éste caso. En nuestra opinion, este modelo esta fuertemente sugerido
por el impresionante ajuste observado numéricamente entre el modelo de
eslabones rotos al azar y una particula Browniana, descrita por una ecuacion
de Langevin, que se mueve en un medio viscoso a temperatura 7. De modo

que este nos parece un tema prioritario, donde hace falta profundizar.
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En 1994, el algoritmo de Shor mostré que era posible usar la Mecanica
Cuéntica para factorizar enteros grandes. Cldsicamente, esta tarea requiere
recursos exponenciales en el tamano de la entrada para ser realizada, por
lo cual es la base de esquemas muy usados de criptografia, como RSAH. El
esquema criptografico continiia en uso, y lo hara por varios anos, porque no
hay procesadores cudnticos capaces de ejecutar el algoritmo de Shor para
cientos de qubits. En 1995 Grover propone su algoritmo de bisqueda. Pese
a los cosiderables esfuerzos que se han realizado en esta direcciéon, no han
habido ideas realmente novedosas en el campo de los algoritmos cuanticos
desde 1995. La mayoria de los avances producidos se basan en la técnica de
transformada cudntica de Fourier que esta detras de la ganancia exponencial
del algoritmo de Shoif] o en a la técnica de amplificacién de fase que se usa

en el algoritmo de Grover.

No esta claro atn si el QW puede aportar un nuevo punto de vista algo-
ritmico que destrabe la situacion, aunque hay algunos indicios en ese sentido.
Hemos mencionado més de un trabajo en el cual un QW (a tiempo discreto
o0 a tiempo continuo) es capaz de atravesar un hipercubo de dimensién d > 3
(de un vértice al opuesto) en un tiempo polinomial en d cuando un caminante
clasico requiere O (Zd) pasos. La misma ventaja exponencial ocurre en cierto
tipo de grafos (drboles binarios) en el caso del QW a tiempo continuo. Sin
embargo, hasta el momento, los algoritmos de biisqueda concretos basados
en el QW en hipercubos, sélo han logrado ventajas cuadraticas (N — VN )
con respecto a sus andlogos clasicos y, en este sentido, son equivalentes al
algoritmo de Grover, que hemos analizado en detalle.

Hemos analizado la clase de problemas NP y NP-completos en cierto
detalle. Estos ultimos son considerados los problemas més dificiles (dentro
de los problemas manejables). El algoritmo de Schoning, el méas rapido pa-
ra problemas 3-SAT (el paradigma de los problemas NP-completos), es un
ejemplo moderno del tipo de algoritmos estocasticos basados en cadenas de

Markov y es de orden 1,333", para un problema de n variables Booleanas.

3Hasta fecha, nadie ha logrado factorizar un ntimero de 200 digitos, pese a que hay

recompensas prometidas (desafio RSA).
El reciente algoritmo de Hallgreen [Hal01] es un buen ehjemplo de esta afirmacién.

Usa la transformada de Fourier cudntica para encontrar soluciones (eficientemente) para
un tipo de ecuacién diofdntica (la ecuacién de Pell, uno de los problemas més viejos en
teorfa de ntimeros, 22 — dy? = 1 con x,y enteros y d un entero positivo que no es un

cuadrado perfecto). Previamente, este problema no tenfa solucién eficiente conocida.
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La cuantizacién de éste algoritmo no se ha realizado atn (hasta donde sabe-
mos) y no vemos grandes obstéculos para llevarla a cabo. Elaborando sobre
ideas previas de A. Ambainis, hemos analizado la posibilidad de reemplazar
las repeticiones clasicas del algoritmo de Schoning por iteraciones de ampli-
ficacién de amplitud. A través de este procedimiento, parece posible obtener
un algoritmo cuéntico considerablemente més rapido /1,333" ~ 1,155™ que
el de Schoning, lo cual es un desafio interesante y — al menos en principio —
accesible.

La conjetura P # N P implica que existen problemas en la clase NP que
no estdn en P. Es decir, problemas para los cuales es imposible encontrar
una solucién en forma eficiente. Se supone que estos problemas son los NP-
completos, ya que se mapean entre si en tiempo polinémico y si se resuelve
uno de ellos eficientemente, se resuelven todos. Simplemente, eso parece de-
masiado bueno para ser cierto, dadas las caracteristicas comunes a éstos pro-
blemas (optimizacién de varias variables, restringida por muchos vinculos,
en espacios grandes y desestructurados). En todo caso, no existe una prueba
formal de la conjetura mencionadaﬁ. Si P=NP, esto significaria que se puede
encontrar una solucién eficientemente para los problemas NP-completos. En
ese hipotético caso, quizas la Mecanica Cudantica, y en particular el modelo
QW, tenga algo para aportar en esa direcciéon. Mientras tanto, los esfuerzos
se orientan a problemas NP que no son NP-completos. Como sucedio con el
problema de factorizacion de enteros, éstos problemas podrian ser més acce-
sibles y ser “degradados” a la clase P por un algoritmo cudntico ( o clasico!)
eficiente.

No se debe olvidar ademds que el procesamiento cuantico de informa-
cién es sélo uno de los objetivos del area. La distribucién segura de claves
cuanticas codificadas en fotones con o sin estados enredados ya esta en la
escala de ~ 100 km por fibra 6ptica [MdRT04] y también por aire [Urs06]
y en este aspecto se producen avances en la escala de meses. El otro uso po-
tencialmente muy importante de un “procesador cuantico” de varios qubits
es el de la simulacién eficiente de sistemas cudnticos. Las nanotecnologias,
la microelectrénica, el diseno de nuevas moléculas, requieren la habilidad de
simular sistemas cudnticos de muchos grados de libertad. Una cosa que re-

quiere recursos exponenciales en el ntimero de qubits del sistema. De modo

5Pese a que hay hace algunos afios un premio de 10° délares esperando a quien la

obtenga.
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que es posible que el primer uso de un procesador cuantico con algunas dece-
nas de qubits, que hagan posible la implementacién de cédigos de correccion
de errores, sea justamente simular otros sistemas cudnticos eficientemente.
En cualquier caso, aunque nuestra generacién nunca llegue a ver proce-
sadores cuanticos de escritorio, en el transcurso de ésta aventura intelectual,
habremos aprendido bastante fisica fundamental y alcanzado un grado de

control sin precedentes sobre la materia microscopica.
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Apéndice A

Mecanica Cuantica

Este Apéndice contiene informacion bdsica sobre los postulados de la
Mecanica Cudntica, notacion de Dirac y el formalismo del operador densi-
dad. Esta adaptado de los Caps. 2 y 8 del material de apoyo para el curso
de Computacion Cudntica [ASO]] que se dicta (en modalidades de grado y

posgrado) en la Facultad de Ingenieria.

A.1. Representacién matematica

En esta Seccién, repasamos los elementos de dlgebra lineal necesaria para
trabajar con objetos cuanticos sin intentar ser mateméaticamente rigurosos.
No repetiremos aqui demostraciones que se encuentran en los textos, salvo
cuando contribuyan a aclarar los conceptos presentados. El énfasis esta en

la descripcién de espacios vectoriales discretos en notacién de Dirac.

A.1.1. Funciones de onda

La funcién de onda W(7,t) es una funcién compleja que contiene toda la
informacién sobre el estado de un sistema fisico determinado. De acuerdo a
la interpretacién de Born, el médulo al cuadrado de la funcién de onda es
una densidad de probabilidad. Es decir que |¥ (7, t)|?dr3 es la probabilidad de
encontrar una particula en el elemento de volumen diferencial (7,7 + dr3). La
funcién de onda debe ser normalizable, [ dr3|¥(7,¢)[* = 1, lo cual restringe
las funciones de interés a aquellas de médulo cuadrado integrable. Ademas,
desde el punto de vista fisico, éstas funciones deben ser bien definidas en

todo el espacio, continuas y diferenciables.
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Denominaremos F al espacio vectorial al cual pertenecen. El producto

escalar o interno se define por

(®,0) = / dr3®* (7)U (),

y es antilineal con respecto al primer argumento y lineal con respecto al se-
gundo. Un caso particular lo representa el calculo de la norma ||¥|| = (¥, ¥)Y/2,
que solo es nula si ¥ = 0.

En muchos sistemas cudnticos, una descripciéon basada en una funcién
compleja de las coordenadas espaciales no es de utilidad. Esta es la situa-
cién, por ejemplo, en sistemas de spin, fotones polarizados o sistemas de
dos niveles en general, donde la posicién espacial no juega un rol relevante.
En esta categoria estan muchos sistemas de interés para el procesamiento
cudntico de la informacion, por lo que es conveniente usar una descripcién
abstracta de los estados cudnticos en términos de vectores de estado (o kets)
pertenecientes a un espacio vectorial ‘H, llamado indistintamente espacio de
estados o espacio de Hilbert. En particular, son de interés los espacios de
dimensién finita por lo que en estas notas nos limitaremos a este caso. A
continuacién introducimos la notacién de Dirac, que simplifica enormemente

la operativa en éstos espacios.

A.1.2. Notacién de Dirac

La notaciéon de Dirac es una de las posibles notaciones para describir
espacios lineales. Sin embargo, se adapta especialmente bien para describir
el procesamiento cudntico de la informacion y es la norma aceptada en éste

contexto.

Kets

Asociamos a cada funcién de onda un vector (o ket) en un espacio de
Hilbert H,
U — |U) (A.1)

de modo que toda la informacién sobre el estado cudntico del sistema a
describir esta contenida en el mismo. Los espacios F y H son isomorfos. Sin
embargo, el concepto de espacio de estados es mas general que el de espacio
de funciones de onda y se puede utilizar aun cuando los objetos relevantes

no sean funciones complejas de posicién.
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El producto escalar entre dos vectores de H, |¥) y |®), es un nimero

complejo que se indica como (P|¥),
(U, ®) = /\Il*@dr3 — (T|®).

De nuevo, el producto escalar es antilineal en el primer argumento y lineal

en segundo. Sus propiedades, se escriben en notacién de Dirac como
(@)" = (¥[P)
(A @1+ M Po|W) = AT(P1[W) + A (P2|W) (A.2)
(@‘)\1\1/1 + )\2\112> = )\1<(I)’\I’1> + )\2(@‘\1/2>.
La norma del ket |¥) es el real no negativo, ||¥|| = /(¥|¥) > 0, donde,

(P|U) =0« |¥) =0 (el tinico vector de H que no se expresa dentro de

corchetes | ), es el vector nulo).

Bras

El producto escalar se puede interpretar como una regla que asocia a
cada ket |¥) € H un ndmero complejo determinado por otro ket |®). Es
decir que a cada ket |®) € H, le corresponde un bra, indicado como (®].
Un bra es una funcién lineal que asocia un nimero complejo a todo ket de
‘H mediante el producto escalar. Si existe una descripcién en términos de

funciones, se puede hacer la asociacién
/ dr3d* — (| (A.3)

Los bras son funcionales que pertenecen a un espacio H, llamado espacio
dual de H.
Representacién en 'H

Hasta el momento no hemos especificado una representacion en el espacio
de kets H. Supongamos que existe un conjunto de n kets {|u;)} € H que

satisfacen las relaciones,
(uiluj) = 04 (A.4)

Z lui)(uil = 1 (A.5)
i=1
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donde §;; = 1y d;5 = 0 si i # j (delta de Kronecker). La primera relacién
expresa que los kets de la base son un conjunto ortonormal. La segunda es
la propiedad de clausura. El conjunto {|u;)} es una base ortonormal en H.

A partir de ([A), es inmediato comprobar que cualquier ket |¥) € H se

puede expresar de forma tnica como

N
O) = aslu;) (A.6)
=1

con a; = (u;|¥) € C. Usualmente se organizan las componentes a; en un
vector columna que representa a | V). La representacién de un bra se obtiene
en forma similar a partir de la clausura (AH), (A4),

n

(@ = (@] [Z qu'>(uz'|] = D (@fui) (wg] = D b7 {uil (A7)
i=1 i=1

1=1

con b; = (u;|®). De modo que la representacién del bra (®| es el vector fila
(@] — [b7,...,b5].

Si ¥ = &, decimos que la ec. [(A) es la “expresién dual” de ([(Af). En
general, las expresiones duales se obtienen reemplazando bras por kets (o
kets por bras), operadores por sus adjuntos y ntmeros complejos por sus
conjugados. A nivel de representaciones, se obtiene la representaciéon dual
trasponiendo y conjugando.

El producto escalar entre un bra (®| y un ket |¥), se expresa en términos

de una representacion como
aj n
(@) = [b7...05 x | 1| =) bai (A.8)
i=1
Qn

En cambio, la expresién |®)(¥| es un operador en H, representado por la

matriz n X n,

bl a’{bl e Gy

b, aib, ... anb,

En general, |®) (V| # |V)(P| y describen operadores diferentes. Se obtiene la
matriz de uno de ellos conjugando y transponiendo la matriz del otro (son

conjugados hermiticos).

126



A.1. Representacién matematica A. Mecédnica Cuantica

Operadores en 'H

Un operador lineal A en H asocia a cada ket |[¥) otro ket, |U') = A|¥) € H

en una correspondencia lineal
A [)\1’\I’1> + )\2’\1’2” = )\1A’\I’1> + )\QA‘\I/2> V)\LQ eC.

La accién de un operador compuesto AB sobre un ket |¥), se define en
la forma usual, A [B|¥)]. Si los operadores no conmutan entre si, el orden de
aplicacién hace una diferencia. Se define el conmutador de dos operadores

como el operador compuesto
[A,B] = AB — BA. (A.9)

Evidentemente, si [A4, B] # 0 entonces AB|V) # BA|U).

Dados dos kets |®) y |¥) y un operador A, el elemento de matriz del
operador entre estos kets es el nimero complejo o = (®|A|¥). Un operador
lineal A actda sobre un ket |¥) = >".a;|u;) produciendo otro ket A|¥) al

cual le corresponden componentes b; = (u;|AV) dadas por
bi = (wil AW) = (wi| A ajlug) = aj(wilAluy) = > i a;.
J J J

Es decir que se obtiene la representacién de A|¥) en la forma usual, multi-

plicando su vector columna por la matriz cuadrada de elementos
Esta matriz compleja es la representacion del operador A. Es inmediato

obtener una expresién para el operador en términos de la base,

N

D fua) (il

=1

N

A ) uy] :Zaij\ui>(uj|. (A.11)

j=1

A=

Operador adjunto

Dado un operador lineal A se le asocia otro operador lineal AT (el adjunto

de A) a través de la relacién
(D|A|T)* = (T|AT|D). (A.12)

Un operador que cumple A = AT se denomina hermitico o autoadjun-

to. Los operadores hermiticos son especialmente importantes en Mecanica
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Cuéantica porque pueden asociarse a magnitudes fisicas, de modo que discu-
tiremos sus propiedades por separado.

Es fcil verificar que se obtiene la representacién de A" trasponiendo y
conjungando la matriz de A. En particular, un operador hermitico le corres-
ponde una matriz — en cualquier representacién — con elementos reales en
la diagonal. Esto implica que los autovalores de este operador son reales. La
relacién de adjunto verifica las propiedades (para cualquier A, B y VA € C),

(At = 4 (Af = arat
(A+B)l = At 4+ Bt (AB)! = BfAf

Autovalores y autovectores
Un ket |¥) es vector propio de un operador A si satisface
A|T) = \|P) (A.13)

para algun A € C. Los posibles A son los valores propiosﬂ del operador A.
El sistema lineal homogéneo definido por (A — AI)|¥) = 0 tiene solucién

no trivial solo si se satisface la ecuacién caracteristica

|[A— M| =0 (A.14)
donde | - | indica determinante e I es el operador identidad. Las raices de
ésta ecuacién determinan los posibles valores de A.
Projectores

El operador P = |®)(®|, aplicado sobre un ket arbitrario |¥) resulta en

otro ket proporcional a |®),
P|V) = (2|V) [)

Como se muestra en la Figura [A] esta es la proyeccién ortogonal de |¥)
sobre |®).

La propiedad caracteristica de un proyector es

P2 =P. (A.15)

!Si la ec. (A2I3) se cumple para una serie de g» > 1 de vectores linealmente indepen-
dientes |¥3) con i = 1...gy, con el mismo autovalor ), éste tiene degeneracién gy. Los

autovectores determinan el subespacio propio de A, Hx C 'H, en el cual todo ket satisface

la ec. (AT3).
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| D>

P|¥>
|¥>

Figura A.1: Accién del proyector P= |®)(®| sobre un ket |¥) arbitrario. Observe que si

[[¥]] = ||®|| = 1, la proyeccién P|¥) no esta normalizada.

A partir de ésta propiedad, es inmediato mostrar que los autovalores de un

proyector solo pueden ser 0 o 1.

Operadores hermiticos

Los operadores hermiticos (A = A') son importantes en Mecanica Cudn-
tica porque sus autovalores son reales y se asociar a magnitudes fisicas ob-
servables.

Proyectando la ec. [AZI3) sobre el bra (¥|, es inmediato ver que el au-
tovalor A\ se expresa como

A= AT (A16)
(W]w)
La cantidad (¥|¥) (la norma al cuadrado) es siempre real positiva y si el

operador A es hermitico,
(UIAIW)* = (W|AT|O) = (¥|A|P)

también es real, por lo que el autovalor A es real.
Los autovectores de diferentes valores propios de un operador hermitico
son ortogonales. Supongamos que A # p son dos autovalores diferentes de

un operador hermitico A. Se cumple entonces

AlT) = A¥)
AlQ) = pl®).

Proyectando la primera ecuacion sobre (®| y la segunda sobre (¥| se obtiene,

luego de conjugar la segunda,

(P[AW) = AMQ|¥)
(PIAW) = p(2[P).
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La diferencia entre estas ecuaciones implica que los autovectores son orto-
gonales,
(A= p)(®|T) =0 = (®|V) =0. (A.17)

Este resultado implica que cada observable fisico tiene asociados un conjunto

de estados mutuamente ortogonales.

Representacién espectral

Un operador que conmuta con su adjunto se dice normal: AAT = ATA.
Los operadores hermiticos son normales. Los operadores normales satisfacen

el Teorema Espectraﬂ:

Un operador normal A en & es diagonal en alguna base ortonormal de H.

Reciprocamente, todo operador diagonalizable en H es normal.

Otra forma de decir lo mismo es que el conjunto de autovectores de un
operador normal es una base de H. Supongamos que A, As... Ay son los

autovalores de A. Es decir que
Ali) = \ili) parai=1,2...N.

Los autovectores de A, {|i)}, forman una base ortonormal en H y satisfacen
las ecs. (A4) y ([AH). En la base propia, la matriz de A es diagonal «;; =
Aid;; de modo que la expresion ([ATT) se reduce a

A:ZA,-\@(N. (A.18)

Esta descomposicion se conoce como la representacion espectral del ope-
rador normal A.

Podemos usar la representacién espectral para definir la funcién de un
operador. Si f : C — C es una funcién de variable compleja, se puede definir

la accién de f sobre un operador A de la siguiente forma:
FA) =) F0lNil. (A.19)
Por ejemplo, el exponencial de un operador es

et = ZeAi|i>(i|. (A.20)

2Que aqui solo enunciaremos. Por una demostracién ver, por ejemplo [NCO0).
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Otras funciones de un operador (log A,sin A,tan A, /A, ...) se definen en

forma similar.

Operadores Unitarios

Un operador unitario se define por la relacion
U'u=uul=1. (A.21)

Es decir que el operador adjunto de un operador unitario es su inverso.
Una propiedad bésica de los operadores unitarios es que preservan la
norma dado que
(W) = (TUTU[D).

Usando ([AZ2])) es fécil comprobar que los autovalores de un operador unitario
tienen médulo 1. Es decir que se pueden escribir en términos de fases reales
¢ € [0, 27] como €.

La evolucién temporal de un sistema cudntico esta asociada a un opera-
dor unitario. En particular, las compuertas légicas por medio de las cuales se

actiia sobre un conjunto de qubits estdn descritas por operadores unitarios.

A.2. Postulados de la Mecanica Cuantica

Para los efectos de éste trabajo, las reglas béasicas de la Mecanica Cuan-
tica se pueden resumir en tres postulados: descripcion de un sistema fisico,
medidas y evolucién temporal. Los postulados son simples, pero cada uno

de ellos tiene una serie de implicancias que intentamos explicitar.

I. Descripcion de un sistema fisico
La informacion accesible sobre un sistema fisico queda determina-
da por un vector de estado |¥), denominado ket, perteneciente a
un espacio de Hilbert H. Una magnitud fisica (un observable) es
descrita por un operador hermitico A = A" que actia en H.
Si el sistema es compuesto de n subsistemas en estados
W) (i=1...n), su espacio de estados es el producto tensorial

de los subespacios componentes y el estado del sistema conjunto es

|U) = [T1) @ [Ta)...R |T,).
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Al ser H un espacio lineal, este postulado implica un Principio de Super-
posicion. Si [¥1), |¥s) € H, una combinacién lineal arbitraria A1|U1)+Aa|¥2)
con A2 € C, es también un ket de H y representa un posible estado del sis-
tema.

Esto tiene fuertes implicaciones en el procesamiento cuantico de la infor-
macién. Clésicamente, un sistema de dos estados |0) y |1) puede usarse para
representar un bit de informacién. Cudnticamente, el sistema puede existir
ademas en una superposicion de estados. Cuando se describen sistemas de
mas de un qubit, la superposicién de alternativas clasicamente excluyentes

da lugar a estados enredados.

II. Medidas

El resultado de la medida del observable A solo puede ser uno de
sus autovalores reales, a,. La medida de un observable causa el
colapso no determinista del ket |V) en el subespacio asociado al
autovalor obtenido. La probabilidad de obtener el resultado a, esta
dada por la proyeccion del estado del sistema |¥), en el instante
previo a la medida, en el subespacio propio asociado a ese autova-

lor.

Supongamos que el sistema se encuentra en un estado descrito por el ket
normalizado |¥), de modo que (¥|¥) = 1. Si A es un observable, tiene un

conjunto de autovalores (reales) y correspondientes autovectores,
Aluy) = apluy) (A.22)

que forman una base en H. El resultado de una medida de A sélo puede ser
uno de estos autovaloresH Dado que A es un observable, se puede expresar

el estado antes de la medida como
T) =" cnlun) (A.23)

con (Up|tm) = dpm v ¢n = (u,|¥). La probabilidad p, de que la medida

resulte en el autovalor a,, es

Pn = ‘cn‘z = \(Un!‘I’Hz (A.24)

3Los autovalores a,, pueden o no ser degenerados. Por claridad, discutimos el caso en

que no hay degeneracion; la generalizacion es inmediata.
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La normalizacién de |¥) implica que ), p, = 1. El resultado de la medida
no esta determinado a-priori.

En general, un autovalor degenerado puede estar asociado a un conjunto
de g kets ortonormales, |u1), |u2) ... |uq) que generan un subespacio H, C H.
El proyector sobre este subespacio es P = Y 7_, |u;)(u;|. La medida resulta

en la proyeccién (normalizada) del estado |¥) en el subespacio H,,

q
HJJj;g;H = \/%W ch|ul> con ¢; = (u;|¥).
=117t =1

Nos referimos a este proceso como el “colapso” no determinista del estado
|¥). Es imposible reconstruir el ket |¥) a partir del resultado de una medida.
En otras palabras, la medida es un proceso irreversible y a diferencia del caso
clasico, es imposible observar un estado cudntico sin modificarlo en forma
no determinist

Lo anterior describe el formalismo de Medidas Proyectivas tal como se
ensefia en los cursos de Mecanica Cudntica. Una medida proyectiva es repe-
tible, es decir que si se mide un observable A y se obtiene el autovalor a,,
una medida de A inmediatamente posterior resulta con certeza en el mismo
valor a,,. Muchas medidas de interés en el procesamiento cuantico de infor-
macién no son de éste tipo. Por ejemplo, si se mide la polarizacién de un
fotén con un sistema analizador-detector, el fotén es destruido en el proceso
y la medida no es repetible. Existe un formalismo de Medidas Generalizadas,
que incluye a las medidas proyectivas y es de gran interés para la descripcion
de sistemas cuanticos abiertos, donde el efecto del entorno debe ser tenido

en cuenta. El mismo se presenta en la Seccién

Ensembles

Si se cuenta con un conjunto (o ensemble) de muchos sistemas todos pre-
parados en el mismo estado |¥), se pueden realizar medidas independientes
en cada uno de ellos y obtener una estadistica que permita estimar los mé-

dulos |¢,|. Este proceso se conoce como tomografia cudntica del estado W.

4Salvo en el caso especial en que el estado del sistema antes de la medida sea un

autoestado de A.
®Este hecho ha mostrado ser de utilidad comercial en aplicaciones criptograficas seguras.

Si se codifica una clave secreta en una serie de estados cudnticos es imposible que un

eventual espia acceda a la misma sin alterarla y ser detectado.
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En la practica la tomografia cuantica se aplica a estados descritos por el

formalismo de matriz densidad, que introducimos en la Seccién

El valor esperado del observable A, para una serie medidas de sistemas

preparados en un estado |¥), es el real
(A) = (WAID) = |enl*ap. (A.25)

La dispersion en las medidas se obtiene de la forma usual, a partir de la

desviacion estandar o4, o de su varianza asociada

0% = ((A - (A)?) = (A%) — (A)%. (A.26)

Principio de Incertidumbre de Heisemberg

Las incertidumbres asociadas a un conjunto de medidas de dos obser-
vables A y B que no conmutan satisfacen la relacién de incertidumbre de

Heisemberg,

sa0 > 3li(A.B])| (A21)

Esta relacion, que se demuestra a partir de los postulados [AS04, [NCO0L
Bor57], implica que dos observables conjugados (es decir, que no conmutan)
no pueden ser conocidos simultaneamente con precision arbitrariald.

El caso mas conocido de la relacion de incertidumbre refiere a los obser-
vables conjugados de posicion A = z y cantidad de movimiento B = —ih%.
Estas expresiones estan en representacion de posicion en una dimensién. En
este caso, [A, B] = ih y [AZ1) se reduce a

O0z0p, >3

Mas adelante en estas notas, pondremos ejemplos de aplicacion de la relacién

de Heisemberg en el espacio de un qubit.

6Si los observables conmutan entre si [A, B] = 0, resulta la afirmacién inocua caop > 0.
Estos observables se denominan observables compatibles y existe una base en H en la
cual ambos son diagonalizables simultdneamente. Se puede determinar su valor simulta-

neamente con una precision acotada por las limitaciones del aparato de medida.
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II1. Evolucién
Para un sistema cerrado, la evolucion temporal del ket |U(t)) esta

dada por la ecuacion de Schrodinger
L d
i U(0) = H() W (1) (A.28)

donde H (operador Hamiltoniano) es el observable asociado a la

energia total del sistema.

Es decir que la evolucién dinamica de un sistema cuéantico es determinista y
reversible.

La ecuacién ([(AZ2]) es lineal, de modo que una combinacién lineal de sus
soluciones también es solucién, como lo requiere el Postulado I. La normali-
zacién (¥|¥) = 1 no fija la fase del ket de modo que dos kets, |¥) y €| W),

que difieren en una fase global ¢ € [0, 27], representan el mismo estado.

Operador evolucién

Existe un operador lineal que aplicado al ket |W¥(y)) resulta en |¥(¢)).
Este operador es el operador evolucién U(ty,t) entre ¢y y t. En efecto, se

puede integrar formalmente [A28), expresdandola como

d|w) i

—— =——H(t)dt A.29

o) = H0 (4.20)
que, luego de integrar, resulta en

ffo H(t) dt’|

() = (to)) = U (o). (A.30)

En general, cuando H depende del tiempo, expresiones como ([A30) sélo tie-
nen interés forma]ﬁ. Si el sistema que se describe es conservativo, su energia
es una constante del movimiento y el operador H no depende del tiempo.

En este caso, el operador de evolucién entre t1 y ty es sencillamente
Ulty, ty) = e wHli2=t1), (A.31)

El hecho de que el hamiltoniano es hermitico (H = HT) asegura que el
operador de evolucién es unitario UTU = 1y preserva la norma. La evolucién
unitaria

(W (t)) = Ut|¥(to)) (A.32)

"Es dificil aplicar exp [ ft H(t')dt'] ya que est4 implicito un operador de ordena-

_% to
miento temporal que hace que en el producto de operadores se apliquen primero aquellos

que dependen de tiempos menores, pero en general [H(t"), H(t")] # 0.
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es sinénimo de la ecuacién de Schrodinger ([AZ28) e implica reversibilidad,
ya que siempre existe U~ = UT.

Las compuertas cudnticas implementan esta transformacién unitaria y
sélo pueden ser compuertas reversibles, en contraste con el caso clasico. La

l6gica Booleana debe reemplazarse por una logica reversible.

A.3. Operador densidad

Hasta el momento hemos supuesto que se describe un sistema cuédnti-
co aislado preparado en un estado |¥) conocido perfectamente. En muchos
casos de interés, se cuenta con informacién incompleta sobre el estado del
sistema. En éstos caso@, es conveniente adoptar una descripcién alternativa
basada en el operador densidad. Supongamos que la preparacién de un sis-
tema concreto es el resultado de una medida de cierto observable. En este
caso, de acuerdo al Postulado II, el sistema estara en uno de los subespacios
asociados a los autovalores del observable. No sabemos cual, sino que tene-
mos informacion estadistica sobre la probabilidad de que esté en uno u otro
estado. Este es un caso en el que el estado del sistema es una mezcla esta-
distica y se describe adecuadamente por el operador densidad que definimos
a continuacién.

Un sistema puede estar en uno de N estados normalizados |¥;) y orto-
gonales entre si. La restriccién de ortogonalidad es fisicamente razonable, ya
que dos estados no ortogonales no son distinguibles con certeza. Si p; es la
probabilidad de que el sistema esté en el estado |¥;), se define el operador

densidad como N
p=> pil W) (T (A.33)
i=1

donde p; > 0y > .p; = 1. Este operador es hermitico, definido positivo y
tiene traza 1, como mostramos mas adelante. El formalismo anterior esta
contenido en el operador densidad. Si sabemos con certeza que el sistema

estd en un cierto estado |Wy), entonces p; = 0 v
p =) (V. (A.34)

Nos referimos a éste caso como un estado puro. En cambio, el caso general

([AZ33) describe a una mezcla estadistica, lo cual implica una referencia a un

8Por ejemplo, cuando los efectos del ambiente no son despreciables e introducen ruido

en el sistema.
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conjunto de sistemas idénticos (un ensemble). Los estados puros pertenecen
a un espacio de Hilbert, |¥;) € H. Existe un espacio asociado D(H) al cual
pertenecen los operadores densidad generados por expresiones como (AZ33]).

La normalizacién de los estados puros implica que
me“ |0;)(W3]) sz =1

Ademss, p es definido positivo ya que, para cualquier vector |¢), su valor

esperado verifica

(lplo) = sz (6l¥:)[* > 0.
El valor esperado de un observable es

< A>= sz(\I/Z]A\\I/,> =tr(pA).

Existe un criterio simple para distinguir si un operador densidad corres-

ponde a una mezcla o a un estado puro. El operador p? se expresa
2 2
pP= prIW) (]
i

y su traza es menor o igual que la traza de p,
=Y pi<tr(p)=1. (A.35)
i

Dado que siempre ) . p; = 1, la igualdad sélo tiene lugar si p; = d;, para
algin k, es decir, un estado puro. De modo que la traza de p? nos indica si
p describe un estado puro o una mezcla estadistica.

Los postulados de la Mecéanica Cuantica se pueden enunciar en términos
de operadores densidad. Por ejemplo, la evolucién de un sistema, ec. (A232),

se expresa en términos del operador densidad como
pi=UpoUT. (A.36)

El Postulado IT (medidas) se puede expresar en términos de matriz den-
sidad. Supongamos que ag) es un autovalor de |¥;). Con el sistema en el
estado puro |¥;), la probabilidad de observar ese autovalor es (¥;|P,|V;) =
tr(|W;)(¥;|P,) en términos del proyector P, en el subespacio correspondien-
te. Con el sistema en un estado mezcla p de la forma ([A3), la probabilidad

de obtener el autovalor a,, es

n) = sz<‘1’z|Pn|‘Ifz> =tr(pP,).
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El estado, luego de una medida con el resultado a,, es

Ly = P

En el caso de medidas generalizadas, estas expresiones se generalizan en

forma inmediata.

A.4. Algunos ejemplos

En este punto, es conveniente ilustrar los postulados a través de ejemplos

concretos como la descripcién de sistemas de uno y dos qubits.

A.4.1. Sistema de dos estados — qubit

Un sistema cldsico de dos estados representa informacion binaria. Por
ejemplo, un transistor conduce corriente o no lo hace. Si representamos,
arbitrariamente, estos dos estados por |0) y |1) tendremos una descripcién
binaria del estado del transistor: un bit de informacion.

La descripcién cuantica para un sistema de dos estados es analoga, pero
con una salvedad importante, debida al Postulado I. Las superposiciones
también son estados posibles del sistema. Es decir que la forma mas general

de una unidad de informacién codificada en un soporte cuantico es
|U) = al0) + 4]1) con [af? + |4 =1 (A.37)

y «, 3 € C. El vector (ket) definido por ([AZ31) representa un qubit de in-
formacién. El sistema esta en una superposicién de ambas alternativas. De
acuerdo al Postulado II, una medida colapsaria el ket en forma no determi-
nista al estado |0) con probabilidad |a|? o al |1), con probabilidad |3]|?.

Esfera de Blsch

Alternativamente, un qubit puede expresarse, a menos de una fase global

sin consecuencias fisicas, como
0 io . 0
|¥) = cos §\O> + ¢e'¥ sin 5]1> (A.38)

con f € [0, 7] y ¢ € [0,27] dngulos reales. Los éngulos 6 y ¢ ubican un punto
en la superficie de una esfera de radio 1, llamada esfera de Bldch. Para 6 = 0

se obtiene |¥) = |0) y para § = m, resulta |¥) = |1). Esta representacion
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11>

Figura A.2: Esfera de Bloch, mostrando la convencién para los estados |0) y [1) y un
ket genérico de la forma (A3X).

grafica (Fig. [A22)) permite visualizar las transformaciones lineales que sufre
el ket. La utilidad de esta representacién se haya limitada por el hecho de

que no es extensible a sistemas con mas de un qubit.

Para describir un qubit es necesario especificar dos parametros reales.
Esto requiere, en principio, una cantidad infinita de informacién clasica y
puede dar la impresion de que qubit representa una cantidad infinita de
informacién. Esto es s6lo aparente, ya que para acceder a la informacion del
ket es necesario realizar una medida y al medir, el qubit colapsa en una de

sus dos alternativas clasicas.

La representacion candnica para describir un qubitH asocia a los estados

{]0), 1)}, vectores columna

0) — 1) — , (A.39)

de modo que un qubit genérico se representa por |a, B]T, donde T indica

transposicién.

9Esta base ortonormal se denomina base computacional en H.
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Operador densidad

Una descripcién alternativa del estado puro |¥) es en términos de su

operador densidad que, en la representacion canodnica, es

Cada punto en la esfera de Bloch corresponde a un estado cuéntico. De
modo que no es sorprendente que exista una relacién que vincule al operador
densidad p con un punto en la esfera de Bloch,

I47F

; (A.40)

p

donde I es la identidad 2x2, 7 es un vector tridimensional de norma |7] <1
que ubica un punto en la esfera de Bloch y & = (01,02,03) es el operador
vectorial formado por las matrices de Pauli. Existe una relacién entre la
traza de p? y la norma de 7, de modo que se puede demostrar que si |7] = 1,
el estado es puro y si |7] < 1 el estado es una mezcla estadistica. Los estados
con informacién incompleta residen en el interior de la esfera de Bloch. El
estado de minima informacién p = I/2 corresponde al centro de la esfera
(7=0).

A.4.2. Sistemas de dos qubits - Productos tensoriales

El espacio de Hilbert para dos qubits es de dimensién 22 = 4 y se obtiene
a partir del producto tensorial de los dos espacios de un qubit:
Ho = HHQH1 = H?z. Sus elementos son productos de kets de la forma
|0) ® |0) = |00). La base computacional en este espacio esta formada por los

kets ortonormales

|00), [01), [10), |11) (A.41)
y un ket (normalizado) genérico de Ha se expresa
|¥) = «|00) + 5]01) + ~v|10) + 6|11) (A.42)

donde |af? + (8] + 7> + [d]* = 1.
La representacion para la base computacional en Hs esta dictada por

las reglas del producto tensorial. Por ejemplo, al ket |01) = [0) ® |1) le
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corresponde el vector columna

0

1 0 1
® = . (A.43)

0 1 0

0

Hay que recordar que el producto tensorial de dos matrices A® B se obtiene

facilmente a partir de la regla

AuB ... AB
A® B = - (A.44)

AnB ... AB
donde A es nxm. La ec. [AZ43]) se obtiene facilmente a partir de esta regla. La

aplicacion de esta regla permite completar inmediatamente la representacion
de la base computacional en Hy (A3,

1 0 0 0
0 1 0 0

|00) — . |01) — . [10) — , [11) — . (A.45)
0 0 0 1

Frecuentemente es conveniente designar un ket de la base computacional

por su valor decimal, de modo que

|0) =|00) |1) =|01) |2) =|10) |3)=]11) (A.46)
y, en notacién compacta un ket genérico de Hy es |¥) = Z?:o a;|i). Esta
notacion compacta se extiende en forma evidente a estados de N qubits.

Estados enredados

El siguiente ejemplo, restringido a sistemas de dos qubits, permite intro-
ducir los estados enredados. Supongamos que contamos con dos qubits en

estados

91) = al0) +0[1)  [d2) = ¢[0) +d]1).
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De acuerdo con el Postulado I, el estado del sistema conjunto es el producto

tensorial
|®) = |p1) ® |p2) = ac|00) + ad|01) + be|10) + bd|11). (A.47)

El estado |®) es un estado producto, ya que se puede expresar como
el producto tensorial de dos estados de un qubit. Como veremos, esto es
exepcional. La mayoria de los estados de Hs no son expresables como un
producto de estados de un qubit. Es facil verificar que la condicién necesaria
y suficiente para que un estado genérico de Hs, tal como ([AZZ2), sea un
estado producto, es

ad = . (A.48)

Los estados como ([AZ2) que no son estados producto, ad # (7 se deno-
minan estados enredados (entangled states). Un conjunto importante de

estados enredados son los llamados estados de Bell,

|dE) = % (]00) + |11)) (A.49)

1
o) = E(IOD +10))

que forman una base ortonormal en Hy. En estos estados, no es posible
asignar estados individuales a cada qubit. Al medir, los resultados de las
medidas de ambos qubits estan maximamente correlacionados.

Por muchos anos, los estados de éste tipo han tenido un interés vinculado
a las bases de la Mecdnica Cudntica. La paradoja EPR (Einstein-Podolsky-
Rosen) se formul6 en términos de estados enredados y las desigualdades de
Bell refieren a cotas superiores que deben satisfacer las correlaciones entre
las medidas de cada qubit, de acuerdo a una descripcién realista local. La
Mecanica Cuéantica predice que este tipo estados viola las desigualdades
de Bell. Estas predicciones se han visto confirmadas en una larga serie de
experimentos que comienza en la década del 70 y llega hasta nuestros dias.
Actualmente, el principal interés de los estados enredados esta vinculado

a su rol esencial en el procesamiento cudntico de la informacién (vea el
Apéndice ).

A.4.3. Generalizacion a n qubits

Para representar el nimero 15 se requieren 4 bits (24 — 1 = 15). De la

misma forma, en una computadora cudntica son necesarios 4 qubits para
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representar este nimero. Sin embargo, con 4 qubits podemos construir es-
tados como Zizo 4|n), una superposicién de estados de 4 qubits expresada
en notacién compacta. Este estado representa de algin modo a todos los
enteros entre 0 y 14. En general, con n qubits podemos expresar todos los
enteros no negativos menores que 2 — 1. Cualquier algoritmo de alguna
utilidad debe tratar con sistemas de n qubits. Se estima que una maquina
cuantica que supere a sus contrapartes clasicas en tareas realistas, deberd
manejar registros con cientos de qubitd...

El espacio de Hilbert para n qubits tendrd dimension 2. Es decir que la
dimension del espacio crece exponencialmente con el numero de qubits, lo
cual hace rapidamente inmanejable la simulacién de un problema cuantico
en una maquina clasica. Por ejemplo, un problema que requiera 100 qubits
implica trabajar en un espacio vectorial de dimensién 2'%° ~ 10%°, generado
a partir del producto tensorial de los espacios de 1 qubit, &, = H?". Un ket
de la base computacional de este espacio es de la forma |010...110), con n
digitos binarios o |m) con m € [0,2" — 1], en notacién compacta. La base

computacional se compone de los 2" kets de n qubits
0),11),12) ... 12" = 1)

y un ket genérico (normalizado) de H,, se representa por

m_1 m 1
W) = Z a;li) con Z o2 = 1.
=0 1=0

A.5. Medidas generalizadas

Como mencionamos antes, el formalismo de medidas proyectivas tiene
limitaciones y no es adecuado para describir muchas de las interacciones
de interés en el procesamiento cudntico de la informacién. En esta Seccion
describimos el formalismo de medidas generalizadas, que incluye a las medi-
das proyectivas como un caso especial. La discusion se basa en [NCO0]. Las
medidas proyectivas, con el agregado de operaciones unitarias, pasan a ser
equivalentes a las medidas generalizadas.

Una medida generalizada se describe por un conjunto de operadores de

medida {M,,} que actiian en el espacio de estados H del sistema a medir.

10Hasta el momento, se han logrado construir dispositivos de laboratorio que operan,

por tiempo limitado, con menos de 10 qubits.
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Los posibles resultados de la medida se etiquetan con el indice discreto m.
Si el sistema esta en un estado |¥) antes de la medida, la probabilidad de

observar el resultado m es
Pm = (UM}, My, | W) (A.50)

Las probabilidades deben cumplir >, p,, = 1, de modo que se exige que los

operadores de medida satisfagan la condiciéon de completitud,

> MMy =1. (A.51)

El estado después de una medida con resultado m es

n_ Mn|¥)
W) = [ = o (A.52)

Evidentemente, si los operadores de medida son los proyectores en los
subespacios propios de un observable, M,, = P,, = |m){m|, el formalismo
se reduce al caso de medidas proyectivad'l.

Este formulismo suele utilizarse en el contexto mas general de operador
densidad. Si el estado (puro o mezcla) se describe en términos de p, la

probabilidad de medir m es
Pm = tr(MpupM},) (A.53)

y, luego de la medida, el estado normalizado es

M, p M,

EYRSTAR (A.54)

p—p =

Este formalismo incluye la posibilidad de aplicar una operacién unitaria
U como una medida con una unica posibilidad de resultado. Si definimos

M, =U, con UTU = I, el estado subsiguiente es
p = U,oUT

ya que la operacién unitaria preserva la traza, tr(UpUT) = tr(p) = 1. Como
se menciond anteriormente, las medidas proyectivas més las operaciones uni-

tarias son equivalentes a una medida generalizada.

A.6. Operaciones Cuanticas

FALTA — ver lo necesario para la parte de decoherencia.

"Para un proyector P, P,, = P2 = Py,.
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Apéndice B

Algunas aplicaciones que

consumen enredo

Este Apéndice contiene una descripcion breve de dos tareas que requie-
ren (y consumen) cierta cantidad de enredo para ser llevadas a cabo. Esta
adaptado del Cap. 4 del material de apoyo para el curso de Computacion
Cuantica [ASO}] que se dicta (en modalidades de grado y posgrado) en la

Facultad de Ingenieria.

B.1. Codificado denso

La primer aplicacion tiene que ver con la posibilidad de enviar dos bits
de informacién transmitiendo fisicamente un tinico qubit. Esta posibilidad,
que requiere de estados enredados, fue propuesta por Bennet y otros [Ben92]
y realizada experimentalmente en 1996 [Maf96].

La idea bésica es sencilla. Alicia quiere comunicar 2 bits de informacién
clasica a Bob, pero le puede enviar fisicamente un solo qubit. Si Alicia y
Bob disponen en conjunto de un e-bitt] de enredo (esto es, comparten pre-
viamente un estado maximamente enredado de dos qubits), la tarea puede
hacerse, pero el e-bit es consumido en el proceso. Es decir, el codificado
denso consume un e-bit por cada 2 bits de informacién enviado.

Supongamos que el estado de Bell

1
V2

1El e-bit, o entanglement bit, es la unidad de enredo. Un e-bit equivale al enredo de un

|@7) = —=[100) + [11)]

par de qubits maximamente enredados, como en los estados de Bell.
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|oF) 100)

Figura B.1: Circuito usado por Bob para decodificar la informacién de los estados de Bell.
H representa una transformaciéon de Hadamard y el simbolo & representa una operacién
CNOT sobre el segundo qubit, controlada por el primero. Alimentado por un estado de
Bell, se obtiene un estado producto |ab), con a,b binarios, de acuerdo a lo indicado en la

tabla mas abajo.

es compartido, de modo que Alicia tiene el primer qubit y Bob el segundcﬁ.
Alicia implementa una de cuatro operaciones unitarias sobre su qubit y luego
se lo envia a Bob, quien realiza una medida de ambos qubits en su poder
para determinar que estado de Bell tiene. A partir de ello, Bob obtiene los
dos bits informacién que le envié Alicia. Alicia y Bob solo intercambiaron
UN qubit.

Los detalles se muestran en la siguiente tabla, donde o; representan ma-

trices de Pauli,

Para transmitir | Alicia aplicé Bob tiene
00 I19%) [©*) = (|00) +[11)) /V2
01 oe|®F) | [¥F) = (]10) +]01)) /v2
10 ol@t) | |27) = (j00) — [11)) /v2
11 ioy|®F) | @) = (j01) - [10)) /v/2

Resta mencionar un aspecto del problema: si Bob mide sus qubits en la
base computacional, la medida no le revela que estado de Bell tenia. Antes,
debe desenredar sus qubits usando el circuito de la figura [Bl Con el, Bob
puede transforma cada estado de Bell en uno de los estados producto de
la base computacional. Midiendo ambos qubits a la salida de éste circuito,
Bob obtiene directamente los valores binarios x,y enviados por Alicia. Para
acceder a la informacién, Bob debe necesariamente destruir el par enredado

y consume el e-bit.

2Después de establecido el enredo, Alicia y Bob pueden estar cada uno con su qubit

separados por una distancia arbitraria.
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B.2. Teleportacion

La Teleportacion es un protocolo para reproducir un estado de un qubit
a través de una distancia arbitraria. El proceso requiere de un canal clasico
de comunicacién y por lo tanto esta limitado por la velocidad de la luz. Los
recursos necesarios son: un estado de Bell compartido entre el emisor y el
receptor, un canal clésico de comunicacién con capacidad de 2 bits (esto es
lo que limita la velocidad del proceso) y el qubit que se desea teleportar
que es destruido en el proceso. El protocolo consume un e-bit de enredo por
qubit teleportado.

La Teleportaciéon cuantica fue propuesta por C. Bennet y colaboradores
en 1993 [BBCT93| y realizada experimentalmente por primera vez en 1997
usando qubits codificados en fotones polarizados [BPM™T97|. En el 2004, se
realizé experimentalmente con trampas de iones usando dtomos de Calcio
y Berilio [BCST04, RHRT04]. El qubit légico que se teleporta puede estar
codificado en sistemas fisicos bien diferentes. Por ejemplo, muy recientemen-
te se ha usado la teleportacién para transferir informacién codificada en un
pulso luminoso que llega por una fibra éptica hacia un qubit codificado en un
ensemble de ~ 10'2 dtomos de Cesio [SKOT06]. La informacién codificada
en fotones es 1til para un transporte rapido, en tanto que codificada en en-
sembles mesoscopicos de materia, puede servir como memoria permanente.
Este tipo de experimentos ya estén siendo realizados [JSCT04].

El emisor Alicia y el receptor Bob comparten previamente cada uno de
los qubits de un estado de Bell, es decir disponen de una reserva de enredo
de 1 e-bit. Digamos que Alicia tiene el primer qubit y Bob el segundo. Bob
se aleja a una distancia arbitraria, pero manteniendo abierta una linea de
comunicacién cldsica. Alicia dispone de un qubit |[¥) = «a|0) + §|1) que
desconoce y que desea teleportar a Bobﬁ. Alicia enreda su qubit |¥) con su
parte del estado de Bell compartido con Bob y luego mide los dos qubits en
su poder. La medida de Alicia afecta instantaneamente el qubit de Bob y
es en éste proceso instantédneo, donde la informacién del qubit |¥) pasa a
Bob a través de las correlaciones cuanticas. Después de la medida de Alicia,
la informacién del qubit |¥) ya esta codificada en el qubit de Bob, pero el

no tiene acceso a ella. Alicia envia el resultado de su medida (2 bits) por el

38i Alicia intenta medir su qubit para obtener informacién de « y 3 lo destruye sin
lograrlo. Incluso si Alicia supiera los valores de o y 3, para enviarlos a Bob por un canal

clésico perfecto, requeriria un canal con capacidad infinita, ya que son variables continuas.
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|¥> T H e, qubit 1 (Alice)
oY M it 2 (Al
qubit 2 (Alice)
-

| l300> /

>
5
N
B

qubit 3 (Beto)

b

¥> |¥> |¥>
0 1 2
Figura B.2: Circuito para teleportacién del estado |¥). Detalles en el texto.

canal clasico a Bob. Con esa informacién, Bob aplica una operaciéon unitaria
adecuada a su parte del estado de Bell y reconstruye |¥).

Esto se puede hacer con el circuito que se muestra en la Figura
donde los dos canales superiores corresponden a los dos qubits de Alice y el
inferior al qubit en poder de Bob. Se supone que el estado de Bell compartido
es |@1) = %HO@ + |11)], con el primer qubit estd en poder de Alicia y el
segundo en poder de Bob. Estos dos qubits corresponden a los canales medio

e inferior en la Figura [B:2 Inicialmente, el estado es
[Wo) = |¥) @ [@T) (B.1)

donde |¥) = «|0) + S]1) (en el canal superior en la Figura [B2) es el qubit

que Alicia desea teleportar a Bob. El proceso se realiza en 4 pasos:

1. Alicia enreda el qubit |[¥) con el estado de Bell compartido, aplicando
una compuerta CNOT al qubit compartido controlada por el qubit a

teleportar. El resultado de esta operacion es
|¥1) = a|0) @ 1) + B]1) @ |[TF). (B.2)
donde [¥*) = —5[|01) + [10)].

2. Ahora Alicia aplica una operacién de Hadamard sobre el qubit a tele-
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portar,

Vo) = [a (10} +811)) @ [27) + B (10) — 1)) ® [¥T)]

Sl

[100) ® (a]0) + 8[1)) +[01) @ («1) + 5]0)) +
10) @ (|0) = 5]1)) + [11) © (1) = B|0))] . (B.3)

DO | =

3. Alicia mide los dos qubits que estéan en su poder, lo cual afecta ins-
tantdneamente al qubit de Bob, debido al enredo presente en (B2).
En la segunda forma, es evidente que el resultado de la medida de
Alicia esta correlacionado con el estado de Bob (luego de la medida de
Alicia), como se indica en la tabla (las operaciones X,Y, Z refieren a

las matrices de Pauli):

Caso | Alicia mide | Bob tiene | Bob aplica | Bob obtiene
1 100) al0) + 4[1) I W)
2 |01) all) + 3|0) X | W)
3 |10) al0) — Bl1) Z v)
4 |11) all) — 50) Y v)

4. Alice comunica a Bob el resultado de su medida por un canal clésico
y Bob aplica una operacién unitaria, dependiente de esta informacion,

en su qubit.

Si el resultado de la medida de Alicia es |00) (el caso 1 de la tabla),
entonces Bob no necesita hacer nada. En los otros casos, puede obtener
|W) aplicando transformaciones unitarias sobre su qubit. Sin embargo,
pese a que Bob ya dispone de la informacion codificada en su qubit, es
necesario que Alicia le comunique el resultado de su medida para que
el pueda operar en consecuencia y acceder a ella. Este paso requiere el
envio de dos bits por un canal clasico y el proceso queda limitado por

la velocidad de la luz.

El qubit originalmente en manos de Alicia fue destruido en el proceso,
de modo que en la teleportacion no se copia sino que se mueve el estado

l6gico |¥).
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