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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários para

a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

UM ALGORITMO DE NEWTON DE PONTO INTERIOR E APLICAÇÕES NA

FUNDIÇÃO ELETROMAGNÉTICA DE METAIS

Alfredo Canelas Botta

Abril/2009

Orientadores: José Herskovits

Jean Rodolphe Roche

Programa: Engenharia Mecânica

Neste trabalho é apresentado um método para otimização em Engenharia Mecânica.

O mesmo é baseado na utilização do Método dos Elementos de Contorno, na formulação

SAND do problema de otimização e na utilização de um Algoritmo de Ponto Interior.

Um algoritmo de ponto interior baseado no algoritmo de direções viáveis FDIPA é

proposto. O mesmo, aqui chamado FDIPA-H, permite utilizar a matriz hessiana nos siste-

mas lineares que definem a direção de busca. A demonstração de convergência global do

algoritmo FDIPA-H é apresentada, assim como uma comparação com dois dos mais bem

sucedidos algoritmos de otimização conhecidos para uma importante coleção de proble-

mas teste.

O método proposto é utilizado na solução do problema de otimização de forma dos

indutores utilizados na Fundição Eletromagnética de Metais. Duas formulações são apre-

sentadas para este problema, assim como uma técnica geral para satisfazer as restrições

geométricas de não superposição dos diferentes domínios.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the requirements

for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

A NEWTON-BASED INTERIOR POINT ALGORITHM AND APLICATIONS TO

ELECTROMAGNETIC CASTING OF MOLTEN METALS

Alfredo Canelas Botta

April/2009

Advisors: José Herskovits

Jean Rodolphe Roche

Department: Mechanical Engineering

This work presents a numerical method for optimization in Mechanical Engineering.

It is based on the Boundary Element Method, the SAND formulation of the optimization

problem and the application of an Interior Point Algorithm.

An interior point algorithm based on the feasible directions algorithm FDIPA is pro-

posed. It was called FDIPA-H and allows the use of the hessian matrix in the linear

systems that define the line search. A proof of global convergence of the algorithm is

given, as well as a numerical comparison with two state of the art algorithms for a large

collection of known benchmark problems.

The propose method is employed for the shape optimization of the inductors used in

the Electromagnetic Casting. Two formulations are presented for this problem, as well

as a general technique for taking into account the geometric constraints that avoid the

overlapping between different domains.
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NOTAÇÃO

Otimização não linear

N conjunto dos números naturais,

R conjunto dos números reais,

Rn conjunto dos vetores reais de dimensão n,

Rm×n conjunto das matrizes reais de dimensões m× n,

x vetor das variáveis primais ou variáveis de projeto, x ∈ Rn.

f função objetivo. f : Rn → R,

g função das restrições de desigualdade. g : Rn → Rm,

h função das restrições de igualdade. h : Rn → Rp,

∇f gradiente da função f , ∇f : Rn → Rn,

∇g gradiente da função g, ∇g : Rn → Rm×n,

∇h gradiente da função h,∇h : Rn → Rp×n,

Ω região viável, conjunto dos pontos que satisfazem as restrições,

λ multiplicadores de Lagrange das restrições de desigualdade, λ ∈ Rm,

µ multiplicadores de Lagrange das restrições de igualdade, µ ∈ Rp,

L função lagrangiana. L : Rn × Rm × Rp → R,

H matriz hessiana. H : Rn × Rm × Rp → Rn×n,

xk, λk, µk valores das variáveis na iteração k,

dx direção de busca. dx ∈ Rn,

t passo, t ∈ R.
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Método dos elementos de contorno

Ω corpo do espaço euclidiano tridimensional,

Γ contorno de Ω,

x, ξ pontos do espaço euclidiano,

u vetor dos deslocamentos,

ε tensor de deformações,

σ tensor de tensões,

n vetor unitário normal a Γ,

b forças de volume,

p forças de superfície,

C tensor elástico,

G módulo de cisalhamento,

ν coeficiente de Poisson,

u∗ij deslocamentos fundamentais,

p∗ij forças de superfície fundamentais,

hij, gij matrizes elementares correspondente ao nó i e ao elemento j,

H, G matrizes globais do MEC.

Algoritmo FDIPA-H

σk(A) k-ésimo valor próprio da matriz A, ordenados em forma crescente,

‖A‖ norma espectral da matriz A,

T espaço tangente,

In matriz identidade de dimensão n,

φc função potencial para o parâmetro c, φc : Rn → R,

dαx direção de Newton do algoritmo FDIPA-H,

dβx direção de desvio,
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d1
x direção de otimalidade,

d2
x direção de viabilidade,

γ, ε1, ε2 parâmetros para modificação da matriz hessiana,

ξ, ϕ parâmetros do desvio,

η, ν parâmetros da busca linear.

Fundição Eletromagnética

B campo magnético,

j0 densidade de corrente elétrica,

µ0 permeabilidade magnética do vácuo,

ω seção transversal do metal líquido,

Ω domínio exterior ao metal líquido, Ω = R2 \ ω

Γ contorno do metal líquido,

n vetor unitário normal a Γ,

C curvatura de Γ,

σ tensão superficial do metal líquido,

p̄ diferença entre as pressões internas e externas,

S0 área do metal líquido,

ϕ função de fluxo magnético,

E(ω) energia total de ω,

P (ω) perímetro de ω,

m número de indutores,

Θp seção transversal do indutor p,

I valor de referência da intensidade ou densidade da intensidade da corrente

elétrica,

αp valores adimensionados da densidade de corrente elétrica,
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W 1,∞(R2,R2) conjunto das funções uniformemente limitadas de R2 em R2 com gra-

diente uniformemente limitado,

V, Z funções em W 1,∞(R2,R2),

Id função identidade em W 1,∞(R2,R2),

ωV , (ΓV ) domínio perturbado (Id+ V )(ω),

ω∗, (Γ∗) forma objetivo,

ωZ , (ΓZ) domínio perturbado (Id+ Z)(ω∗),

Γh aproximação linear por partes de Γ∗,

u vetor dos parâmetros de forma do contorno do metal líquido,

Γu contorno do metal líquido correspondente a u,

up vetor dos parâmetros de forma dos indutores,

q vetor das variáveis nodais de estado,

p vetor das pressões nodais fictícias,

ψ função que define as restrições geométricas.
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Capítulo 1

Introdução

Neste trabalho é apresentado um método numérico para resolver problemas de oti-

mização em Engenharia Mecânica. O método é baseado na formulação de Análise e

Otimização Simultâneas (SAND, do inglês Simultaneous Analysis and Design) do pro-

blema de otimização e na utilização do Método dos Elementos de Contorno (MEC) para a

análise estrutural. Para a resolução dos problemas de otimização, utiliza-se um Algoritmo

de ponto interior.

Antes de passar a descrever o conteúdo dos capítulos seguintes, é conveniente relatar,

brevemente, as motivações que conduziram ao estudo do método proposto. No início

optou-se por utilizar o MEC em problemas de otimização de forma em elasticidade linear.

O MEC é um método numérico amplamente utilizado como ferramenta de análise para

diversos problemas da engenharia. Ele é baseado em uma fórmula integral, equivalente

às equações de campo do problema, definida no contorno do domínio, que em problemas

de elasticidade é conhecida como identidade de Somigliana. Portanto, a característica

mais importante do método é que, na sua implementação numérica, somente necessita da

discretização do contorno do domínio do problema.

Esta característica sugeria que o MEC devia ser uma ferramenta ideal para otimização

de forma, já que a malha do contorno é suficiente, ao mesmo tempo, tanto para repre-

sentar aproximadamente a geometria da estrutura que se pretende otimizar, quanto para

realizar a análise estrutural. Porém, o MEC pode ser aproveitado somente nos casos onde

qualquer das considerações sobre a representação geométrica do problema esteja rela-

cionada com o contorno, e nos quais as restrições geométricas e mecânicas possam ser

expressadas com relação às funções definidas no contorno, ou com relação à restrição ao
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contorno das funções que estejam definidas em todo o domínio. Somente nestes casos

é possível prescindir completamente de cálculos destinados a obter valores no interior.

Porém, estes casos são usuais. De fato, tanto as funções definidas no contorno quanto

diversos funcionais definidos como integrais no domínio ou no contorno podem ser cal-

culados utilizando os resultados fornecidos pelo MEC. Isto também é válido tratando-se

da análise de sensibilidade.

Assim, utilizando o MEC evita-se a tarefa, não de menor importância em termos de

custo computacional, de discretizar o domínio do problema. Mais importante ainda, evita-

se tratar com o usualmente enorme número de variáveis nodais, comum nos métodos

de domínio como o Método dos Elementos Finitos (MEF) ou o Método das Diferenças

Finitas (MDF), correspondente aos nós interiores ao domínio.

De fato, após trabalhar um tempo com o MEC, tem-se a sensação de que as variáveis

correspondentes ao interior do domínio, ou inclusive a discretização do domínio perten-

centes a outros métodos de análise, são puramente auxiliares. Esta sensação é obviamente

incorreta e somente se explica pelo sucesso do MEC no cálculo aproximado das funções

no contorno. Mais correto é dizer que o MEC produz uma redução significativa do nú-

mero de variáveis de estado necessárias para este propósito específico de análise para

otimização de forma, quando comparado com os métodos de domínio, que podem ser

muito mais convenientes para outros propósitos e em outras circunstâncias.

Por outro lado, o MEC como ferramenta de análise é também muito indicado para

problemas de domínio infinito, sendo ótimo no caso freqüente em que o contorno de in-

teresse desse domínio é limitado. Por esta causa tem sido muito utilizado em mecânica

da fratura, acústica, análise de túneis, interação solo-estrutura e em problemas de dinâ-

mica em sismologia. Também é conhecido que os resultados obtidos com o método são,

na maioria dos casos, consideravelmente mais precisos que os obtidos utilizando outras

ferramentas de análise, como o MEF ou o MDF, isto faz do MEC uma boa alternativa por

exemplo nos problemas de concentração de tensões em elasticidade.

Por todas estas razões, já existiam no começo do trabalho numerosos aportes sobre

a aplicação do MEC na otimização de forma, assim como trabalhos sobre análise de

sensibilidade utilizando o MEC, motivados pela sua aplicação a estes problemas.

Porém, existia uma diferença fundamental entre as pesquisas realizadas até o mo-

mento e as que eram iniciadas neste trabalho. Essa diferença estava relacionada com os
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então recentes resultados obtidos na área da otimização não linear, que indicavam que os

algoritmos de ponto interior que utilizavam a informação relativa às derivadas segundas

das funções que definem o problema de otimização eram de longe os mais convenientes

para resolver problemas de otimização de grande porte, isto é, problemas com grande

número de variáveis e/ou restrições. De fato, diversos estudos os apontavam como os

mais robustos e eficientes algoritmos de otimização de propósito geral. Por outro lado,

nestes problemas de grande porte os métodos de ponto interior apresentam-se como os de

melhor escalabilidade.

Iniciaram-se então as pesquisas com a convicção de que estes resultados deviam ser

considerados, e que um método computacional para otimização de forma que utilize o

MEC devia utilizar também estes algoritmos de otimização.

Cabe questionar-se se a utilização dos algoritmos de otimização mais convenientes

para solução de problemas de grande porte é necessária, visto que poderão ser conside-

rados unicamente os problemas que podem ser analisados utilizando o MEC. Portanto,

tanto a função objetivo quanto as restrições geométricas e mecânicas do problema de oti-

mização serão dependentes somente das variáveis de projeto e das variáveis de estado

correspondentes ao contorno. Visto que o MEC produz uma significativa redução do nú-

mero de variáveis, o problema de otimização será consideravelmente menor que no caso

de utilizar um método de análise com discretização de domínio. De fato, muitos dos

problemas resolvidos e apresentados nos capítulos seguintes podem ser considerados de

pequeno tamanho, enquanto que, se um método de análise com discretização de domínio

tivesse sido utilizado, o mesmo problema seria de grande porte e, certamente, de difícil

solução em um computador de escritório usual.

Embora essas considerações não sejam incorretas, persiste o interesse de utilizar es-

tes algoritmos de otimização por duas razões: A primeira é a evidência “empírica” que

diz que uma vez que uma ferramenta computacional está disponível, esta sempre é utili-

zada até o limite da capacidade do computador empregado. Na verdade, sempre existem

ou aparecem razões legítimas para resolver problemas cada vez maiores, por exemplo, a

necessidade de representação de geometrias complexas, requerimentos de precisão, etc.

Visto de outro ponto de vista, o tamanho dos problemas que são resolvidos tem sido,

desde sempre, limitado pela capacidade dos computadores existentes. Portanto, já que

esta capacidade está sempre em contínuo crescimento, o estudo dos algoritmos que pos-
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sibilitarem a resolução dos problemas de maior porte que possam ser considerados deve

estar sempre na atenção dos pesquisadores. A segunda razão é que, até onde chega o co-

nhecimento do autor, a utilização do MEC em conjunto com um algoritmo de otimização

de ponto interior para problemas de otimização de forma nunca tinha sido realizada. Por-

tanto existia o desejo de conhecer as características que teria um método que integrasse as

duas técnicas. Embora nunca se tenha pensado em substituir nenhuma das técnicas clás-

sicas de otimização de forma, tinha-se a esperança de obter uma ferramenta final muito

adequada para alguns problemas específicos.

Desde o início começou-se utilizando a formulação SAND, visto que esta reduz signi-

ficativamente o custo computacional do cálculo das derivadas segundas, necessárias para

o algoritmo de otimização. A formulação SAND considera as variáveis de estado como

incógnitas do problema de otimização e inclui as equações de estado como restrições de

igualdade. A vantagem imediata desta técnica aparece em problemas não lineares, nos

quais a análise deve ser feita por um processo iterativo. Como o algoritmo de otimização

é também iterativo e em cada passo utiliza os resultados da análise estrutural e da aná-

lise de sensibilidade, a resolução de um problema de otimização não linear pelo método

clássico resulta em dois processos iterativos aninhados, o de otimização e o de análise,

que podem resultar em um custo computacional muito elevado. A formulação SAND,

por incluir as variáveis de estado no problema de otimização, evita o processo iterativo de

análise em cada iteração do algoritmo de otimização.

Outras vantagens da formulação SAND têm sido reconhecidas, por exemplo, a maior

simplicidade da análise de sensibilidade, característica pelo qual foi inicialmente consi-

derado e, no caso da utilização do MEF, a natureza esparsa das matrizes de derivadas

das funções que definem o problema de otimização. Esta última vantagem tem permitido

obter um ganho computacional significativo inclusive na aplicação da formulação SAND

em problemas de análise linear.

Por causa destas observações, considerou-se viável e relevante na área de otimização

estrutural a elaboração de uma técnica numérica que, baseada na formulação SAND e

o MEC, utilize algoritmos de otimização de ponto interior para resolver eficientemente

problemas de otimização de forma não lineares.

É importante notar que, assim como o uso de algoritmos de ponto interior que ne-

cessitam das derivadas segundas torna conveniente a utilização da formulação SAND,
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reciprocamente, esta última torna obrigatório o uso de um algoritmo de otimização apro-

priado para problemas de grande porte, visto que eleva consideravelmente o número de

variáveis pela adição das variáveis de estado ao problema de otimização, e eleva consi-

deravelmente o número de restrições pela adição das equações de estado. Por outro lado,

observa-se que o uso da formulação SAND conduz a problemas de otimização mal condi-

cionados, para os quais os algoritmos de otimização que utilizam derivadas segundas são

mais apropriados.

Cabe mencionar que o sucesso da formulação SAND foi possível em razão das ca-

racterísticas específicas observadas nas funções que definem o problema de otimização.

Quando o MEF foi utilizado para a análise, a resolução numérica do problema de otimi-

zação foi possível por causa da natureza esparsa das matrizes de derivadas das funções do

problema. A esparsidade das matrizes de derivadas contribui enormemente na redução do

custo computacional associado ao cálculo e armazenamento de matrizes de derivadas e do

custo de solução dos sistemas lineares do algoritmo de otimização. Desafortunadamente,

as matrizes de derivadas não são esparsas quando o MEC é utilizado. Esta desvantagem

do MEC fez necessário estudar as seguintes questões:

1. Custo computacional associado ao cálculo das matrizes de derivadas das funções

do problema de otimização.

2. Possibilidade do cálculo das derivadas segundas.

3. Custo computacional associado à solução dos sistemas lineares do algoritmo de

otimização.

Os itens 1 e 2 determinam a viabilidade da utilização do MEC, em quanto que o item 3

define a sua conveniência com relação a outros métodos de análise. A redução do número

de variáveis do MEC com relação aos métodos de domínio é uma vantagem inicial. Os

casos onde esta redução seja significativa ou, mais precisamente, os casos onde o MEC

seja a ferramenta de análise mais conveniente, provavelmente serão os mais indicados

para aplicar esta técnica de otimização.

A necessidade de utilizar um algoritmo de otimização eficiente para problemas de oti-

mização de grande porte motivou um estudo sobre um algoritmo de otimização. A partir

do algoritmo quasi-Newton de ponto interior e direções viáveis FDIPA, desenvolveu-se

uma extensão do mesmo, aqui chamada FDIPA-H, que permite utilizar a matriz hessiana
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do problema de otimização no lugar da matriz quasi-Newton BFGS da implementação

original. A razão da escolha do algoritmo FDIPA, cujo nome provem do inglês Feasible

Directions Interior Point Algorithm, é que este tinha sido utilizado com muito sucesso em

alguns dos problemas aqui tratados e outros da Engenharia Mecânica.

Nos seguintes capítulos são descritos, de forma mais detalhada, os conceitos aqui

expostos brevemente. O Capítulo 2 é uma breve revisão dos métodos de ponto interior

para otimização não linear, focalizada no algoritmo FDIPA, o MEC para problemas de

elasticidade linear e a formulação SAND para otimização estrutural. No Capítulo 3 é des-

crito o algoritmo de otimização FDIPA-H que utiliza as derivadas segundas das funções

que definem o problema. Nesse capítulo é mostrada a convergência global da seqüência

gerada pelo algoritmo FDIPA-H para pontos de Karush-Kuhn-Tucker do problema de oti-

mização, considerando hipóteses similares às consideradas no caso do algoritmo FDIPA.

No Capítulo 4 são discutidas as características das funções que definem o problema de

otimização, no caso em que a formulação SAND é utilizada e o MEC é empregado para

a análise estrutural. Nesse capítulo, os resultados apresentados são particularizados para

o caso de otimização de forma em elasticidade linear. No Capítulo 5 é apresentada uma

aplicação do método proposto ao problema de Fundição Eletromagnética ou EMC, do

inglês Electromagnetic Casting. O método proposto é especialmente indicado para este

problema por causa da não linearidade das equações de equilíbrio e a necessidade de con-

siderar um domínio infinito. Por último, no Capítulo 6 são descritas as conclusões deste

trabalho e são sugeridos assuntos para futuras pesquisas.
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Capítulo 2

Preliminares

2.1 Métodos de ponto interior para otimização não linear

Em diversas áreas da engenharia aparecem problemas de otimização complexos e de

grande porte. Isto acontece, por exemplo, quando as variáveis e as funções que definem

o problema de otimização derivam da discretização de corpos materiais contínuos. Com

o objetivo de resolver estes problemas de otimização foram estudadas diversas técnicas

baseadas nos métodos de ponto interior utilizados na otimização não linear.

Os métodos de ponto interior têm sido intensamente estudados a partir da apresen-

tação do algoritmo de Karmarkar [1], o primeiro algoritmo de complexidade polinomial

e eficiente na prática capaz de ser um forte competidor do algoritmo SIMPLEX [2] na

resolução do problema de programação linear. A partir da apresentação do algoritmo de

Karmarkar, muitos pesquisadores têm se dedicado ao estudo dos métodos de ponto in-

terior, produzindo um grande número de trabalhos. Os métodos de ponto interior têm

produzido um grande avanço nas áreas de otimização linear e não linear. Em alguns ca-

sos têm se apresentado como as melhores ferramentas para resolver importantes classes

de problemas, e em outros casos têm produzido uma forte competência que derivou em

avanços importantes em outras classes de métodos [3].

Os algoritmos de ponto interior são considerados hoje os mais robustos e eficientes

entre os métodos de otimização de propósito geral. Diversos estudos mostram que estes

métodos constituem poderosas ferramentas para a resolução de problemas de otimiza-

ção não linear de grande escala [4–6]. Nestes problemas os métodos de ponto interior

apresentam-se como os métodos de melhor escalabilidade [4, 6].
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De acordo com Tapia [7], o papel fundamental da metodologia de ponto interior é pro-

duzir, de forma significativa e efetiva, um sistema de equações não lineares que represente

suficientemente bem o problema de otimização com restrições de desigualdade de forma

tal que a aplicação do método de Newton nesse sistema seja efetiva e bem-sucedida.

Na atualidade os métodos de ponto interior de tipo Primal-dual (métodos onde a teoria

de dualidade desempenha um importante papel e é dado um tratamento igual às variáveis

primais e duais) são considerados os mais promissores, de modo que grande parte da

pesquisa em métodos de ponto interior está concentrada no estudo destes métodos.

Em geral, a única forma de resolver o problema de otimização não linear apresentado

na Seção 2.1.1 é por meio de um método iterativo. Os métodos de ponto interior com-

preendem um conjunto de técnicas iterativas para achar um mínimo local do problema.

Os mesmos geram uma seqüência de pontos convergente para um mínimo local e que

satisfazem em forma estrita as restrições de desigualdade do problema.

Algumas das vantagens dos métodos de ponto interior são:

• Permitem resolver problemas esparsos ou com outro tipo de estrutura de forma

muito eficiente. É simples adaptá-los para tomar o máximo proveito das caracterís-

ticas destes problemas [2, 3, 8].

• São muito convenientes para executar em computadores de arquitetura paralela,

pois podem ser implementados de forma a aproveitar ao máximo o potencial destes

computadores [2, 3, 8].

Neste capítulo, na Seção 2.1.1 é apresentada brevemente o problema de otimização

não linear, as definições e teoremas principais. A teoria de convergência global de algo-

ritmos de Zangwill é descrita brevemente na Seção 2.1.2, a mesma será de fundamental

importância na demonstrações do Capítulo 3.3.3. Na Seção 2.1.3 é apresentado o método

de Newton, o método iterativo para solução de sistemas de equações não lineares no qual

estão baseados a maioria dos métodos de ponto interior. Por último, na Seção 2.1.4 é

descrito o método de ponto interior e direções viáveis FDIPA.
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2.1.1 Problema de otimização não linear

Um problema de otimização consiste na minimização ou maximização de uma deter-

minada função, chamada de função objetivo, sujeito a restrições nas suas variáveis. O

problema geral de otimização não linear pode ser formulado precisamente como:

minimize f(x) ,

sujeito a: g(x) > 0 ,

h(x) = 0 .

(2.1)

Na Eq. (2.1) x ∈ Rn é o vetor das variáveis do problema, ou variáveis de projeto, f :

Rn → R é a função objetivo, g : Rn → Rm é a função que define as restrições de

desigualdade e h : Rn → Rp é a função que define as restrições de igualdade. As funções

f , g e h devem ser funções contínuas com derivadas primeiras e segundas contínuas.

Definição 2.1 A região viável Ω do Problema (2.1) é o conjunto de pontos que satisfazem

as restrições:

Ω = {x ∈ Rn | g(x) > 0, h(x) = 0} . (2.2)

Definição 2.2 O ponto x∗ é um mínimo local do Problema (2.1) se existe uma vizinhança

N , com x∗ ∈ N , tal que a desigualdade f(x) > f(x∗) é satisfeita para todo ponto x

pertencente à região Ω ∩N .

Definição 2.3 Dado um ponto x ∈ Ω, o conjunto das restrições de desigualdade ativas

é:

A(x) = {i | 1 6 i 6 m, gi(x) = 0} . (2.3)

Definição 2.4 Dado um ponto x ∈ Ω, o Requisito de Independência Linear das Res-

trições (RILR) é satisfeito em x se os gradientes das restrições de igualdade e de de-

sigualdade ativas são linearmente independentes, ou seja, o conjunto {∇gi(x) | i ∈

A(x),∇hi(x) | 1 6 i 6 p} é linearmente independente.

Neste trabalho será sempre assumido que o requisito RILR, definido acima é válido.

Outras condições mais fracas, como por exemplo o Requisito de Mangasarian-Fromovitz

[9], não serão consideradas aqui.
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Definição 2.5 Seja x ∈ Rn. As condições de otimalidade de primeira ordem de Karush-

Kuhn-Tucker (KKT) são satisfeitas no ponto x se existem vetores λ ∈ Rm e µ ∈ Rp que

satisfazem:

∇f(x)−
m∑
i=1

λi∇gi(x)−
p∑
i=1

µi∇hi(x) = 0 , (2.4)

gi(x)λi = 0 , 1 6 i 6 m, (2.5)

h(x) = 0 , (2.6)

g(x) > 0 , (2.7)

λ > 0 . (2.8)

Os vetores λ e µ, quando existem, são chamados multiplicadores de Lagrange.

Teorema 2.6 (Condições necessárias de otimalidade de primeira ordem) Seja x um mí-

nimo local do Problema (2.1) onde é satisfeito o requisito RILR. Então, as condições de

otimalidade de KKT são satisfeitas no ponto x e, além disso, os vetores λ e µ são únicos.

Prova: Ver na referência [8, Teorema 12.1 e Seção 12.3] e também em [9]. �

Definição 2.7 A função lagrangiana para o Problema (2.1) é a função L : Rn × Rm ×

Rp → R definida como:

L(x,λ,µ) = f(x)−
m∑
i=1

λigi(x)−
p∑
i=1

µihi(x) . (2.9)

Com esta definição a Eq. (2.4) pode ser escrita de forma mais compacta como:

∇xL(x,λ,µ) = 0 . (2.10)

Definição 2.8 A hessiana da função lagrangiana para o Problema (2.1) é a função H :

Rn × Rm × Rp → Rn×n definida como:

H(x,λ,µ) = ∇2
xxL(x,λ,µ) = ∇2f(x)−

m∑
i=1

λi∇2gi(x)−
p∑
i=1

µi∇2hi(x) . (2.11)

Teorema 2.9 (Condições necessárias de otimalidade de segunda ordem) Seja x um mí-

nimo local do Problema (2.1) onde é satisfeito o requisito RILR. Sejam λ e µ os multipli-

cadores de Lagrange que satisfazem as condições de otimalidade de KKT. Então:

wTH(x,λ,µ)w > 0 , ∀w ∈ Rn que satisfaz: (2.12)
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∇h(x) w = 0 ,

∇gi(x) w = 0 , ∀ i ∈ A(x) com λi > 0 ,

∇gi(x) w > 0 , ∀ i ∈ A(x) com λi = 0 .

(2.13)

Prova: Ver na referência [8, Teorema 12.5]. �

Teorema 2.10 (Condições suficientes de otimalidade de segunda ordem) Seja x um ponto

de KKT e sejam λ e µ os multiplicadores de Lagrange correspondentes. Seja H(x,λ,µ)

tal que satisfaz:

wTH(x,λ,µ)w > 0 , ∀w 6= 0 que satisfaz a Eq. (2.13) . (2.14)

Então x é um mínimo local do Problema (2.1).

Prova: Ver na referência [8, Teorema 12.6]. �

2.1.2 Convergência global de algoritmos

A seguinte definição foi introduzida por Zangwill [10, 11]:

Definição 2.11 Um algoritmo A definido em um espaço X é um mapeamento ponto-

conjunto, isto é, a cada ponto x ∈ X este associa um subconjunto de X .

Assim, um algoritmo permite gerar uma seqüência {xk}k∈N da seguinte forma: Dado

xk ∈ X o ponto xk+1 é escolhido no conjunto A(xk), ou seja, xk+1 ∈ A(xk).

Definição 2.12 Seja E ⊂ X um conjunto solução e seja A um algoritmo definido em X .

Uma função contínua F : X → R é chamada função de descida para E e A se satisfaz:

a) Se x /∈ E e y ∈ A(x) , então F (y) < F (x) ,

b) Se x ∈ E e y ∈ A(x) , então F (y) 6 F (x) .

Definição 2.13 Um mapeamento ponto-conjunto A de X em Y é dito fechado no ponto

x ∈ X se as hipóteses

a) xk → x, xk ∈ X ,

b) yk → y, yk ∈ A(xk) .

implicam:

c) y ∈ A(x) .
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Teorema 2.14 (Zangwill) Seja A um algoritmo em X e suponha que dado x0 ∈ X a

seqüência {xk}k∈N é definida satisfazendo xk+1 ∈ A(xk). Seja E um conjunto solução

dado e suponha:

a) Toda a seqüência {xk}k∈N é contida em um conjunto compacto S ⊂ X ,

b) Existe uma função de descida F para E e A ,

c) O mapeamento A é fechado nos pontos no exterior de E .

Então, o limite de qualquer subseqüência convergente da seqüência {xk}k∈N pertence ao

conjunto solução E.

Prova: Ver [11, pág. 187]. �

Corolário 2.15 Suponha que além das condições do Teorema 2.14 tem-se que o conjunto

solução consiste somente do ponto x̄ ∈ X . Então a seqüência {xk}k∈N converge para o

ponto x̄.

Prova: Ver [11, pág. 188]. �

Definição 2.16 Seja A um mapeamento de X em Y e B um mapeamento de Y em Z. O

mapeamento composto C = BA é definido como:

C(x) =
⋃

y∈A(x)

B(y) .

Teorema 2.17 Seja A um mapeamento ponto-conjunto de X em Y e B um mapeamento

de Y em Z. Suponha queA é fechado em x e B é fechado emA(x). Além disso, suponha

que se xk → x e yk ∈ A(xk), existe um ponto y tal que para alguma subseqüência

{yki}i∈N, yk → y. Então o mapeamento composto C = BA é fechado em x.

Prova: Ver [11, pág. 186]. �

Corolário 2.18 SejaA um mapeamento ponto-conjunto de X em Y e B um mapeamento

de Y em Z. Suponha queA é fechado em x e B é fechado emA(x). Além disso, suponha

que Y é compacto. Então o mapeamento composto C = BA é fechado em x. �

Teorema 2.19 Seja A um algoritmo em X fechado fora do conjunto solução E. Seja F

uma função de descida para E e A. Suponha que a seqüência {xk}k∈N é gerada satis-

fazendo xk+1 ∈ A(xk) para k no conjunto de índices infinito K ⊂ N e que F (xk+1) 6
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F (xk) para todo k ∈ N. Além disso, suponha que o conjunto S = {x | F (x) 6 F (x0)}

é compacto. Então, o limite de qualquer subseqüência convergente de {xk}k∈K é uma

solução.

Prova: Ver o “Spacer Step Theorem” [11, pág. 231]. �

2.1.3 Algoritmo de Newton

O método de Newton-Raphson é um método iterativo que resolve um sistema de n

equações não lineares com n incógnitas resolvendo uma seqüência de sistemas de equa-

ções lineares. Seja o seguinte sistema de equações não lineares:

F(x) = 0 , (2.15)

onde a função F : Rn → Rn é uma função contínua com derivadas contínuas. Seja x0

um ponto tal que F(x0) ≈ 0. Uma melhor aproximação pode ser obtida linearizando a

função F na vizinhança do ponto x0. Tal aproximação é:

F(x) ≈ F(x0) +∇F(x0)(x− x0) .

O ponto x que anula a aproximação linear da função F é o ponto que verifica:

F(x0) +∇F(x0)(x− x0) = 0 .

Então, chamando dx = x− x0, o ponto x pode ser calculado na forma:

x = x0 + dx , (2.16)

onde o vetor dx pode ser obtido resolvendo o seguinte sistema linear:

∇F(x0)dx = −F(x0) . (2.17)

Como foi utilizada uma aproximação linear da função F, o ponto x definido pela

Eq. (2.16) não é, em geral, solução da Eq. (2.15). Neste caso deve ser feita uma nova

aproximação linear, agora no ponto x, e continuar com o mesmo procedimento até satis-

fazer algum critério de convergência.
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Algoritmo de Newton-Raphson

Dados: x0 tal que F(x0) ≈ 0.

Passo 1: Teste de convergência

Passo 2: Cálculo da direção de Newton solução do sistema:

∇F(xk)dx = −F(xk) .

Passo 3: Atualização

Defina xk+1 = xk + dx.

Retorne ao Passo 1.

Considere uma solução x∗ da Eq. (2.15). Então, é válido do seguinte teorema:

Teorema 2.20 Se ∇F é contínua e satisfaz a condição de Lipschitz em um entorno de

x∗, e ∇F (x∗) não é singular, então para x0 suficientemente próximo a x∗ a iteração de

Newton está bem definida (∇F (xk) não é singular para todo k > 0) e converge ao ponto

x∗. Além disso, a velocidade de convergência da seqüência é quadrática, ou seja, existe

K tal que:

‖xk+1 − x∗‖ 6 K‖xk − x∗‖2 ∀ k suficientemente grande .

Prova: Ver nas referências [12, 13]. �

2.1.4 Algoritmo FDIPA

O algoritmo FDIPA [14] é um método iterativo que serve para resolver o Pro-

blema (2.1). Este algoritmo requer um ponto inicial x0 pertencente ao interior da região

∆ definida como:

∆ = {x ∈ Rn | g(x) > 0, h(x) > 0} .

A partir do ponto inicial o algoritmo FDIPA gera uma seqüência {xk}k∈N totalmente

contida no interior de ∆ e que converge a um ponto de KKT do Problema (2.1). A

seqüência gerada pelo algoritmo reduz monotonamente o valor da função potencial:

φc(x) = f(x) +

p∑
i=1

ci|hi(x)| ,

onde o vetor c ∈ Rp é definido pelo algoritmo. Pode ser mostrado que se as compo-

nentes ci do vetor c são suficientemente grandes, então a função φc é uma função de
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penalidade exata para o Problema (2.1), ver [14]. Em outras palavras, existe um vetor c

tal que os mínimos da função φc sujeitos às restrições de desigualdade são soluções do

Problema (2.1).

A iteração do algoritmo FDIPA é dada pela regra xk+1 = xk + tk dx onde xk é o

ponto da iteração atual, dx é chamada de direção de busca e tk é o passo da iteração k

definido por um procedimento chamado busca linear. A definição da direção de busca do

algoritmo FDIPA é inspirada na aplicação do método de Newton no sistema não linear de

equações dado pelas Eqs. (2.4)-(2.6). A iteração de Newton para este sistema de equações

é xk+1 = xk + dx onde dx é obtida resolvendo o sistema linear:
H(xk,λk,µk) −∇g(xk)

T −∇h(x)T

Λk∇g(xk) G(xk) 0

∇h(xk) 0 0




dx

dλ

dµ

 =


−∇xL(xk,λk,µk)

T

−G(xk)λk

−h(xk)

 ,

onde H é a matriz hessiana definida na Eq. (2.11), L é definida na Eq. (2.9), Λk =

diag(λk) e G(xk) = diag(g(xk)). Definindo as variáveis auxiliares λ̄ = λk + dλ e

µ̄ = µk + dµ, o sistema anterior pode ser escrito como:
H(xk,λk,µk) −∇g(xk)

T −∇h(x)T

Λk∇g(xk) G(xk) 0

∇h(xk) 0 0




dx

λ̄

µ̄

 =


−∇f(xk)

T

0

h(xk)

 . (2.18)

Na referência [14] é mostrado que a direção de Newton pode não ser uniformemente

viável para a região ∆ nem de descida para a função potencial φc. Por esta razão a direção

de busca do algoritmo FDIPA é diferente da dada pela Eq. (2.18). O pseudo-código do

algoritmo FDIPA é o seguinte:

Algoritmo FDIPA

Parâmetros: ξ ∈ (0, 1), η ∈ (0, 1), ϕ > 0 e ν ∈ (0, 1).

Dados: x0 ∈ ∆0, λ0 ∈ Rm positivo, B0 ∈ Rn×n positiva definida, ωD ∈ Rm positivo,

ωE ∈ Rp positivo e c0 ∈ Rp positivo.

Passo 1: Teste de convergência

Passo 2: Cálculo da direção de busca
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2.1 Calcule (dαx,λ
α,µα) e (dβx,λ

β,µβ) como a solução do sistema:
Bk −∇g(xk)

T −∇h(xk)
T

−Λk∇g(xk) −G(xk) 0

−∇h(xk) 0 0




dαx dβx

λα λβ

µα µβ

 =


−∇f(xk)

T 0

0 −Λk ω
D

h(xk) −ωE

 .

2.2 Se dαx = 0 pare.

2.3 Se (ck)i < −1.2µαi faça (ck)i = −2µαi , 1 6 i 6 p.

2.4 Se ∇φck dβx > 0, faça:

ρ = min
(
ϕ‖dαx‖2 , (ξ − 1)∇φck dαx/∇φck dβx

)
.

Se não, faça:

ρ = ϕ‖dαx‖2 .

2.5 Calcule a direção de busca dx e o vetor λ̄:

dx = dαx + ρdβx , λ̄ = λα + ρλβ . (2.19)

Passo 3: Busca linear

Calcule tk como o primeiro número da seqüência {1, ν, ν2, ν3 . . .} que satisfaz:

φck(xk + tk dx) 6 φck(xk) + tkη∇φck dx ,

h(xk + tk dx) > 0 ,

gi(xk + tk dx) > 0 , se λ̄i > 0 ou

gi(xk + tk dx) > gi(xk) , caso contrário.

Passo 4: Atualização

4.1 Faça:

xk+1 = xk + tk dx ,

ck+1 = ck ,

e defina novos valores: ωD > 0, ωE > 0, λk+1 > 0, e Bk+1 positiva definida.

4.2 Retorne ao Passo 1.

O algoritmo FDIPA tem convergência global a pontos de KKT se algumas condições

de regularidade forem satisfeitas pelas funções que definem o problema de otimização.

Ver na Seção 3.1.

16



2.2 Método dos elementos de contorno

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é um método numérico amplamente uti-

lizado como ferramenta de análise para diversos problemas da engenharia [15–18]. Ele é

baseado em uma fórmula integral, equivalente às equações de equilíbrio do problema, que

em elasticidade é conhecida como identidade de Somigliana. Uma característica impor-

tante do método é que somente requer de uma discretização do contorno do domínio. Esta

característica faz do MEC uma ferramenta ideal em problemas de domínio infinito como

por exemplo em mecânica da fratura, acústica, análise de túneis, interação solo-estrutura

e em problemas de dinâmica em sismologia. Por outro lado, os resultados obtidos com o

método são mais precisos que os obtidos utilizando outras ferramentas de análise, como

o Método dos Elementos Finitos (MEF) ou o Método das Diferenças Finitas (MDF), isto

faz do MEC uma boa alternativa por exemplo nos problemas de concentração de tensões

em elasticidade [15, 17].

As características principais do MEC são [15–18]:

• Somente é necessária a discretização do contorno do problema. Isto conduz a pro-

blemas com um número de variáveis muito menor quando comparado com o MEF

ou o MDF. Esta característica é acentuada em aplicações tridimensionais ou com

domínio infinito. Por outro lado, a menor dificuldade de discretização o faz ideal

para aplicações como otimização de forma, onde a análise de muitas geometrias

diferentes pode ser necessária antes de encontrar a forma ótima.

• As matrizes dos sistemas de equações obtidos utilizando o MEC são cheias e não

simétricas. Estes sistemas lineares são, em geral, de mais difícil solução.

• O tratamento das integrais singulares que aparecem no método o tornam mais difí-

cil de implementar quando comparado com o MEF. No entanto, desde o ponto de

vista do usuário, talvez o MEC seja mais fácil de utilizar já que não é necessária a

discretização do interior do domínio.

• Alguns problemas não possuem uma solução fundamental que permita a aplicação

do MEC. Problemas com não homogeneidade do domínio ou não lineares são mais

difíceis de resolver utilizando o MEC.
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• No caso de otimização estrutural, o MEC permite obter diretamente o valor das

variáveis de estado no contorno do problema, o que é, em geral, suficiente tanto

para calcular as funções de performance do problema de otimização quanto para

realizar a análise de sensibilidade.

Considere o problema de elasticidade linear. O mesmo consiste em determinar as

funções u, ε e σ que definem o deslocamento, as deformações e as tensões em um corpo

elástico que ocupa um domínio Ω do espaço euclidiano bidimensional, no caso de estado

plano de tensões ou deformações, ou tridimensional, no caso geral [15–18]. O domínio Ω

é um aberto limitado por uma superfície suficientemente regular para que seja aplicável

o teorema da divergência de Gauss [19, 20]. As condições de contorno são dadas pelas

funções ū e p̄ definidas em regiões complementares do contorno de Ω (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Problema de elasticidade linear.

O tensor de deformações ε pode ser expresso em termos das derivadas das componen-

tes do deslocamento na forma:

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2.20)

A equação de equilíbrio no interior do domínio é:

∂σij
∂xi

+ bi = 0 , (2.21)

onde as componentes do tensor de tensões são representadas por σij e as forças de volume

por bi.

A condição de equilíbrio no contorno Γ do corpo é dada por:

pi − σijnj = 0 , (2.22)
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a qual expressa que o vetor força de superfície, de componentes pi, é igual ao obtido pela

aplicação do tensor de tensões ao vetor normal exterior a Γ, de componentes nj .

Para um material elástico, linear e isótropo, onde não existem mudanças de tempera-

tura, a lei de Hooke que relaciona tensões e deformações é:

σij = Cijklεkl , (2.23)

onde o tensor Cijkl pode ser escrito como:

Cijkl =
2Gν

1− 2ν
δijδkl +G(δikδjl + δilδjk) , (2.24)

onde G é o módulo de cisalhamento do material, ν é o coeficiente de Poisson e δij é o

símbolo delta de Kronecker.

A Eq. (2.24) é válida para o caso tridimensional e para problemas de estado plano

de deformações. Para o estado plano de tensões a mesma expressão pode ser empregada

substituindo ν por ν̄ = ν/(1 + ν).

A substituição da Eq. (2.20) na Eq. (2.23) fornece o tensor de tensões em termos das

derivadas dos deslocamentos. Esta nova expressão pode ser substituída na Eq. (2.21)

para a obtenção da equação de Navier, que junto com as condições de contorno define o

problema de elasticidade linear:
G

∂2uj
∂xk∂xk

+
G

1− 2ν

∂2uk
∂xk∂xj

+ bj = 0 ,

ui = ūi em Γu ,

pi = p̄i em Γp ,

(2.25)

onde ūi e p̄i são os valores prescritos e o contorno total do corpo é dado por Γ = Γu∪Γp.

Uma equação integral, para o problema da Eqs. (2.25), pode ser agora obtida através

da formulação de resíduos ponderados ou pelo princípio da reciprocidade baseado na

simetria do tensor elástico Cijkl [15–18]. Esta equação é conhecida como identidade de

Somigliana [15–18] para os deslocamentos e pode ser escrita na forma:

ui(ξ) =

∫
Γ

u∗ij(ξ, x)pj(x) dΓ−
∫

Γ

p∗ij(ξ, x)uj(x) dΓ , (2.26)

onde bj = 0 foi assumido e as funções estrela representam à solução fundamental para

a Eq. (2.25) na qual as forças de volume correspondem a uma carga unitária pontual

aplicada em ξ na direção “i”. Dito de outra forma, a componente b∗i da carga associada

à solução fundamental é igual a função delta de Dirac. As funções u∗ij e p∗ij representam,
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respectivamente, as componentes na direção “j” dos deslocamentos e forças de superfície

da solução do problema fundamental.

Para estado plano de deformações, a solução fundamental corresponde a uma carga

unitária pontual aplicada dentro de um plano infinito (solução de Kelvin). As componen-

tes de deslocamento e forças de superfície fundamentais são dados por:

u∗ij(ξ, x) =
−1

8π(1− ν)G
{(3− 4ν) log(r)δij − r,ir,j} , (2.27)

p∗ij(ξ, x) =
−1

4π(1− ν)r

{
[(1− ν)δij + 2r,ir,j]

∂r

∂n
− (1− ν)(r,inj − r,jni)

}
, (2.28)

onde r = r(ξ, x) representa a distância entre o ponto fonte ξ e o ponto campo x. As

derivadas são sempre calculadas em relação a x, isto é:

r = ‖x− ξ‖ , (2.29)

r,i =
∂r

∂xi
=
xi − ξi
r

. (2.30)

Assim, a identidade de Somigliana fornece uma representação contínua dos deslocamen-

tos que pode ser avaliada em qualquer ponto ξ no interior de Ω.

As componentes das tensões em pontos internos podem ser determinadas derivando

a Eq. (2.26) com relação às coordenadas de ξ e substituindo nas Eqs. (2.20) e (2.23). O

resultado é dado por:

σij(ξ) =

∫
Γ

u∗ijk(ξ, x)pk(x) dΓ−
∫

Γ

p∗ijk(ξ, x)uk(x) dΓ , (2.31)

na qual os novos termos de tensão fundamental são:

u∗ijk(ξ, x) =
1

4π(1− ν)r
{(1− 2ν)(r,iδjk + r,jδik − r,kδij} , (2.32)

p∗ijk(ξ, x) =
G

2π(1− ν)r2

{
2
∂r

∂n
[(1− 2ν)δijr,k + ν(r,iδjk + r,jδik)− 4r,ir,jr,k]

+ 2ν(nir,jr,k + njr,ir,j) + (1− 2ν)(2nkr,ir,j + njδik + niδjk)

− (1− 4ν)nkδij

}
. (2.33)

Para obter uma equação integral envolvendo variáveis apenas do contorno do corpo,

deve-se efetuar o limite da Eq. (2.26) com o ponto ξ tendendo para um ponto em Γ. Esse

limite deve ser calculado com cuidado visto que a integral de contorno torna-se singular

em ξ. Ver, por exemplo, nas referências [15–18]. A equação resultante é:

cij(ξ)uj(ξ) =

∫
Γ

u∗ij(ξ, x)pj(x) dΓ−
∫

Γ

p∗ij(ξ, x)uj(x) dΓ , (2.34)
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onde o coeficiente cij depende da geometria de Γ no ponto ξ e a segunda integral deve

ser calculada no sentido do valor principal de Cauchy. Vale a pena mencionar que este

coeficiente, junto com o valor principal associado, pode ser calculado indiretamente se

for aplicada a Eq. (2.34) para representar duas translações independentes de corpo rígido.

Em forma matricial, a Eq. (2.34) fica:

c(ξ)u(ξ) =

∫
Γ

u∗(ξ, x)p(x) dΓ−
∫

Γ

p∗(ξ, x)u(x) dΓ . (2.35)

A discretização do MEC consiste em aproximar o contorno Γ por ne elementos Γ(j) de

forma tal que Γ ≈
⋃ne
i=1 Γ(j). No que segue ξi, ui e pi denotarão a posição, deslocamento e

força de superfície do nó i. ξ(j), u(j) e p(j) denotarão as posições, deslocamentos e forças

de superfície nodais do elemento Γ(j). Para elementos lineares no caso bidimensional, a

representação paramétrica de Γ(j) é:

ξ(η) = Φ(η)ξ(j) , (2.36)

onde a matriz Φ(η) é:

Φ(η) =

φ1(η) 0 φ2(η) 0

0 φ1(η) 0 φ2(η)

 , (2.37)

com as funções de interpolação φ1 e φ2 definidas como:

φ1(η) = (1/2)(1− η) , φ2(η) = (1/2)(1 + η) . (2.38)

Utilizando a mesma interpolação para deslocamentos e forças de superfície tem-se:

u(η) = Φ(η)u(i) , p(η) = Φ(η)p(i) . (2.39)

O método de Colocação [15–18] impõe que a Eq. (2.35) seja satisfeita nos nós do

problema. Assim, para o nó ξi, tem-se:

c(ξi)ui =
ne∑
j=1

{∫
Γ(j)

u∗(ξi, x)Φp(j) dΓ

}
−

ne∑
j=1

{∫
Γ(j)

p∗(ξi, x)Φu(j) dΓ

}
. (2.40)

Definem-se as matrizes:

ĥij =

∫
Γ(j)

p∗(ξi, x)Φ dΓ , gij =

∫
Γ(j)

u∗(ξi, x)Φ dΓ . (2.41)

Com estas definições, a Eq. (2.40) pode ser escrita como:

c(ξi)ui +
ne∑
j=1

ĥiju
(j) −

ne∑
j=1

gijp
(j) = 0 . (2.42)
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O primeiro termo pode ser adicionado no primeiro somatório, neste caso fica:

ne∑
j=1

hiju
(j) −

ne∑
j=1

gijp
(j) = 0 , (2.43)

onde as matrizes hij foram definidas de forma implícita pela Eq. (2.43).

2.2.1 Cálculo das matrizes elementares

As integrais não singulares da Eq. (2.41) podem ser calculadas aproximadamente uti-

lizando o método de integração numérica por pontos de Gauss. Definem-se então as

matrizes:

hij =

ng∑
k=1

ωkJp∗(ξi, x(ηk))Φ(ηk) , gij =

ng∑
k=1

ωkJu∗(ξi, x(ηk))Φ(ηk) , (2.44)

onde ng é o número de pontos de Gauss, ηk e ωk são as abscissas e pesos de Gauss res-

pectivamente, e J é o jacobiano da transformação de variável (constante para elementos

lineares). Para o cálculo analítico destas integrais ver nas referências [21, 22].

As integrais singulares que existem no sentido de Riemann são aqui calculadas de

forma analítica. Considerando que os nós do elemento Γ(j) são ξ(j,1) e ξ(j,2), então são

válidas as seguintes fórmulas:

1) Caso ξi = ξ(j,1)

hij = C4

0 0 0 1

0 0 −1 0

 , (2.45)

gij = C2L

a1 0 a2 0

0 a1 0 a2

− C3L
−1

 l21 l1l2 l21 l1l2

l1l2 l22 l1l2 l22

 , (2.46)

2) Caso ξi = ξ(j,2)

hij = C4

0 −1 0 0

1 0 0 0

 , (2.47)

gij = C2L

a2 0 a1 0

0 a2 0 a1

− C3L
−1

 l21 l1l2 l21 l1l2

l1l2 l22 l1l2 l22

 , (2.48)
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onde, nas equações acima C1, C2, C3, C4, l1, l2, L, a1 e a2 são:

C1 = −1
4(1−ν)π

, C3 = C1/G ,

C2 = (3− 4ν)C1/(2G) , C4 = (1− 2ν)C1 ,

l1 = ξ
(j,2)
1 − ξ(j,1)

1 , a1 = log(L)− 1.5 ,

l2 = ξ
(j,2)
2 − ξ(j,1)

2 , a2 = log(L)− 0.5 ,

L =
√
l21 + l22 .

As integrais que devem ser calculadas no sentido do valor principal de Cauchy podem

ser determinadas de forma indireta utilizando a Eq. (2.49). Visto que os deslocamentos

rígidos verificam exatamente a equação de Navier, eles devem ser solução da Eq. (2.42).

Uma equação que permite calcular as matrizes c(ξi) e as integrais de Cauchy da Eq. (2.40)

pode ser obtida considerando deslocamentos rígidos horizontais e verticais. Neste caso

ui é constante independente de i e pi = 0 obtendo:

ne∑
j=1

(h1
ij + h2

ij) = 0 , (2.49)

onde h1
ij e h2

ij referem-se às duas primeiras e duas últimas colunas de ĥij . Utilizando esta

equação, os coeficientes onde aparecem as matrizes c e os definidos por integrais de valor

principal de Cauchy podem ser calculados a partir dos obtidos pelas Eqs. (2.44)-(2.48).

2.2.2 Equação para pontos no interior dos elementos

Em alguns casos torna-se necessária a aplicação da Eq. (2.35) no interior de algum

dos elementos, por exemplo, quando a estratégia de nós duplos é utilizada e as condições

de contorno fazem necessária a introdução de uma equação adicional. A estratégia de nós

duplos consiste em definir nós diferentes, portanto associados a variáveis diferentes, mas

que estão localizados em um mesmo ponto do espaço euclidiano. Esta estratégia é útil

para modelar casos onde existe uma descontinuidade da normal ou da função que define

a condição de contorno. Ver, por exemplo, em [15].

Se a Eq. (2.35) é aplicada em um ponto do elemento Γ(i), por exemplo, no ponto

z(i) = Φ(η0)ξ(i), a equação integral fica:

1

2
Φ(η0)u(i) +

ne∑
j=1

ĥiju
(j) −

ne∑
j=1

gijp
(j) = 0 , (2.50)
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onde, neste caso, as matrizes ĥij e gij são definidas como:

ĥij =

∫
Γ(j)

p∗(z(i), x)Φ dΓ , ĝij =

∫
Γ(j)

u∗(z(i), x)Φ dΓ . (2.51)

Neste caso também é possível adicionar o primeiro termo da Eq. (2.43) no primeiro so-

matório. Assim:

ne∑
j=1

hiju
(j) −

ne∑
j=1

gijp
(j) = 0 , (2.52)

onde, novamente, a matriz hij foi definida de forma implícita pela Eq. (2.52).

As integrais não singulares da Eq. (2.51) podem ser calculadas utilizando o método

de Gauss (Ver [21, 22] para o cálculo analítico destas integrais). As singulares podem ser

calculadas utilizando as seguintes expressões:

hij = C4

 0 −c1 0 c2

c1 0 −c2 0

+

c3 0 c4 0

0 c3 0 c4

 , (2.53)

gij = C2L

a1 0 a2 0

0 a1 0 a2

− C3L
−1

 l21 l1l2 l21 l1l2

l1l2 l22 l1l2 l22

 , (2.54)

onde:

c1 = 1 + b log(a/b) , c3 = 0.5b ,

c2 = 1 + a log(b/a) , c4 = 0.5a ,

a1 = log(L)− 0.5− b− b2 log(a/b) + log(a) , a = 1 + η0 ,

a2 = log(L)− 0.5− a− a2 log(b/a) + log(b) , b = 1− η0 .

A definição da Eq. (2.53) inclui o termo (1/2)Φ(η0)u(i) da Eq. (2.43).

2.2.3 Sistema de equações do MEC

A partir da Eq. (2.43) aplicada em todos os nós da discretização e, ocasionalmente, da

Eq. (2.52) para pontos no interior dos elementos, obtém-se a equação:

Hu−Gp = 0 , (2.55)

onde, neste caso os vetores u e p representam os valores nodais em todos os nós da

discretização. Cada equação (que corresponde a uma linha de H e G) corresponde a uma

equação integral aplicada em um ponto particular.
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Ao aplicar as condições de contorno e separar as variáveis conhecidas das desconhe-

cidas tem-se o sistema:

Ax = b , (2.56)

onde as colunas da matriz A são as colunas das matrizes H e G que ficavam multiplicadas

por deslocamentos ou forças de superfície desconhecidas, agora agrupados no vetor x. O

vetor b resulta de somar as outras colunas das matrizes H e G multiplicadas pelo valor

do deslocamento ou da força de superfície dados pela condição de contorno.

O MEC resolve este sistema linear, por exemplo utilizando o método de eliminação

de Gauss-Jordan ou a decomposição LU [23, 24], para obter todos os deslocamentos e

forças de superfície no contorno. Valores do deslocamento ou do tensor de tensões no

interior do domínio podem ser calculados a partir dos valores no contorno utilizando as

Eqs. (2.26) e (2.31).

2.3 Formulação SAND

O método clássico de otimização estrutural começa por estabelecer uma parametriza-

ção, ou seja, uma relação entre o conjunto das estruturas admissíveis e um conjunto de

parâmetros reais, chamados variáveis de projeto [25–27]. Estas variáveis reais definem

propriedades geométricas específicas da estrutura em questão, ou outras propriedades me-

cânicas como por exemplo as propriedades dos materiais. Áreas de barras, espessuras de

placas, coordenadas de pontos ou parâmetros de interpolação que definem curvas e super-

fícies são usualmente empregados como variáveis de projeto em otimização estrutural.

Para um conjunto específico de valores reais das variáveis de projeto tem-se uma estru-

tura específica que pode ser analisada utilizando métodos numéricos de análise estrutural

como o MEF ou o MEC. A análise estrutural permite definir uma ou várias funções de per-

formance que servem como critério de comparação entre as diferentes estruturas. A massa

da estrutura, a complacência, tensões, deformações, deslocamentos, freqüências naturais,

entre outras são utilizadas freqüentemente como funções de performance [25, 27, 28].

Os métodos de projeto estrutural que utilizam algoritmos de otimização definem uma

destas funções de performance como função objetivo e utilizam outras para definir res-

trições nas variáveis de projeto. A função do algoritmo de otimização consiste então
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em encontrar os valores para as variáveis de projeto que minimizem a função objetivo,

atendendo o conjunto das restrições definidas sobre as variáveis de projeto.

Chamando x ∈ Rn ao vetor de variáveis de projeto, φ(x) : Rn → R à função objetivo

e γ(x) : Rn → Rm à função que define as restrições, o problema de otimização estrutural

pode ser formulado como:

minimize φ(x) ,

sujeito a: γ(x) > 0 .
(2.57)

Algumas das funções de performance presentes no problema dado pela Eq. (2.57)

podem ser avaliadas diretamente a partir da variável de projeto, x, como por exemplo o

volume da estrutura. Outras devem ser avaliadas indiretamente a partir dos resultados

da análise estrutural empregada, por exemplo, tensões e deformações. Outras funções de

performance dependem das variáveis de projeto tanto diretamente como indiretamente,

como acontece por exemplo com as funções que definem a complacência da estrutura e

as freqüências naturais.

Na forma mais geral, as funções do problema da Eq. (2.57) são definidas na forma:

φ(x) = f(x, ũ(x)) , (2.58)

γ(x) = g(x, ũ(x)) , (2.59)

onde f : Rn × Rp → R, g : Rn × Rp → Rm, e a função ũ : Rn → Rp, é a função

que define as chamadas variáveis de estado que são calculadas pelo método de análise

estrutural, como por exemplo os deslocamentos nodais no MEF, ou os deslocamentos e

forças de superfície nodais definidos sobre o contorno no MEC.

A função ũ é usualmente não linear e fica definida de forma implícita como a solução

de uma equação chamada de equação de equilíbrio ou equação de estado do problema.

Na forma mais geral, a função ũ fica definida como solução da seguinte equação:

h(x, ũ(x)) = 0 , (2.60)

onde a função h : Rn × Rp → Rp.

A análise é dita linear quando a função h da Eq. (2.60) tem a seguinte forma:

h(x, ũ(x)) = A(x)ũ(x)− b(x) , (2.61)

onde a matriz A(x) ∈ Rp×p e o vetor b(x) ∈ Rp. Quando a função h não é da forma

dada pela Eq. (2.61), a análise é dita não linear.
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Quando a análise é linear, a avaliação da função ũ se reduz à solução de um sistema

linear de equações com matriz de coeficientes igual à matriz A(x). Quando a análise é

não linear, a avaliação da função ũ requer a utilização de um método numérico iterativo

para resolver o sistema não linear dado pela Eq. (2.60). Por isto último, a solução de

problemas de otimização estrutural onde a análise é não linear implica, geralmente, em

um custo computacional elevado, já que cada iteração do algoritmo de otimização requer

uma ou várias avaliações da função ũ e de suas derivadas.

Figura 2.2: Comparação entre as técnicas de otimização clássica e SAND.

Com o objetivo de diminuir o custo computacional relativo à solução de problemas de

otimização estrutural de análise não linear, diversos pesquisadores começaram a utilizar

a técnica de Análise e Otimização Simultâneas, conhecida pela sigla SAND da frase em

inglês Simultaneous Analysis and Design [29–31]. Esta técnica considera as variáveis de

estado como incógnitas do problema de otimização e inclui as equações de estado como

restrições de igualdade. O problema de otimização estrutural utilizando a técnica SAND

é formulado como segue:

minimize f(x,u) ,

sujeito a: g(x,u) > 0 ,

h(x,u) = 0 .

(2.62)

A vantagem principal da formulação SAND é que em cada iteração do algoritmo

de otimização já não é mais necessária a solução do sistema não linear de equações que
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define a variáveis de estado. O principal inconveniente das formulações SAND é o grande

incremento do número de variáveis do problema. Afortunadamente, existem também

outras vantagens da formulação SAND, que em alguns casos tornam conveniente a sua

aplicação inclusive em problemas de análise linear. Dentre as vantagens que já foram

citadas estão [29–31]:

1. Torna desnecessários os métodos iterativos para avaliação das variáveis de estado,

evitando desta forma os processos iterativos aninhados.

2. A análise de sensibilidade das funções do problema de otimização SAND é, em

geral, muito mais simples, por causa da dependência explícita com relação às va-

riáveis do problema.

3. No caso de utilizar o MEF ou outros métodos com discretização do domínio, as

funções do problema de otimização SAND tem matrizes de derivadas esparsas. Isto

em alguns casos reduz significativamente o custo de armazenamento e de solução

dos sistemas lineares dos algoritmos de otimização.

4. É freqüente que muitas das funções que definem o problema e que na formulação

clássica são altamente não lineares, na formulação SAND se tornem lineares. Isto,

em geral, é aproveitado pelos algoritmos de otimização para reduzir significativa-

mente o custo computacional.

5. Por definir problemas de otimização mais simples torna viável, em alguns casos, a

utilização de algoritmos de otimização muito eficientes que existem para problemas

de otimização específicos. Por exemplo, algumas vezes é possível a utilização de

algoritmos para programação quadrática e inclusive para programação linear.

6. As funções do problema de otimização SAND têm freqüentemente a propriedade

de separabilidade parcial (ver Seção 4.1), isto reduz significativamente o custo com-

putacional associado à avaliação das derivadas primeiras e segundas. Isto permite

a utilização de algoritmos de tipo Newton que usualmente são muito mais efetivos

em problemas de grande escala e que na formulação clássica são de muito difícil

aplicação.

O item 1 é uma das vantagens principais quando a análise é não linear. Os itens 2,

3 e 4 aparecem freqüentemente quando é utilizado o MEF. Estes itens foram destacados
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no trabalho [32] onde é considerado como exemplo o problema de otimização de treliças,

para o qual é mostrado que a utilização da formulação SAND permite um ganho compu-

tacional significativo com relação à formulação clássica. Este resultado é surpreendente

considerando que o problema é de análise linear e que é utilizado o mesmo algoritmo

de otimização para as duas formulações, o algoritmo de tipo quasi-Newton SNOPT [33].

A utilização de um algoritmo de tipo Newton poderia ter sido utilizado para resolver o

problema no caso da formulação SAND, como por exemplo foi feito no trabalho [34],

onde o número de iterações requerido para resolver esses problemas e outros ainda mai-

ores foi consideravelmente menor. O item 5 é freqüente nos problemas de otimização

topológica [28]. Algoritmos de programação linear e semidefinida já foram utilizados

com grande sucesso em problemas deste tipo [28, 35]. O item 6 foi destacado no traba-

lho [36]. A esparsidade citada no item 3 é na verdade um caso particular da propriedade

mais geral de separabilidade parcial. É esta última propriedade que permite uma redução

significativa do custo computacional associado à avaliação das derivadas primeiras e se-

gundas. Nos trabalhos [36] e [37] é mostrado como esta propriedade pode ser utilizada

para calcular eficientemente estas derivadas no caso de utilizar o MEC como método de

análise.

2.3.1 Formulação SAND para otimização estrutural

Considere primeiro a formulação clássica do problema de otimização estrutural:

minimize φ(x) = f(x, ũ(x)) ,

sujeito a: γ(x) = g(x, ũ(x)) > 0 ,
(2.63)

onde a função ũ é definida de forma implícita pela seguinte equação:

h(x, ũ(x)) = 0 . (2.64)

As condições de otimalidade de KKT do problema da Eq. (2.63) são:

∇φ(x)− λT∇γ(x) = 0 , (2.65)

γi(x)λi = 0 , 1 6 i 6 m, (2.66)

γ(x) > 0 , (2.67)

λ > 0 . (2.68)
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As condições acima podem ser expressadas com relação às funções f e g. Chamando

z̃ = (x, ũ(x)), tem-se:

∇xf(z̃) +∇uf(z̃)∇xũ(x)

− λT (∇xg(z̃) +∇ug(z̃)∇xũ(x)) = 0 , (2.69)

gi(z̃)λi = 0 , 1 6 i 6 m, (2.70)

g(z̃) > 0 , (2.71)

λ > 0 . (2.72)

As derivadas da função ũ podem ser obtidas a partir da Eq. (2.64) derivando com relação

a x, assim:

∇xh(z̃) +∇uh(z̃)∇xũ(x) = 0 .

A equação acima permite expressar explicitamente o gradiente da função ũ como:

∇xũ(x) = −∇uh(z̃)−1∇xh(z̃) .

Substituindo esta expressão na Eq. (2.69) tem-se:

∇xf(z̃)−∇uf(z̃)∇uh(z̃)−1∇xh(z̃)

− λT (∇xg(z̃)−∇ug(z̃)∇uh(z̃)−1∇xh(z̃)) = 0 .

A equação anterior pode ser reescrita em forma compacta como:

∇xf(z̃)− λT∇xg(z̃)− (∇uf(z̃)− λT∇ug(z̃))∇uh(z̃)−1∇xh(z̃) = 0 .

Utilizando esta equação, as condições de KKT Eq. (2.65)-(2.68) podem ser escritas como:

∇xf(z̃)− λT∇xg(z̃)

− (∇uf(z̃)− λT∇ug(z̃))∇uh(z̃)−1∇xh(z̃) = 0 , (2.73)

gi(z̃)λi = 0 , 1 6 i 6 m, (2.74)

g(z̃) > 0 , (2.75)

λ > 0 . (2.76)

A presença da matriz ∇uh(z̃)−1 na Eq. (2.73) torna muito difícil, se não impossível,

resolver o problema da Eq. (2.63) utilizando um algoritmo de otimização baseado na
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iteração de Newton no sistema dado pelas Eqs. (2.73)-(2.74). A matriz ∇uh(z̃)−1 pode

ser evitada definindo o vetor auxiliar µ que verifica:

∇uh(z̃)Tµ = ∇uf(z̃)T −∇ug(z̃)Tλ . (2.77)

A partir desta definição é válida a seguinte igualdade:

µT = (∇uf(z̃)− λT∇ug(z̃))∇uh(z̃)−1 . (2.78)

Substituindo esta última expressão nas Eqs. (2.73)-(2.76) e adicionando a Eq. (2.77) tem-

se:

∇xf(z̃)− λT∇xg(z̃)− µT∇xh(z̃) = 0 , (2.79)

∇uf(z̃)− λT∇ug(z̃)− µT∇uh(z̃) = 0 , (2.80)

gi(z̃)λi = 0 , 1 6 i 6 m, (2.81)

g(z̃) > 0 , (2.82)

λ > 0 . (2.83)

O sistema dado pelas Eqs. (2.79)-(2.83) é bem mais conveniente que o dado pelas

Eqs. (2.69)-(2.72). Por outro lado, é fácil ver que estes sistemas são equivalentes. Con-

sidere uma solução (x,λ) do sistema das Eqs. (2.69)-(2.72), definindo µ pela Eq. (2.78)

tem-se que (x,λ,µ) verifica todas as Eqs. (2.79)-(2.83). Da mesma forma, partindo de

uma solução (x,λ,µ) das Eqs. (2.79)-(2.83), é imediato verificar que (x,λ) é solução

das Eqs. (2.69)-(2.72).

O maior inconveniente do sistema das Eqs. (2.79)-(2.83) é que as funções são ava-

liadas no ponto (x, ũ(x)), mas a função ũ é em geral difícil de avaliar. Visto que ela

fica definida de forma implícita pela Eq. (2.64), a avaliação da função ũ somente pode

ser feita por um método iterativo. Tem-se então uma iteração que é executada dentro da

iteração principal do algoritmo, também iterativo, empregado para resolver o sistema das

Eqs. (2.79)-(2.83). Como em cada iteração do algoritmo principal podem ser requeridas

várias avaliações da função ũ, o custo computacional pode ser elevado.

Uma alternativa a este procedimento é empregar a variável auxiliar u em substituição

da função ũ e impor a condição ũ(x) = u adicionando a equação h(x,u) = 0. Desta
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forma tem-se o seguinte sistema:

∇xf(x,u)− λT∇xg(x,u)− µT∇xh(x,u) = 0 , (2.84)

∇uf(x,u)− λT∇ug(x,u)− µT∇uh(x,u) = 0 , (2.85)

gi(x,u)λi = 0, 1 6 i 6 m, (2.86)

h(x,u) = 0 , (2.87)

g(x,u) > 0 , (2.88)

λ > 0 , (2.89)

onde, neste caso, as funções devem ser avaliadas no ponto (x,u).

É fácil verificar que as Eqs. (2.84)-(2.89) são exatamente as condições de otimalidade

de KKT do problema de otimização na formulação SAND, dado pela Eq. (2.90):

minimize f(x,u) ,

sujeito a: g(x,u) > 0 ,

h(x,u) = 0 .

(2.90)

Tem-se então que todo ponto crítico do problema de otimização estrutural clássico é

também ponto crítico do problema de otimização obtido utilizando a formulação SAND.

A utilização de um método de otimização baseado no método de Newton aplicado nas

Eqs. (2.84)-(2.87) requer o cálculo das derivadas segundas das funções f , h e g, porém,

estas derivadas são bem mais fáceis de calcular que as derivadas que aparecem na aplica-

ção do método de Newton às Eqs. (2.73)-(2.74) da formulação clássica.

2.4 Diferenciação com relação à forma

Nesta seção são introduzidas algumas definições necessárias para esclarecer o con-

ceito de diferenciação com relação à forma. Este conceito é útil tanto para caracterizar

as formas ótimas quanto para definir métodos numéricos para o cálculo dos gradientes

requeridos pelos algoritmos de otimização. Para isso será adotado o ponto de vista de

Murat e Simon [38–40], ver também [41].

Considere um domínio de referência Ω0, suposto aberto, limitado e de contorno re-

gular em Rn. Para este domínio é definida uma classe de formas admissíveis O(Ω0)

composta pelos abertos Ω = T (Ω0), com a transformação T dada por:

T = Id+ V , com V ∈ W 1,∞(Rn,Rn) , ‖V ‖W 1,∞(Rn,Rn) < 1 , (2.91)
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onde Id é a transformação identidade, isto é Id(x) = x, ∀x ∈ Rn, e W 1,∞(Rn,Rn) é o

conjunto das funções lipschitzianas V : Rn → Rn tais que V e ∇V são uniformemente

limitadas em Rn. O conjunto W 1,∞(Rn,Rn) é um espaço Banach quando munido da

norma ‖ · ‖W 1,∞(Rn,Rn) definida como:

‖V ‖W 1,∞(Rn,Rn) = sup
x∈Rn

(‖V (x)‖Rn + ‖∇V (x)‖Rn×n) , (2.92)

onde ‖ · ‖Rn é a norma euclidiana em Rn e ‖ · ‖Rn×n é a norma matricial associada.

Para o conjunto O(Ω0) é válido o seguinte lema:

Lema 2.21 Para todo V ∈ W 1,∞(Rn,Rn) que verifique ‖V ‖W 1,∞(Rn,Rn) < 1, a apli-

cação T = Id + V é um difeomorfismo, ou seja, uma bijeção diferenciável de inversa

diferenciável. Além disso, T está no conjunto:

T = {T | (T − Id) ∈ W 1,∞(Rn,Rn), (T−1 − Id) ∈ W 1,∞(Rn,Rn)} . (2.93)

Prova: Ver [38, Lema 6.13] �

Assim, o domínio transformado Ω = (Id+ V )(Ω0) fica definido como:

Ω = {x+ V (x) | x ∈ Ω0} , (2.94)

ver na Figura 2.3.

Figura 2.3: Definição do domínio transformado pelo campo vetorial V .

Definição 2.22 Seja F (Ω) uma aplicação escalar definida sobre o conjunto de formas

admissíveis O(Ω). Diz-se que F é diferenciável com relação à forma em Ω0 se a função

V → F ((Id+ V )(Ω0) (2.95)

é diferenciável em V = 0 no espaço de Banach W 1,∞(Rn,Rn).
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A Definição 2.22 pode ser considerada no sentido de Gâteaux ou Fréchet. Por exem-

plo, no sentido de Fréchet tem-se:

F ((Id+ V )(Ω0) = F (Ω0) + F ′(Ω0)(V ) + o(V ) , com lim
V→0

o(V )

‖V ‖W 1,∞(Rn,Rn)

= 0 ,

onde F ′(Ω0) deve ser linear e contínua sobre W 1,∞(Rn,Rn).

2.4.1 Movimentos e descrições material e espacial

SejaX : Ω0×R+ → Rn um movimento do domínio Ω0, isto é, a funçãoX é inversível

e de classe C1(Ω0 × R+). O domínio Ωτ = X (Ω0, τ) é dado por:

Ωτ = {xτ | xτ = X (x, τ) , ∀x ∈ Ω0}.

Adotando a nomenclatura da mecânica do contínuo, a trajetória do domínio Ωτ é definida

como sendo o conjunto:

M = {(xτ , τ) | xτ = X (x, τ) , ∀x ∈ Ω0 e ∀ τ ∈ R+}.

Por ser X inversível, existe a função inversa X−1 :M→ Ω0 que verifica:

X−1(X (x, τ), τ) = x e X (X−1(xτ , τ), τ) = xτ .

Definição 2.23 A representação espacial de uma função φm : Ω0 × R+ → R é a função

φe = [φm]e :M→ R que satisfaz:

φe(xτ , τ) = φm(X−1(xτ , τ), τ). (2.96)

Em quanto que a representação material de uma função ϕe : M → R é a função ϕm =

[ϕe]m : Ω0 × R+ → R que satisfaz:

ϕm(x, τ) = ϕe(X (x, τ), τ). (2.97)

Claramente, da Definição 2.23 tem-se:

φm = {[φm]e}m e ϕe = {[ϕe]m}e .

No seguinte, considere a ϕm e ϕe como as representações material e espacial de um

campo escalar, e a ϕm e ϕe como as representações material e espacial de um campo

vetorial.
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Definição 2.24 Os gradientes material e espacial são definidos na forma:

∇ϕm(x, τ) =
∂

∂x
ϕm(x, τ) e ∇τϕe(xτ , τ) =

∂

∂x
ϕe(xτ , τ) .

Assim, chamando J = ∇X , da Eq. (2.97) tem-se:

∇ϕm = JT [∇τϕe]m , (2.98)

De forma análoga, para uma função vetorial tem-se:

∇ϕm = [∇τϕe]mJ . (2.99)

Definição 2.25 As derivadas material e espacial com relação a τ são definidas na forma:

ϕ̇m(x, τ) =
∂

∂τ
ϕm(x, τ) ,

ϕ′e(xτ , τ) =
∂

∂τ
ϕe(xτ , τ) .

Para a derivada material também será utilizada a notação:

D

Dτ
ϕm(x, τ) = ϕ̇m(x, τ) .

e para a descrição espacial também é definida a derivada material na forma:

D

Dτ
ϕe(xτ , τ) = ϕ̇e(xτ , τ) = [ϕ̇m]e(xτ , τ)

Por exemplo, as descrições material e espacial da velocidade são definidas como:

vm(x, τ) = Ẋ (x, τ) ,

ve(xτ , τ) = [vm]e(xτ , τ) ,

Assim, chamando Lτ = ∇τve, da Eq. (2.99) tem-se:

J̇ = ∇vm = [∇τve]mJ ,

= [Lτ ]mJ .

Por outro lado, da Eq. (2.97) tem-se para ϕe escalar:

ϕ̇e = ϕ′e +∇τϕe · ve . (2.100)

De forma análoga, para um campo vetorial ϕe tem-se:

ϕ̇e = ϕ′e + (∇τϕe)ve . (2.101)
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Finalmente, a derivada material de∇τϕe pode ser calculada como:

(∇τϕe)̇ = (∇τϕe)
′ + (∇τ (∇τϕe))ve ,

= ∇τ (ϕ̇e −∇τϕe · ve) + (∇τ (∇τϕe))ve ,

= ∇τ ϕ̇e − (∇τve)
T∇τϕe . (2.102)

Definição 2.26 O divergente da descrição espacial de um campo vetorial é:

divτϕe = tr(∇τϕe) = I·∇τϕe .

Antes de passar a calcular as derivadas materiais de expressões integrais é necessário

o seguinte lema sobre a transformação de domínio dada pela função X (·, τ):

Lema 2.27 Sejam ϕm e ϕe as descrições material e espacial de um campo escalar. Con-

siderando Γτ = ∂Ωτ são válidas as seguintes equações:∫
Ωτ

ϕe dΩτ =

∫
Ω0

ϕm det(J) dΩ0 ,∫
Γτ

ϕe dΓτ =

∫
Γ0

ϕm‖m‖ det(J) dΓτ ,

onde m = J−Tn0 define a direção normal a Γτ , ou seja, [nτ ]m = ‖m‖−1m. Além disso,

são válidas as fórmulas:

D

Dτ
det(J) = [divτve]m det(J) ,

D

Dτ
(‖m‖ det(J)) = [divΓτve]m‖m‖ det(J) ,

onde divΓτve é o divergente superficial de ve, que pode ser escrito como:

divΓτve = divτve − nτ ·Lτnτ .

Prova: Ver nas referências [19, 20, 42]. �

Considere agora a derivada material da integral no domínio Ωτ :

D

Dτ

∫
Ωτ

ϕe dΩτ .

Lema 2.28 Seja ϕe a descrição espacial de um campo escalar. Considerando o contorno

Γτ = ∂Ωτ , tem-se:

D

Dτ

∫
Ωτ

ϕe dΩτ =

∫
Ωτ

ϕ̇e + ϕedivτve dΩτ ,

=

∫
Ωτ

ϕ′e dΩτ +

∫
Γτ

ϕe(ve ·nτ ) dΓτ
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Prova: Pelo Lema 2.27 tem-se:

D

Dτ

∫
Ωτ

ϕe dΩτ =
D

Dτ

∫
Ω0

ϕm det(J) dΩ0 ,

=

∫
Ω0

ϕ̇m det(J) + ϕm
D

Dτ
det(J) dΩ0 ,

=

∫
Ω0

(ϕ̇m + ϕm[divτve]m) det(J) dΩ0 ,

=

∫
Ωτ

ϕ̇e + ϕedivτve dΩτ .

Utilizando a Eq. (2.100) tem-se:

D

Dτ

∫
Ωτ

ϕe dΩτ =

∫
Ωτ

ϕ′e +∇τϕeve + ϕedivτve dΩτ ,

=

∫
Ωτ

ϕ′e dΩτ +

∫
Ωτ

divτ (ϕeve) dΩτ ,

=

∫
Ωτ

ϕ′e dΩτ +

∫
Γτ

ϕe(ve ·nτ ) dΓτ .

O que completa a tese do lema. �

Considere agora a derivada material da seguinte integral no contorno Γτ de Ωτ :

D

Dτ

∫
Γτ

ϕe dΓτ .

Lema 2.29 Seja ϕe a descrição espacial de um campo escalar. Considerando o contorno

Γτ = ∂Ωτ , tem-se:

D

Dτ

∫
Γτ

ϕe dΓτ =

∫
Γτ

ϕ̇e + ϕedivΓτve dΓτ ,

=

∫
Γτ

ϕ′e dΓτ +

∫
Γτ

(
∂ϕe
∂nτ

+ ϕeC
)

(ve ·nτ ) dΓτ

onde C é a curvatura média de Γτ .

Prova: Pelo Lema (2.27) tem-se:

D

Dτ

∫
Γτ

ϕe dΓτ =
D

Dτ

∫
Γ0

ϕm‖m‖ det(J) dΓτ ,

=

∫
Γ0

ϕ̇m‖m‖ det(J) + ϕm
D

Dτ
(‖m‖ det(J)) dΓτ ,

=

∫
Γ0

(ϕ̇m + ϕm[divΓτve]m)‖m‖ det(J) dΓ0 ,

=

∫
Γτ

ϕ̇e + ϕedivΓτve dΓτ .
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Utilizando a Eq. (2.100) e a definição de divΓτ tem-se:

D

Dτ

∫
Γτ

ϕe dΓτ =

∫
Γτ

ϕ′e +∇τϕe · ve + ϕe(divτve − nτ ·Lτnτ ) dΓτ .

Considerando o resultado clássico (ver [38, Lemma 6.25]):∫
Γτ

∇τϕe · ve + ϕe(divτve − nτ ·Lτnτ ) dΓτ =

∫
Γτ

(
∂ϕe
∂nτ

+ ϕeC
)

(ve ·nτ ) dΓτ ,

tem-se a tese do lema. �

2.4.2 Derivadas com relação à forma de expressões integrais

Seja F : O(Ω0)→ R definida pela expressão:

F (Ω) =

∫
Ω

f dΩ ,

com f ∈ W 1,1(Rn). Então, a derivada de Gâteaux com relação à forma de F é:

F ′(Ω0)(V ) =
d

dτ
F ((Id+ τV )(Ω0))

∣∣∣∣
τ=0

.

Considerando o movimento X (x, τ) = x+ τV , tem-se:

F ′(Ω0)(V ) =
D

Dτ

∫
Ωτ

f dΩτ

∣∣∣∣
τ=0

.

Como ve = V , e f ′ = 0, pelo Lema 2.28 tem-se:

F ′(Ω0)(V ) =

∫
Γτ

f(V ·nτ ) dΓτ

∣∣∣∣
τ=0

,

=

∫
Γ0

f(V ·n0) dΓ0 ,

Portanto, como f ∈ W 1,1(Rn) e V ∈ W 1,∞(Rn,Rn), F é diferenciável no sentido de

Fréchet.

Analogamente, para Γ = ∂Ω e uma função F definida na forma:

F (Ω) =

∫
Γ

f dΓ ,

Utilizando o movimento X (x, τ) = x+ τV , do Lema 2.29 tem-se:

F ′(Ω0)(V ) =

∫
Γ0

(
∂f

∂nτ
+ fC

)
(V ·n0) dΓ0 .

Portanto, para f ∈ W 2,1(Rn), F é diferenciável no sentido de Fréchet.
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2.4.3 Análise de sensibilidade considerando o problema variacional

Considere uma função F (Ω) definida como F (Ω) = F(Ω, uΩ). Assim, F depende

explicitamente de Ω e implicitamente através de uΩ, definida como a solução do problema

variacional que consiste em achar a função em U(Ω) que verifica:

aΩ(uΩ, η) = lΩ(η) ∀ η ∈ V(Ω) .

onde U(Ω) e V(Ω) são, respectivamente, os conjuntos das funções e variações admissíveis

definidas no domínio Ω, aΩ é um funcional bilinear e lΩ um funcional linear.

Com o intuito de calcular F ′(Ω0) considera-se um movimento X : Ω0 × R+ → Rn e

a derivada material:

D

Dτ
F (Ωτ ) =

D

Dτ
F(Ωτ , uτ ) , (2.103)

onde uτ ∈ U(Ωτ ) verifica:

aτ (uτ , η) = lτ (η) ∀ η ∈ V(Ωτ ) .

Considere a função lagrangiana:

Lτ (u, λ) = F(Ωτ , u) + aτ (u, λ)− lτ (λ) ∀λ ∈ V(Ωτ ) ,∀u ∈ U(Ωτ ) . (2.104)

Para o caso u = uτ tem-se:

Lτ (uτ , λ) = F(Ωτ , uτ ) ∀λ ∈ V(Ωτ ) ,

portanto:

D

Dτ
Lτ (uτ , λ) =

D

Dτ
F(Ωτ , uτ ) ∀λ ∈ V(Ωτ ) , (2.105)

O primeiro termo da Eq. (2.105) pode ser calculado como:

D

Dτ
Lτ (uτ , λ) =

D

Dτ
Lτ (u, λ)

∣∣∣∣
u=uτ

+

〈
∂

∂u
Lτ (uτ , λ), u̇τ

〉
∀λ ∈ V(Ωτ ) , (2.106)

onde u̇τ ∈ V(Ωτ ). Da definição da função lagrangiana, Eq. (2.104), tem-se:〈
∂

∂u
Lτ (uτ , λ), u̇τ

〉
=

〈
∂

∂u
F(Ωτ , uτ ), u̇τ

〉
+ aτ (u̇τ , λ) ∀λ ∈ V(Ωτ ) .

Assim, é possível anular esse termo escolhendo λ = λτ ∈ V(Ωτ ) como a solução da

equação variacional adjunta:〈
∂

∂u
F(Ωτ , uτ ), η

〉
+ aτ (η, λτ ) = 0 ∀ η ∈ V(Ωτ ) . (2.107)
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Portanto, para λ = λτ , a Eq. (2.106) fica:

D

Dτ
Lτ (uτ , λ)

∣∣∣∣
λ=λτ

=
D

Dτ
Lτ (u, λ)

∣∣∣∣u=uτ
λ=λτ

.

Finalmente, considerando as Eqs. (2.103), (2.105) e (2.106) tem-se:

D

Dτ
F (Ωτ ) =

D

Dτ
Lτ (u, λ)

∣∣∣∣u=uτ
λ=λτ

,

=
D

Dτ
F(Ωτ , u)

∣∣∣∣
u=uτ

+
D

Dτ
aτ (u, λ)

∣∣∣∣u=uτ
λ=λτ

− D

Dτ
lτ (λ)

∣∣∣∣
λ=λτ

. (2.108)

2.4.4 Exemplo: Problema de Fundição Eletromagnética

Considere o caso em que se deseja obter a derivada material da função F (Ωτ ) =

F(Ωτ , uτ ), onde uτ é solução do problema:

−∆τuτ = µ0j0 em Ωτ ,

uτ = 0 sobre Γτ ,

uτ (x) = O(1) quando x→∞ ,

(2.109)

onde Γτ = ∂Ωτ , e Ωτ é o exterior de um domínio compacto ωτ .

O problema variacional associado ao dado pela Eq. (2.109) consiste em achar a função

uτ ∈ U(Ωτ ) tal que:

aτ (uτ , η) = lτ (η) ∀ η ∈ V(Ωτ ) ,

onde, neste caso:

U(Ω) = {u ∈ H1(Ωτ ) | u|Γτ = 0} e V(Ω) = U(Ω) ,

e as expressões para a(u, η) e l(η) são:

a(u, η) =
1

µ0

∫
Ωτ

∇τu·∇τη dΩτ , (2.110)

l(η) =

∫
Ωτ

j0η dΩτ . (2.111)

Considere o funcional:

F (Ωτ ) = F(Ωτ , uτ ) = −1

2
aτ (uτ , uτ )−

∫
ωτ

p̄ dΩτ +

∫
Γτ

σ dΓτ . (2.112)
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Para esta função o problema adjunto da Eq. (2.107) consiste em encontrar λτ ∈ V(Ωτ )

que verifica:

aτ (η, λτ ) = −
〈
∂

∂u
F(Ωτ , uτ ), η

〉
= aτ (uτ , η) ∀ η ∈ V(Ωτ ) .

Pela simetria do funcional bilinear, a solução é λτ = uτ .

Então, da Eq. (2.108):

D

Dτ
F (Ωτ ) =

D

Dτ
F(Ωτ , u)

∣∣∣∣
u=uτ

+
D

Dτ
aτ (u, λ)

∣∣∣∣u=uτ
λ=λτ

− D

Dτ
lτ (λ)

∣∣∣∣
λ=λτ

,

= −1

2

D

Dτ
aτ (u, u)

∣∣∣∣
u=uτ

− D

Dτ

∫
ωτ

p̄ dΩτ +
D

Dτ

∫
Γτ

σ dΓτ

+
D

Dτ
aτ (u, λ)

∣∣∣∣u=uτ
λ=λτ

− D

Dτ
lτ (λ)

∣∣∣∣
λ=λτ

,

=
1

2

D

Dτ
aτ (u, u)

∣∣∣∣
u=uτ

− D

Dτ

∫
ωτ

p̄ dΩτ +
D

Dτ

∫
Γτ

σ dΓτ

− D

Dτ
lτ (u)

∣∣∣∣
u=uτ

. (2.113)

Para o termo com aτ (u, u), utilizando a Eq. (2.102) tem-se:

D

Dτ
aτ (u, u) =

1

µ0

D

Dτ

∫
Ωτ

∇τu·∇τu dΩτ ,

=
1

µ0

∫
Ωτ

(∇τu·∇τu)̇ + (∇τu·∇τu) divτve dΩτ ,

=
1

µ0

∫
Ωτ

−2(LT
τ∇τu)·∇τu+ (∇τu·∇τu) I·Lτ dΩτ ,

=
1

µ0

∫
Ωτ

[(∇τu·∇τu) I− 2∇τu⊗∇τu]·Lτ dΩτ ,

Para o termo com p̄:

D

Dτ

∫
ωτ

p̄ dΩτ =

∫
Γτ

−p̄(ve ·nτ ) dΓτ

Para o termo com σ:

D

Dτ

∫
Γτ

σ dΓτ =

∫
Γτ

σC(ve ·nτ ) dΓτ

Finalmente, para o termo com lτ (u) tem-se:

D

Dτ
lτ (u) =

D

Dτ

∫
Ωτ

j0u dΓτ ,

=

∫
Ωτ

(j0u)′ dΩτ +

∫
Γτ

(j0u) ve ·nτ dΓτ .
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Assim, considerando que j′0 = 0 e u̇ = 0:

D

Dτ
lτ (u) =

∫
Ωτ

−j0∇τu·ve dΩτ +

∫
Γτ

(j0u) ve ·nτ dΓτ .

Substituindo todos estes resultados na Eq. (2.113), considerando que uτ |Γτ = 0, tem-se:

D

Dτ
F (Ωτ ) =

∫
Ωτ

Στ ·Lτ dΩτ +

∫
Γτ

(σC + p̄)(ve ·nτ ) dΓτ +

∫
Ωτ

j0∇τuτ ·ve dΩτ ,

(2.114)

onde Στ é o tensor simétrico definido na forma:

Στ =
1

2µ0

[(∇τuτ ·∇τuτ ) I− 2∇τuτ ⊗∇τuτ ] .

Através de um cálculo direto mostra-se que divΣτ = j0∇τuτ . Assim, visto que Στ ·Lτ =

div(ΣT
τ ve)− div(Στ )·ve e supondo j0 com suporte compacto no interior de Ωτ tem-se:∫

Ωτ

Στ ·Lτ dΩτ =

∫
Γτ

(Στnτ )·vnτ dΓτ −
∫

Ωτ

j0∇τuτ ·ve dΩτ , (2.115)

onde o primeiro termo pode ser calculado como:∫
Γτ

(Στnτ )·vnτ dΓτ =

∫
Γτ

1

2µ0

[‖∇τuτ‖2(ve ·nτ )− 2(∇τuτ ·ve)(∇τuτ ·nτ )] dΓτ ,

Mas, pela condição de contorno uτ |Γτ = 0, portanto ∇τuτ |Γτ = ατnτ . Assim:

(∇τuτ ·ve)(∇τuτ ·nτ ) = α2(ve ·nτ ) = ‖∇τuτ‖2(ve ·nτ ) ,

Substituindo este resultado nas Eqs. (2.114) e (2.115), tem-se:

D

Dτ
F (Ωτ ) =

∫
Γτ

(
− 1

2µ0

‖∇τuτ‖2 + σC + p̄

)
(ve ·nτ ) dΓτ , (2.116)

Finalmente, considerando o movimento X (x, τ) = x + τV , chamando v0 = −n0 à

normal exterior a ω0, e chamando Cω = −C à curvatura de ω0, tem-se o resultado:

F ′(Ω0)(V ) =

∫
Γτ

(
1

2µ0

‖∇τuτ‖2 + σCω − p̄
)

(V ·v0) dΓτ , (2.117)
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Capítulo 3

Algoritmo de otimização FDIPA-H

Como visto na Seção 2.1.4, o algoritmo FDIPA é baseado na iteração de Newton apli-

cada ao sistema de equações definido pelas igualdades das condições de otimalidade de

primeira ordem de KKT. Porém, para obter a convergência a pontos que satisfaçam estas

condições, o FDIPA substitui a matriz hessiana que aparece no sistema linear que define

a direção de Newton por uma matriz positiva definida. Esta substituição tem também a

vantagem de evitar o cálculo da matriz hessiana, o qual é considerado de grande custo em

grande parte dos problemas de otimização não linear da Engenharia Mecânica [27].

Contudo, existem casos onde a matriz hessiana do problema pode ser calculada com

um custo computacional relativamente reduzido em comparação com a resolução dos

sistemas lineares que definem a direção de busca do algoritmo. Nesses casos permanece

o interesse de utilizar a matriz hessiana nos sistemas lineares, com o intuito de obter a

solução do problema em um número de iterações menor, reduzindo desta forma o número

de resoluções de sistemas lineares e, como conseqüência, o tempo total requerido pelo

algoritmo.

Por exemplo, em problemas de otimização em Engenharia Mecânica para os quais

seja utilizada a formulação SAND, a discretização de corpos materiais contínuos conduz

a problemas de otimização de grande porte, onde o cálculo da matriz hessiana pode ser

realizado eficientemente. Ver, por exemplo, o caso de otimização de forma em elastici-

dade linear apresentado no Capítulo 4. Com a motivação principal da resolução eficiente

destes problemas de grande porte, foram estudadas as condições suficientes que permitem

utilizar a matriz hessiana nos sistemas lineares, sem perder a convergência global.

Assim, neste capítulo é descrito um algoritmo de ponto interior, no que segue cha-
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mado FDIPA-H, baseado no algoritmo FDIPA apresentado na Seção 2.1.4, e que, da

mesma forma que o FDIPA, tem convergência global a pontos de KKT do problema de

otimização não linear. Em cada iteração o algoritmo FDIPA-H verifica se a matriz hessi-

ana do problema pode ser utilizada para o cálculo da direção de busca. No caso em que a

matriz hessiana não possa ser utilizada, o algoritmo FDIPA-H modifica esta matriz com

o intuito de preservar a convergência global. Uma característica importante do algoritmo

FDIPA-H é que, nos problemas onde as condições suficientes de otimalidade forem satis-

feitas, o algoritmo não alterará a matriz hessiana quando o ponto da iteração atual estiver

suficientemente próximo da solução.

Na Seção 3.1 é revista a demonstração de convergência global do algoritmo FDIPA.

A maior parte dos resultados apresentados nessa seção foram apresentados por Hersko-

vits [14]. A diferença principal da demonstração apresentada na Seção 3.1 com relação a

dada em [14] é a utilização do teorema de convergência global de algoritmos de Zangwill,

o Teorema 2.14 da Seção 2.1.2. Este teorema permite estender de forma simples os resul-

tados apresentados em [14], por exemplo, como feito na demonstração da convergência

global no caso do problema de otimização que tem restrições de igualdade. Ver o Teo-

rema 3.26 da Seção 3.1.1.

Na Seção 3.2 são apresentados alguns resultados obtidos para as matrizes relacionadas

aos sistemas lineares que aparecem no cálculo da direção de busca. Estes resultados,

principalmente os Teoremas 3.41 e 3.41 permitem estender os resultados de convergência

do FDIPA para o caso do FDIPA-H.

Na Seção 3.3 é definido o algoritmo FDIPA-H, na Seção 3.3.1 são estudadas as con-

dições que permitem utilizar a matriz hessiana para o cálculo da direção de busca, na

Seção 3.3.3 é proposto o algoritmo de otimização e na Seção 3.3.4 é mostrada a conver-

gência global do algoritmo para pontos de KKT do problema de otimização.

3.1 Convergência global do FDIPA

Considere o problema de otimização sem restrições de igualdade:

minimize f(x) ,

sujeito a: g(x) > 0 .
(3.1)

Definição 3.1 Um ponto x ∈ Ω é dito estacionário se existe um multiplicador de La-
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grange λ tal que satisfaz as condições:

∇f(x)−
m∑
i=1

λi∇gi(x) = 0 ,

gi(x)λi = 0 , 1 6 i 6 m.

Definição 3.2 Um ponto x ∈ Ω é dito ponto de KKT se é estacionário e o multiplicador

de Lagrange associado satisfaz λ > 0.

São feitas as seguintes suposições sobre o problema de otimização da Eq. (3.1):

Suposição 3.3 Existe um número real a tal que o conjunto Ωa = {x ∈ Ω | f(x) 6 a} é

compacto.

Suposição 3.4 O requisito RILR dado pela Definição 2.4 é satisfeito para todo ponto x,

isto é, o conjunto {∇gi(x) | gi(x) = 0 , 1 6 i 6 m} é linearmente independente para

todo x.

Suposição 3.5 As funções f e g são continuamente diferenciáveis em Ωa e as suas de-

rivadas satisfazem a condição de Lipschitz em Rn, isto é, existem constantes kf e kgi ,

1 6 i 6 m, tal que para quaisquer x,y ∈ Rn tem-se ‖∇f(y)−∇f(x)‖ 6 kf‖y− x‖ e

‖∇gi(y)−∇gi(x)‖ 6 kgi‖y − x‖, 1 6 i 6 m.

Suposição 3.6 Existem números positivos λm, λM tal que:

λm 6 λi 6 λM , 1 6 i 6 m.

Suposição 3.7 Existem números positivos σm e σM tal que:

σm 6 σ1(B) 6 σn(B) 6 σM .

Suposição 3.8 Existem números positivos ω1 e ω2 tal que:

ω1 6 ω
D
i 6 ω2 , 1 6 i 6 m.

Considerando as suposições anteriores e assumindo x ∈ Ωa, são válidos os seguintes

lemas:

Lema 3.9 A função (x,λ,B,ωD) → (dαx,λ
α,dβx,λ

β) é contínua, portanto, o ponto

(dαx,λ
α,dβx,λ

β) pertence a um compacto.
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Prova: Os vetores dαx, λα, dβx, λβ são definidos pela equação: B −∇gT (x)

−Λ∇g(x) −G(x)

dαx dβx

λα λβ

 =

−∇fT (x) 0

0 −ΛωD

 . (3.2)

Sem perda de generalidade, considere g(x) = (gI(x),gA(x)) com gI(x) > 0 e gA(x) =

0. De igual forma são divididos os vetores λ = (λI ,λA), λα = (λαI ,λαA) e λβ =

(λβI ,λβA). Visto que λI > λm, o sistema linear anterior pode ser escrito como:
B −∇gIT (x) −∇gAT (x)

−∇gI(x) −SI(x,λI) 0

−∇gA(x) 0 0




dαx dβx

λαI λβI

λαA λβA

 =


−∇f(x)T 0

0 ωDI

0 ωDA

 ,

onde SI é definido como SI(x,λI) = (ΛI)−1GI(x). Pela Suposição 3.4 e por ser SI

positiva definida é válido o Lema 3.39 da Seção 3.2. Então, a matriz do sistema anterior é

não singular em todo o domínio compacto definido pelas Suposições 3.3, 3.6, 3.7, e 3.8.

Isto prova que a função (x,λ,B,ωD)→ (dαx,λ
α,dβx,λ

β) é contínua e, por ser o domínio

compacto, os pontos (dαx,λ
α,dβx,λ

β) estão também em um domínio compacto. �

Lema 3.10 A direção dαx satisfaz:

∇f(x) dαx 6 −σm‖dαx‖2 . (3.3)

Prova: Da primeira linha do sistema Eq. (3.2) tem-se:

dαTx B dαx − dαTx ∇gT (x)λα = −∇f(x) dαx . (3.4)

Da segunda linha tem-se:

∇g(x) dαx = −Λ−1G(x)λα .

Substituindo este valor na Eq. (3.4) fica: −∇f(x) dαx = dαTx B dαx + λαTS(x,λ)λα com

S(x,λ) = Λ−1G(x). A Eq. (3.3) obtém-se por ser S(x,λ) positiva definida e pela

Suposição 3.7. �

Lema 3.11 A função (x,λ,B,ωD) → ρ é contínua e portanto ρ pertence a um com-

pacto. Além disso ρ satisfaz:

ϕ0‖dαx‖2 6 ρ 6 ϕ‖dαx‖2 , (3.5)

para algum valor ϕ0 > 0.
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Prova: A desigualdade ρ 6 ϕ‖dαx‖2 é válida visto que ρ é definido como:

ρ = min
(
ϕ‖dαx‖2 , (ξ − 1)∇f(x) dαx/∇f(x) dβx

)
, caso∇f(x) dβx > 0 , (3.6)

ρ = ϕ‖dαx‖2 , caso contrário . (3.7)

Esta desigualdade prova que a função é contínua em dαx = 0, onde se obtém ρ = 0. Para

‖dαx‖ > 0 tem-se a dificuldade do termo ∇f(x) dβx que aparece dividindo na Eq. (3.6).

Porém, o termo (ξ − 1)∇f(x) dαx/∇f(x) dβx somente é considerado se for ϕ‖dαx‖2 >

(ξ − 1)∇f(x) dαx/∇f(x) dβx, o que somente acontece se for:

∇f(x) dβx > (ξ − 1)∇f(x) dαx/(ϕ‖dαx‖2) ,

> −(ξ − 1)σm/ϕ > 0 .

onde na última desigualdade foi usado o Lema 3.8. Por outro lado, utilizando o Lema 3.10

tem-se:

ρ > min
(
ϕ ,−(ξ − 1)σm/∇f(x) dβx

)
‖dαx‖2 .

É claro que ∇f(x) dβx é limitado superiormente por pertencer a um compacto, portanto

existe um valor positivo ϕ0 tal que ρ > ϕ0‖dαx‖2. �

Lema 3.12 A função (x,λ,B,ωD) → (dx, λ̄) é contínua e portanto (dx, λ̄) pertence a

um compacto. Além disso, existe δ > 0 tal que dx satisfaz:

∇f(x) dx 6 −ξσm‖dαx‖2 , (3.8)

‖dx‖ 6 δ‖dαx‖ . (3.9)

Prova: A continuidade é conseqüência dos Lemas 3.9 e 3.11 e da definição de dx e λ̄:

dx = dαx + ρdβx , (3.10)

λ̄ = λα + ρλβ . (3.11)

Da Eq. (3.10) tem-se:

∇f(x) dx = ∇f(x) dαx + ρ∇f(x) dβx ,

Se for ∇f(x) dβx 6 0, a Eq. (3.8) resulta diretamente da Eq. (3.10) e do Lema 3.10. No

caso de ser∇f(x) dβx > 0 a Eq. (3.8) resulta das Eqs. (3.6) e (3.10) e do Lema 3.10. Pelo

Lema 3.6, ρ 6 ϕ‖dαx‖2. Portanto, da Eq. (3.10) tem-se:

‖dx‖ 6 (1 + ϕ‖dαx‖‖dβx‖)‖dαx‖ .

Portanto, a Eq. (3.9) resulta do fato de dαx e dβx serem limitados. �
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Lema 3.13 Considere uma função φ : Rn → R continuamente diferenciável e tal que

∇φ satisfaça a condição de Lipschitz em D ⊂ Rn, isto é, existe uma constante k tal que

para quaisquer x,y ∈ D tem-se ‖∇φ(y)−∇φ(x)‖ 6 k‖y − x‖. Então, φ satisfaz:

a) φ(y) 6 φ(x) +∇φ(x) · (y − x) + k‖y − x‖2 , (3.12)

b) φ(y) > φ(x) +∇φ(x) · (y − x)− k‖y − x‖2 . (3.13)

Prova: Pelo teorema do valor médio tem-se:

φ(y) = φ(x) +∇φ(x + ξ(y − x)) · (y − x) ,

= φ(x) +∇φ(x) · (y − x) + [∇φ(x + ξ(y − x))−∇φ(x)] · (y − x) ,

para algum ξ ∈ (0, 1). Então, tem-se:

a) φ(y) 6 φ(x) +∇φ(x) · (y − x) + ‖∇φ(x + ξ(y − x))−∇φ(x)‖‖y − x‖ ,

b) φ(y) > φ(x) +∇φ(x) · (y − x)− ‖∇φ(x + ξ(y − x))−∇φ(x)‖‖y − x‖ ,

e as Eq. (3.12)-(3.13) são obtidas pela aplicação da condição de Lipschitz. �

Lema 3.14 (Condição uniforme de descida) Existe τ1 > 0 tal que para todo x ∈ Ωa a

condição

f(x + tdx) 6 f(x) + tη∇f(x) dx , (3.14)

é satisfeita para todo t ∈ [0, τ1].

Prova: Pela Suposição 3.5 e pelo Lema 3.13 tem-se:

f(x + tdx) 6 f(x) + t∇f(x) dx + t2kf‖dx‖2 .

Então, a condição da Eq. (3.14) é satisfeita para todo t tal que:

f(x) + t∇f(x) dx + t2kf‖dx‖2 6 f(x) + tη∇f(x) dx .

ou, equivalentemente:

t 6 (η − 1)∇f(x) dx/
(
kf‖dx‖2

)
.

Pelo Lema 3.8, esta condição é satisfeita de forma automática se for:

t 6 (1− η)σm/(kfδ
2) .

Portanto, τ1 pode ser definido como τ1 = (1− η)σm/(kfδ
2). �
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Lema 3.15 (Condição uniforme de viabilidade) Existe τ2 > 0 tal que para todo x ∈ Ωa

onde dx não é nulo, a condição

gi(x + tdx) > 0 , se λ̄i > 0 ou (3.15)

gi(x + tdx) > gi(x) , caso contrário, (3.16)

é satisfeita para todo t ∈ [0, τ2].

Prova: Pela Suposição 3.5 e pelo Lema 3.13 tem-se:

gi(x + tdx) > gi(x) + t∇gi(x) dx − t2kgi‖dx‖2 .

Então, as condições das Eqs. (3.15)-(3.16) são satisfeitas para todo t tal que:

gi(x) + t∇gi(x) dx − t2kgi‖dx‖2 > 0 , se λ̄i > 0 ou (3.17)

gi(x) + t∇gi(x) dx − t2kgi‖dx‖2 > gi(x) , caso contrário. (3.18)

Além disso, das Eqs. (3.2) e (3.10)-(3.11) tem-se:

−λi∇gi(x) dx − gi(x)λ̄i = −ρλiωDi .

Calculando∇gi(x) dx a partir desta expressão e substituindo nas Eqs. (3.17)-(3.18) tem-

se:

gi(x)(1− tλ̄i/λi) + t(ρωDi − tkgi‖dx‖2) > 0 , se λ̄i > 0 ou

gi(x)(1− tλ̄i/λi) + t(ρωDi − tkgi‖dx‖2) > gi(x) , caso contrário.

A primeira condição é satisfeita se for:

a) 1− tλ̄i/λi > 0 ,

b) ρωDi − tkgi‖dx‖2 > 0 .

Se for λ̄i 6 0, basta ver somente a segunda condição. Considere então o caso que λ̄i > 0.

Então, t deve satisfazer:

a) t 6 λi/λ̄i ,

b) t < ρωDi /(kgi‖dx‖2) .

Como λi > λm, o Lema 3.9 garante que existe λ̃i tal que λ̄i 6 λ̃i, e pe-

los Lemas 3.11 e 3.12 tem-se que τ2 pode ser definido, por exemplo, como τ2 =

mini min{λm/λ̃i , 0.8ϕ0ω1/(kgiδ)}. �
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Lema 3.16 A direção dx é nula se e somente se x é ponto estacionário do problema de

otimização. Nesse caso o vetor λ̄ = λα é o multiplicador de Lagrange associado.

Prova: Se dx for nulo, então pela Eq. (3.8) deve ser dαx = 0. Portanto pela Eq. (3.2) o

vetor λα satisfaz as equações ∇f(x) = λαT∇g(x) e G(x)λα = 0. Isto mostra que x

é estacionário. Reciprocamente, se x for estacionário e λ̃ o multiplicador de Lagrange

associado, então os vetores dαx = 0 e λα = λ̃ serão solução do sistema da Eq. (3.2). Pela

Eq. (3.9) tem-se dx = 0. Também, como nesse caso ρ = 0, tem-se λ̄ = λα. �

Teorema 3.17 Toda subseqüência convergente da seqüência gerada pelo algoritmo

FDIPA converge para um ponto estacionário do problema de otimização.

Prova: Considere o mapeamento ponto-conjunto A definido como:

A(x) = {(x,dx) | dx é definido pelas Eqs. (3.2), (3.6)-(3.7) e (3.10),

e B,λ, e ωD satisfazem as Suposições 3.6-3.8 } .

Pela Suposição 3.3 e pelo Lema 3.12, o mapeamento A é fechado e os pontos (x,dx)

pertencem a um compacto. Considere o mapeamento ponto-conjunto B definido como:

B(x,dx) = {x + tdx | t > ν min{τ1, τ2} ,

f(x + tdx) 6 f(x) + tη∇f(x) dx ,

gi(x + tdx) > 0 ,

com τ1 e τ2 como definidos pelos Lemas 3.14-3.15} .

Claramente B é um mapeamento fechado emA(x) e, pelo Corolário 2.18, o mapeamento

BA também é. Por outro lado, pelos Lemas 3.12 e 3.16, a função f é uma função de

descida para o conjunto E dos pontos estacionários e para o mapeamento BA. Pelo Te-

orema 2.14, qualquer subseqüência convergente de uma seqüência gerada pelo algoritmo

converge para um ponto no conjuntoE. Como o FDIPA é um caso particular do algoritmo

BA, o mesmo acontece com as seqüências geradas por ele. �

Se o ponto estacionário em Ωa for único, pelo Corolário 2.15 tem-se que a seqüência

gerada pelo FDIPA converge para esse ponto. Como a seqüência {f(xk)}k∈N é monótona,

obtém-se o mesmo resultado se o ponto estacionário x̄ para o qual converge uma dada

subseqüência for único na região {x ∈ Ω | f(x) 6 f(x̄) + ε} para algum valor ε > 0.
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O seguinte teorema mostra que o limite das subseqüências convergentes são, na ver-

dade, pontos de KKT.

Teorema 3.18 Toda subseqüência convergente da seqüência gerada pelo algoritmo

FDIPA converge para um ponto de KKT do problema de otimização.

Prova: Considere uma seqüência {xk}k∈N gerada pelo FDIPA e uma subseqüência

{xj}j∈K1 , com K1 ⊂ N, convergente para um ponto estacionário x̄ do problema de otimi-

zação. Basta provar que o multiplicador de Lagrange λ̄ = λα nesse ponto é não negativo.

Se for gi(x̄) > 0 tem-se λ̄i = 0, então resta somente ver o caso gi(x̄) = 0. Como o

FDIPA é estritamente viável, existe uma subseqüência {x`}`∈K2 , com K2 ⊂ K1, tal que

gi(x`) < gi(x`−1) e, portanto, λ̄`−1
i > 0. Note que `−1 pode não pertencer a K2. Porém,

pelo Teorema 3.17, existe uma subseqüência {xm−1}m∈K3 , com K3 ⊂ K2, convergente a

um ponto estacionário x̃. Como dx(x,B,λ,ωi) é uma função contínua e no ponto x̃ é

nula, então dm−1
x → 0, mas como t 6 1 tem-se ‖xm − xm−1‖ → 0, portanto, x̃ = x̄. Por

conseguinte, deve ser λ̄ > 0 no ponto x̄, visto que a função λ̄(x,B,λ,ωi) é contínua,

λ̄
`−1
i → λ̄ e λ̄`−1

i > 0. �

3.1.1 Problema com restrições de igualdade

Neste caso é considerado o problema de otimização com restrições de igualdade:

minimize f(x) ,

sujeito a: g(x) > 0 ,

h(x) = 0 .

(3.19)

Para o problema da Eq. (3.19) um ponto x ∈ Ω é considerado estacionário se existem

multiplicadores de Lagrange λ e µ tal que satisfazem as condições:

∇f(x)−
m∑
i=1

λi∇gi(x)−
p∑
i=1

µi∇hi(x) = 0 ,

gi(x)λi = 0 , 1 6 i 6 m,

hi(x) = 0 , 1 6 i 6 p ,

e é considerado ponto de KKT se, além se ser estacionário, o multiplicador de Lagrange

associado às restrições de desigualdade satisfaz λ > 0. De forma análoga à Suposi-

ção 3.3, é exigido que o conjunto ∆a = {x ∈ ∆ | f(x) 6 a} seja compacto onde ∆ é
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o conjunto ∆ = {x ∈ Rn | g(x) > 0, h(x) > 0}. O requisito RILR dado pela Defi-

nição 2.4 é satisfeito para todo ponto x considerando, além dos gradientes das restrições

de desigualdade ativas, os gradientes de todas as restrições de igualdade. As funções f ,

g e h são continuamente diferenciáveis em ∆a e as suas derivadas satisfazem a condição

de Lipschitz em Rn, com constantes de Lipschitz kf , kgi , 1 6 i 6 m, e khi , 1 6 i 6 p.

Por último, de igual forma que o parâmetro ωD, o parâmetro ωE satisfaz ω1 6 ωEi 6 ω2,

1 6 i 6 p.

Considerando estas suposições, são válidos os seguintes lemas:

Lema 3.19 A função (x,λ,B,ωD,ωE) → (dαx,λ
α,µα,dβx,λ

β,µβ) é contínua e, por-

tanto, o ponto (dαx,λ
α,µαdβx,λ

β,µβ) pertence a um compacto.

Prova: Neste caso o sistema linear fica:
B −∇gT (x) −∇hT (x)

−Λ∇g(x) −G(x) 0

−∇h(x) 0 0




dαx dβx

λα λβ

µα µβ

 =


−∇fT (x) 0

0 −ΛωD

h(x) −ωE

 .

(3.20)

O resultado obtém-se de forma análoga à do Lema 3.9, separando as restrições ativas

das inativas e utilizando o Lema 3.39. �

Pela existência das restrições de igualdade, o FDIPA em alguns casos será obrigado

a aumentar o valor da função objetivo para satisfazer essas restrições. Porém, é possível

definir uma função de descida para o algoritmo. No FDIPA é definida como:

φc(x) = f(x) +

p∑
i=1

ci|hi(x)| , (3.21)

onde c ∈ Rp é definido em cada iteração pelo algoritmo.

Lema 3.20 Se o vetor c satisfaz ci > −µαi , 1 6 i 6 p, então a direção dαx satisfaz:

∇φc(x) dαx 6 −σm‖dαx‖2 . (3.22)

Prova: Da primeira linha do sistema Eq. (3.2) tem-se:

dαTx B dαx − dαTx ∇gT (x)λα − dαTx ∇hT (x)µα = −∇f(x) dαx .
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Da segunda e terceira linhas tem-se:

∇g(x) dαx = −Λ−1G(x)λα ,

∇h(x) dαx = −h(x) .

Substituindo estes valores na equação anterior fica:

∇f(x) dαx = −dαTx B dαx − λαTS(x,λ)λα − hT (x)µα , (3.23)

onde S(x,λ) = Λ−1G(x). Por outro lado, da Eq. (3.21) tem-se:

∇φc(x) dαx = ∇f(x) dαx +

p∑
i=1

ci sign(hi(x))∇hi d
α
x ,

= ∇f(x) dαx −
p∑
i=1

ci|hi(x)| . (3.24)

Combinando as Eqs. (3.23) e (3.24) tem-se:

∇φc(x) dαx = −dαTx B dαx − λαTS(x,λ)λα −
p∑
i=1

(ci|hi(x)|+ µαi hi(x)) . (3.25)

A Eq. (3.22) obtém-se por ser S(x,λ) positiva definida e pela Suposição 3.7. �

Lema 3.21 A função (x,λ,B,ωD,ωE) → ρ é contínua e portanto ρ pertence a um

compacto. Além disso ρ satisfaz:

ϕ0‖dαx‖2 6 ρ 6 ϕ‖dαx‖2 , (3.26)

para algum valor ϕ0 > 0.

Prova: Neste caso ρ é definido como:

ρ = min
(
ϕ‖dαx‖2 , (ξ − 1)∇φc(x) dαx/∇φc(x) dβx

)
, caso∇φc(x) dβx > 0 , (3.27)

ρ = ϕ‖dαx‖2 , caso contrário , (3.28)

e a demonstração é idêntica à prova do Lema 3.11. �

Lema 3.22 A função (x,λ,B,ωD,ωE) → (dx, λ̄, µ̄) é contínua, e (dx, λ̄, µ̄) pertence

a um compacto. Além disso, existe δ > 0 tal que dx satisfaz:

∇φc(x) dx 6 −ξσm‖dαx‖2 , (3.29)

‖dx‖ 6 δ‖dαx‖ . (3.30)
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Prova: Idêntica à prova do Lema 3.12. �

Lema 3.23 (Condição uniforme de descida) Existe τ1 > 0 tal que para todo x ∈ Ωa a

condição

φc(x + tdx) 6 φc(x) + tη∇φc(x) dx , (3.31)

é satisfeita para todo t ∈ [0, τ1].

Prova: Idêntica à prova do Lema 3.14. �

Lema 3.24 (Condição uniforme de viabilidade) Existe τ2 > 0 tal que para todo x ∈ Ωa

onde dx não é nulo, as condições

gi(x + tdx) > 0 , se λ̄i > 0 ou (3.32)

gi(x + tdx) > gi(x) , caso contrário, (3.33)

hi(x + tdx) > 0 , (3.34)

são satisfeitas para todo t ∈ [0, τ2].

Prova: Para o caso das restrições de desigualdade é idêntica à prova do Lema 3.15. Para

as restrições de igualdade, pela Suposição 3.5 e pelo Lema 3.13 tem-se:

hi(x + tdx) > hi(x) + t∇hi(x) dx − t2khi‖dx‖2 .

Então, a condição da Eq. (3.34) é satisfeita para todo t tal que:

hi(x) + t∇hi(x) dx − t2khi‖dx‖2 > 0 . (3.35)

Da Eq. (3.20) e por ser dx = dαx + ρdβx tem-se:

−∇hi(x) dx = hi(x)− ρωEi .

Calculando∇hi(x) dx a partir desta expressão e substituindo na Eq. (3.35) tem-se:

hi(x)(1− t) + t(ρωEi − tkhi‖dx‖2) > 0 ,

Esta condição é satisfeita se for:

a) 1− t > 0 ,

b) ρωEi − tkgi‖dx‖2 > 0 .
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Então, t deve satisfazer:

a) t 6 1 ,

b) t 6 ρωEi /(khi‖dx‖2) .

Portanto, pelos Lemas 3.15, 3.21 e 3.22 tem-se que τ2 pode ser definido, por exemplo,

como τ2 = mini min{1,λm/λ̃i , 0.8ϕ0ω1/(kgiδ), ϕ0ω1/(khiδ)}. �

Lema 3.25 A direção dx é nula se e somente se x é ponto estacionário do problema de

otimização. Nesse caso os vetores λ̄ = λα e µ̄ = µα são os multiplicadores de Lagrange

associados.

Prova: Idêntica à prova do Lema 3.16. �

Teorema 3.26 Toda subseqüência convergente da seqüência gerada pelo algoritmo

FDIPA converge para um ponto estacionário do problema de otimização.

Prova: Neste caso as aplicações ponto-conjunto são definidas como:

A(x) = {(x,dx) | dx é definido pelas Eqs. (3.20), (3.27)-(3.28) e (3.10),

e B,λ,ωD, e ωE satisfazem as Suposições 3.6-3.8 } .

Bc(x,dx) = {x + tdx | t > ν min{τ1, τ2} ,

φc(x + tdx) 6 φc(x) + tη∇φc(x) dx ,

gi(x + tdx) > 0 ,

hi(x + tdx) > 0 ,

com τ1 e τ2 como definidos pelos Lemas 3.23-3.24} .

Considere um vetor ck positivo e o conjunto E dos pontos estacionários ou que tem

(ck)i 6 −µαi , para algum i, 1 6 i 6 p. Visto que φck é uma função de descida para

o conjunto E e para o mapeamento BckA, pelo Teorema 2.14 tem-se que qualquer sub-

seqüência convergente de uma seqüência gerada pelo algoritmo converge para um ponto

no conjunto E. Portanto existem duas possibilidades: Ou a subseqüência converge para

um ponto estacionário ou converge para um ponto onde (ck)i 6 −µαi , para algum i,

1 6 i 6 p. No segundo caso, após um número finito de iterações o FDIPA teria encon-

trado um ponto onde (ck)i < −1.2µαi , para algum i, 1 6 i 6 p, e teria atualizado o vetor

c pela fórmula (ck+1)i = −2µαi .
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Falta mostrar que o algoritmo FDIPA atualiza o parâmetro ck em um número finito de

iterações. Considere pelo absurdo que isso não acontece. Então, existe i tal que (ck)i <

−µαi , para k ∈ K ⊂ N, com K infinito. Porém, nesse caso o FDIPA teria atualizado

(ck+1)i = −2µαi > (2/1.2)(ck)i e, portanto, (ck)i → +∞. Então, deveria ser −µαi →

+∞ o que não é possível por ser µα limitado. �

Teorema 3.27 Toda subseqüência convergente da seqüência gerada pelo algoritmo

FDIPA converge para um ponto de KKT do problema de otimização.

Prova: Idêntica à prova do Teorema 3.18. �

Da mesma forma que no caso sem restrições de igualdade, se uma subseqüência da

seqüência gerada pelo FDIPA converge para um ponto de KKT x̄, então a seqüência toda

converge para este ponto se ele for o único ponto de KKT na região {x ∈ ∆ | φc(x) 6

φc(x̄) + ε} para algum valor ε > 0.

3.2 Matrizes dos problemas de otimização

Nesta seção são estudadas as matrizes dos sistemas lineares derivados da aplicação

do método de Newton às igualdades das condições de otimalidade de KKT de um pro-

blema de otimização. Estes sistemas lineares podem ser escritos de modo que a matriz de

coeficientes pertença ao conjunto O definido como:

A ∈ O ⇔ A =



n m p

n B CT DT

m C −G 0

p D 0 0

. (3.36)

Nas seções seguintes será mostrado que algumas propriedades da direção de Newton po-

derão ser deduzidas da inércia da matriz de coeficientes:

Definição 3.28 (Inércia) A inércia de uma matriz simétrica R é a tripla ordenada

{i+, i−, i0} onde i+ é o número de valores próprios positivos de R, i− é o número de

valores próprios negativos, e i0 é o número de valores próprios nulos.

O seguinte teorema é muito útil para calcular a inércia de uma matriz:
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Teorema 3.29 (Sylvester) Seja R uma matriz simétrica e S uma matriz arbitrária não

singular de igual tamanho. Então a inércia da matriz R é a mesma da matriz SRST .

Prova: Ver [23, Teorema 4.5.8]. �

Corolário 3.30 Qualquer permutação simétrica de linhas e colunas preserva a inércia

de uma matriz.

Prova: Considere S como sendo uma matriz de permutação de linhas. �

O seguinte teorema é uma versão quantitativa do Teorema 3.29:

Teorema 3.31 (Ostrowsky) Seja R uma matriz simétrica e S uma matriz arbitrária não

singular de igual tamanho. Considere os valores próprios ordenados em ordem crescente

e seja σk(A) o k-ésimo valor próprio da matriz A. Então se verifica:

σk(SRST ) = θkσk(R) ,

onde o valor θk verifica σ1(S) 6 θk 6 σn(S).

Prova: Ver [23, Teorema 4.5.9]. �

Teorema 3.32 (Weyl) Sejam R,S ∈ Rn×n simétricas. Então, para quaisquer inteiros j e

k tal que 1 6 j, k 6 n, e j + k > n+ 1 tem-se:

σj+k−n(R + S) 6 σj(R) + σk(S) ,

e, para quaisquer inteiros j e k tal que 1 6 j, k 6 n, e j + k 6 n+ 1 tem-se:

σj+k−1(R + S) > σj(R) + σk(S) .

Prova: Ver [23, Teorema 4.3.7]. �

Corolário 3.33 As funções σj : Sn×n → R, 1 6 j 6 n, são contínuas, onde Sn×n ⊂

Rn×n é o conjunto de matrizes simétricas.

Prova: Considere a norma espectral ‖R‖ = max{
√
λ | λ é valor próprio de RTR}.

Para matrizes simétricas ‖R‖ = max16j6n |σj(R)|. Portanto, se ‖S‖ 6 ε, então

max(|σ1(R)|, |σn(R)|) 6 ε. Pelo Lema 3.32 com k = n e k = 1, tem-se:

a) σj(R + S) 6 σj(R) + ε ,

b) σj(R + S) > σj(R)− ε ,
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o que prova a continuidade das funções σj . �

Antes de trabalhar no conjuntoO considere primeiro uma matriz simétrica A do tipo:

A =


n m

n B CT

m C −G

, (3.37)

com B ∈ Rn×n simétrica, C ∈ Rm×n, e G ∈ Rm×m simétrica.

Lema 3.34 Seja a matriz A da Eq. (3.37) com a matriz G positiva definida. Então a

matriz A tem, como mínimo, m valores próprios negativos.

Prova: Considere a decomposição:−G C

CT B

 =

 Im 0

−CG−1 In

−G 0

0 M

Im −G−1CT

0 In

 . (3.38)

onde M = B+CTG−1C. Pelo Corolário 3.30, a inércia da matriz A é a mesma da matriz

à esquerda da Eq. (3.38). Aplicando o Teorema 3.29 tem-se que a inércia da matriz A é

igual à inércia da matriz central do lado direito da Eq. (3.38). Como a inércia desta matriz

é igual à soma das inércias de −G e de M, portanto, independentemente de M, A tem,

como mínimo, m valores próprios negativos. �

Lema 3.35 Seja a matriz A da Eq. (3.37) e M o complemento de Schur M = B +

CTG−1C. Então, a matriz M é positiva definida se e somente se a inércia da matriz A é

{n,m, 0}.

Prova: Considere a decomposição da Eq. (3.38). A inércia de A é igual à soma das

inércias de −G e de M. Como a inércia de −G é {0,m, 0}, se M for positiva definida

então a inércia de A será {n,m, 0} = {n, 0, 0} + {0,m, 0}. Considere agora que a

inércia de A é {n,m, 0}. Então a inércia de M deve ser {n, 0, 0} = {n,m, 0}−{0,m, 0}

e, portanto, M é positiva definida. �

Corolário 3.36 Seja a matriz A da Eq. (3.37) e M o complemento de Schur da matriz

G: M = B + CTG−1C. Se a matriz M é positiva definida então a matriz A é não

singular. �
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Considere agora uma matriz A no conjunto O, ou seja, definida como:

A =


B CT DT

C −G 0

D 0 0

 , (3.39)

com B ∈ Rn×n simétrica, C ∈ Rm×n, G ∈ Rm×m simétrica e D ∈ Rp×n.

Definição 3.37 O espaço tangente da matriz A é definido como:

T = {x ∈ Rn | Dx = 0} .

Definição 3.38 A matriz M ∈ Rn×n é dita positiva definida no espaço tangente T se

para qualquer vetor x não nulo pertencente a T tem-se xTMx > 0.

Lema 3.39 Seja a matriz A da Eq. (3.39) com G positiva definida. Seja M = B +

CTG−1C positiva definida no espaço tangente e as linhas da matriz D linearmente in-

dependentes. Então, a matriz A é não singular.

Prova: Considere o sistema linear:
B CT DT

C −G 0

D 0 0




x

y

z

 =


0

0

0

 .

Da terceira equação tem-se que Dx = 0, assim, o vetor x pertence ao espaço tangente. Da

segunda equação tem-se que y = G−1Cx. Substituindo este valor na primeira equação e

multiplicando pela esquerda por xT resulta:

xTBx + xTCTG−1Cx = xTMx = 0 . (3.40)

Como a matriz M é positiva definida no espaço tangente, o vetor x deve ser nulo. Então

y também é nulo e da primeira equação tem-se que DTz = 0, mas pela independência

linear das linhas da matriz D tem-se que z = 0. A solução trivial única indica que a

matriz A é não singular. �

Teorema 3.40 Seja a matriz A da Eq. (3.39) com G positiva definida e as linhas da

matriz D linearmente independentes. Seja M = B + CTG−1C. Então, a matriz M é

positiva definida no espaço tangente se e somente se a inércia da matriz A é {n,m+p, 0}.
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Prova: Considere a matriz A(ε):

A(ε) =


B CT DT

C −G 0

D 0 −εIp

 .

Considere o complemento de Schur B + CTG−1C + 1
ε
DTD = M + 1

ε
DTD. É claro

que a matriz M + 1
ε
DTD é positiva definida no espaço tangente sempre que a matriz M

o for. Portanto, pelo Lema 3.35, M é positiva definida no espaço tangente se e somente

se a inércia de A(ε) é {n,m+ p, 0}.

Considere M positiva definida no espaço tangente. Então σj(A(ε)) < 0, sempre que

1 6 j 6 m + p, e σj(A(ε)) > 0 sempre que m + p 6 j 6 n. Pelo Corolário 3.33,

σj(A) 6 0 sempre que 1 6 j 6 m + p, e σj(A) > 0 sempre que m + p 6 j 6 n.

Pelo Lema 3.39 nenhum valor próprio da matriz A é nulo, portanto, a sua inércia deve ser

{n,m + p, 0}. Reciprocamente, se inércia de A for {n,m + p, 0}, pelo Corolário 3.33

existe ε > 0 tal que a inércia de A(ε) é {n,m + p, 0} e, portanto, M é positiva definida

no espaço tangente. �

Uma outra outra propriedade das matrizes A ∈ O de inércia {n,m+p, 0} é dada pelo

seguinte teorema:

Teorema 3.41 Seja a matriz A da Eq. (3.39) com G positiva definida e as linhas da

matriz D linearmente independentes. Seja o subespaço S ⊂ Rn+m+p definido como:

S = {v = (x,y, z) ∈ Rn+m+p | Dx = 0; Cx−Gy = 0} .

Então, se a matriz A tem inércia {n,m+ p, 0}, ela é positiva definida em S. Além disso,

o valor σS1 (A) definido como:

σS1 (A) = inf
v∈S
‖v‖=1

vTAv , (3.41)

é positivo e a função (B,C,D,G)→ σS1 (A) é contínua no ponto (B,C,D,G).

Prova: Seja um vetor v = (x,y, z) ∈ S . Para esse vetor considere o produto Av =

(Bx + CTy + DTz, 0, 0). Portanto, tem-se:

vTAv = xTBx + xTCTy + xTDTz ,

= xTBx + xTCTy .
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Utilizando y = G−1Cx, tem-se:

vTAv = xTBx + xTCTG−1Cx ,

= xTMx . (3.42)

Pelo Teorema 3.40 a matriz M é positiva definida no espaço tangente T , assim, a matriz

A é positiva definida em S. Considere os vetores f i = (xi,yi, zi) definidos na forma:
B CT DT

C −G 0

D 0 0




xi

yi

zi

 =


ei

0

0

 ,

onde {ei, 1 6 i 6 n} é a base canônica de Rn. Como a matriz A é não singular, o

conjunto {f i, 1 6 i 6 n} é uma base para S. Seja {vi, 1 6 i 6 n} a base ortonormal de

S obtida aplicando o processo de Gram-Schmidt à base {f i, 1 6 i 6 n}.

Seja v ∈ S e a sua representação v =
∑n

i=1 αiv
i. Então, tem-se:

vTAv =
n∑
i=1

n∑
j=1

αiv
iTAvjαj ,

= αTNα ,

onde o vetor α e a matriz N satisfazem αi = αi, Nij = viTAvj . Portanto, a matriz N é

positiva definida e como o conjunto {vi, 1 6 i 6 n} é ortonormal tem-se que ‖v‖ = ‖α‖.

Assim, σS1 (A) = σ1(N) e a continuidade da função (B,C,D,G)→ σ1(N) é assegurada

pela continuidade do processo de Gram-Schmidt e o Corolário 3.33. �

Corolário 3.42 Para as hipóteses do teorema anterior, se v = (x,y, z) ∈ S tem-se:

xTMx 6 σS1 (A)‖x‖2 .

Prova: O resultado sai diretamente das Eqs. (3.41) e (3.42) e por ser ‖x‖ 6 ‖v‖. �

3.2.1 Decomposição de matrizes simétricas indefinidas

Considere uma matriz simétrica A ∈ Rn×n. Ela é chamada de indefinida se a forma

quadrática xTAx adota valores positivos e negativos. Os métodos diretos mais populares

para a solução de um sistema linear com matriz simétrica indefinida são baseados na

decomposição LDLT [23, 24, 43]:

PAPT = LDLT , (3.43)
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onde P é uma matriz de permutação de linhas, L é triangular inferior e D é diagonal por

blocos, com blocos diagonais de dimensões 1× 1 ou 2× 2.

Para iniciar a decomposição, primeiro é escolhida uma permutação Π e um inteiro

s = 1 ou 2 de forma tal que:

ΠAΠT =


s n− s

s E CT

n− s C B

,
com a matriz E não singular. Depois de escolher a permutação Π e feita a decomposição:

ΠAΠT =

 Is 0

CE−1 In−s

E 0

0 B−CE−1CT

Is E−1CT

0 In−s

 .

Este processo é repetido no complemento de Schur B−CE−1CT e nos sucessivos com-

plementos de Schur até obter a decomposição da Eq. (3.43).

O custo total da decomposição LDLT é n3/3 operações, igual ao custo da decom-

posição de Cholesky para uma matriz positiva definida, mais o custo de encontrar as

permutações Π. Existem vários métodos para determinar estas permutações, a estratégia

Bunch-Parlett [44] faz uma busca em todo o complemento de Schur e permite encontrar

um pivô 1×1 ou 2×2 não singular de forma tal que o máximo elemento da matriz L seja

menor em valor absoluto a 2.781. O inconveniente da estratégia Bunch-Parlett é que por

buscar em todo o complemento de Schur realiza em total O(n3) comparações. A estraté-

gia Bunch-Kaufman [45] limita a busca em no máximo duas colunas da matriz, reduzindo

desta forma o número total de comparações aO(n2). A desvantagem da estratégia Bunch-

Kaufman é que não existe uma cota para os elementos da matriz L como no caso anterior.

Existe uma última estratégia proposta por Ashcraft et al. [46], conhecida como Bunch-

Kaufman limitada ou BBK, que permite definir uma decomposição com os elementos

de L limitados pelo mesmo valor 2.781 da estratégia Bunch-Parlett, mas que realiza um

número de comparações intermédio entre as estratégias Bunch-Parlett e Bunch-Kaufman.

Esta estratégia tem, no pior caso, um custo computacional igual à estratégia Bunch-Parlett

mas na prática é similar à estratégia de Bunch-Kaufman.

Existem várias aplicações da decomposição LDLT . A mais evidente é a solução de

sistemas lineares. Para o sistema linear de equações Ax = b, se PAPT = LDLT , então

o vetor x = PTy, com y = L−TD−1L−1Pb. Portanto, o vetor x pode ser obtido com

um custo aproximadamente igual à resolução de dois sistemas triangulares.
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Uma outra aplicação desta decomposição é para achar a inércia de uma matriz simé-

trica, visto que pelo Teorema 3.29 a inércia da matriz A é igual à inércia da matriz D,

sendo esta última muito fácil de calcular já que a matriz D é diagonal por blocos.

3.3 Algoritmo FDIPA-H

3.3.1 Estudo da direção de Newton

Nesta seção são apresentadas as condições que permitirão definir a matriz B do al-

goritmo FDIPA como sendo a matriz hessiana H(x,λ,µ) no ponto da iteração atual, ou

uma matriz obtida a partir desta através da modificação da diagonal. As dificuldades que

aparecem com este algoritmo são devidas, principalmente, ao fato de a matriz hessiana

não ser sempre positiva definida. Assim, nesta seção são estudadas condições mais fracas

que permitem que os sistemas lineares do FDIPA não sejam singulares e de forma tal

que a direção dx do FDIPA seja de descida para uma função potencial convenientemente

definida. Considere o problema de otimização:

minimize f(x) ,

sujeito a: g(x) > 0 ,

h(x) = 0 .

(3.44)

Nesta seção são mostradas as condições suficientes para obter:

∇φc(x) dαx < 0 , (3.45)

onde φc é definida como:

φc(x) = f(x) + cΨ(h(x)) , (3.46)

com o parâmetro c ∈ R definido pelo algoritmo em cada iteração, e Ψ : Rp → R é uma

função que satisfaz:

Ψ(y) > 0, ∀ y ∈ Rp , (3.47)

Ψ(y) = 0⇔ y = 0 . (3.48)

Também será assumido que a função Ψ satisfaz a desigualdade:

∇Ψ(y)y > 0 , ∀y 6= 0 . (3.49)
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Considere a direção dαx do algoritmo FDIPA:
B −∇g(x)T −∇h(x)T

−Λ∇g(x) −G(x) 0

−∇h(x) 0 0




dαx

λα

µα

 =


−∇f(x)T

0

h(x)

 . (3.50)

O vetor das restrições de desigualdade pode ser separado no vetor das restrições

ativas e o vetor das restrições inativas. Se perda de generalidade, considere g(x) =

(gI(x),gA(x)) com gI(x) > 0 e gA(x) = 0. De igual forma é dividido o vetor

λ = (λi,λA).

Definição 3.43 Define-se a matriz M ∈ Rn×n como:

M = B +∇gI(x)TGI(x)
−1

ΛI∇gI(x) . (3.51)

Lema 3.44 Se os gradientes das restrições de desigualdade ativas e das de igualdade são

linearmente independentes, a matriz M é positiva definida no espaço tangente definido

por essas restrições, λ > 0 e g(x) > 0, então a matriz de coeficientes do sistema linear

Eq. (3.50) é não singular.

Prova: Visto que λ > 0, a matriz Λ é não singular. Multiplicando pela esquerda a segunda

linha do sistema da Eq. (3.50) por Λ−1 e definindo SI(x,λ) = (ΛI)−1GI(x), o sistema

linear da Eq. (3.50) pode ser escrito como:
B −∇gI(x)T −∇gA(x)T −∇h(x)T

−∇gI(x) −SI(x,λ) 0 0

−∇gA(x) 0 0 0

−∇h(x) 0 0 0




dαx

λαI

λαA

µα

 =


−∇f(x)T

0

0

h(x)

 .

Pelo Lema 3.39 da Seção 3.2, a matriz do sistema anterior é não singular. Portanto,

também é não singular a matriz do sistema da Eq. (3.50). �

Lema 3.45 O vetor dαx = 0 se e somente se x é ponto estacionário do Problema (3.44).

Prova: Se dαx for nulo, então pela Eq. (3.50) os vetores λα e µα satisfazem as equações

∇f(x) = λαT∇g(x) +µαT∇h(x), G(x)λα = 0 e h(x) = 0. Portanto, x é estacionário.

Reciprocamente, se x for estacionário e λ̃ e µ̃ forem os multiplicadores de Lagrange

associados, então os vetores dαx = 0, λα = λ̃ e µα = µ̃ são a solução do sistema da

Eq. (3.50). �
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O lema seguinte mostra que sempre pode ser escolhido um valor c positivo de forma

tal que a direção dx, solução do sistema linear da Eq. (3.50), seja de descida para a função

φc.

Teorema 3.46 Se os gradientes das restrições ativas são linearmente independentes, a

matriz M é positiva definida no espaço tangente, λ > 0, g(x) > 0, e x não é ponto

estacionário, então existe um valor c0 tal que para todo c > c0 a direção dαx é de descida

para a função potencial φc dada na Eq. (3.46).

Prova: Considere os sistemas lineares:
B −∇gI(x)T −∇gA(x)T −∇h(x)T

−∇gI(x) −SI(x,λ) 0 0

−∇gA(x) 0 0 0

−∇h(x) 0 0 0




d1

x d2
x

λI1 λI2

λA1 λA2

µ1 µ2

 =


−∇f(x)T 0

0 0

0 0

0 h(x)

 .

(3.52)

Pelo Lema 3.44 os sistemas anteriores têm solução. Claramente d1
x +d2

x = dαx, e também

λI1 + λI2 = λI , λA1 + λA2 = λA e µ1 + µ2 = µ. Então tem-se ∇φc(x) dαx =

∇φc(x) d1
x +∇φc(x) d2

x. Da terceira e quarta linhas da Eq. (3.52) tem-se:

∇gA(x) d1
x = 0 , (3.53)

∇h(x) d1
x = 0 , (3.54)

o que mostra que o vetor d1
x está no espaço tangente. Assim:

∇φc(x) d1
x = ∇f(x) d1

x + c∇Ψ(h(x))∇h(x) d1
x ,

= ∇f(x) d1
x , (3.55)

onde a Eq. (3.55) é obtida a partir da Eq. (3.54).

Da segunda linha da Eq. (3.52) tem-se λI1 = −SI(x,λ)−1∇gI(x) d1
x. Substituindo

este valor na primeira linha e multiplicando por d1
x tem-se:

∇f(x) d1
x = −d1T

x B d1
x − d1T

x ∇gI(x)T (SI(x,λ))
−1∇gI(x) d1

x +

+ d1T
x ∇gA(x)T λ̄

A1
+ d1T

x ∇h(x)T µ̄1 , (3.56)

= −d1T
x M d1

x 6 0 , (3.57)

< 0 se ‖d1
x‖ 6= 0 , (3.58)
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onde a Eq. (3.57) é obtida a partir das Eqs. (3.56), (3.53) e (3.54) e a desigualdade nas

Eqs. (3.57)-(3.58) é devida a estar d1
x no plano tangente.

Para a direção d2
x, da quarta linha da Eq. (3.52) tem-se:

∇h(x) d2
x = −h(x) .

Portanto, para a função φc tem-se:

∇φc(x) d2
x = ∇f(x) d2

x + c∇Ψ(h(x))∇h(x) d2
x ,

= ∇f(x) d2
x − c∇Ψ(h(x))h(x) . (3.59)

As Eqs. (3.59) e (3.49) mostram que sempre é possível escolher c para ter∇φc(x) d2
x 6 0,

pois ainda no caso h(x) = 0, da Eq. (3.52) tem-se d2
x = 0 e qualquer valor para c fornece

o mesmo resultado∇φc(x) d2
x = 0.

Assim, se ‖d1
x‖ > 0, basta escolher c0 tal que ∇φc(x) d2

x 6 0. Se for d1
x = 0, então

como x não é ponto de KKT, d2
x não pode ser nulo. Portanto, pela Eq. (3.52), ‖h(x)‖ > 0,

então c0 pode ser tomado igual a (∇f(x)d2
x)/(∇Ψ(h(x))h(x)). �

Nota: O teorema anterior mostra que a direção de Newton pode ser decomposta em

duas direções: d1
x que pode ser chamada de direção de otimalidade, pois tenta anular o

gradiente da função lagrangiana, e d2
x que pode ser chamada de direção de viabilidade,

pois tenta anular a função h. O teorema mostra que a direção de otimalidade d1
x é de

descida tanto para a função objetivo f quanto para a função potencial φc para qualquer

valor de c, sempre que ‖d1
x‖ > 0 e a matriz M for positiva definida no espaço tangente.

A direção d2
x não é sempre de descida para a função objetivo como mostra a Figura 3.1.

Nesta figura, a direção d2
x é de descida no ponto xl mas não é no ponto xk. No ponto

xk, o requerimento de viabilidade exige que o valor da função objetivo aumente. Porém,

visto que a direção d2
x tenta anular a função h, ela é de descida para a função potencial

φc para um valor suficientemente grande do parâmetro c. A Figura 3.1 mostra também

a importância do fato que a direção d1
x seja de descida para a função objetivo. No caso

contrário, se a direção de otimalidade for a representada na figura por d1′
x , a direção de

Newton seria a representada por d
′
x e tanto partindo do ponto xl quanto do ponto xk o

algoritmo poderia convergir para o máximo local em vez do mínimo local.
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Figura 3.1: Direção do algoritmo de Newton.

3.3.2 Modificação do sistema linear

No caso onde a matriz M do Problema (3.44) não seja positiva definida no espaço

tangente, a direção obtida como solução do sistema linear da Eq. (3.50) poderá não ser

de descida para a função potencial. Para obter uma direção de descida, o sistema linear

da Eq. (3.50) deve ser modificado. A forma mais simples de fazer isso é adicionando um

múltiplo da matriz identidade à matriz B:
B + γI −∇g(x)T −∇h(x)T

−Λ∇g(x) −G(x) 0

−∇h(x) 0 0




dx

λ̄

µ̄

 =


−∇f(x)T

0

h(x)

 .

Este procedimento é uma generalização ao proposto por Goldfeld et al. [47] para proble-

mas sem restrições. Em problemas com restrições e utilizando um algoritmo Primal-dual

foi utilizado por Vanderbei e Shanno [48]. Esta modificação da matriz B tem três grandes

vantagens:

1. Sempre existe um valor real γ de forma tal que a matriz M seja positiva definida.

2. Se a matriz original é esparsa, a modificação proposta apenas incrementa o número

de termos não nulos, permitindo que a esparsidade seja aproveitada na resolução

eficiente dos sistemas lineares.

3. No caso sem restrições, a direção dx calculada é ótima se for considerada a aproxi-

mação quadrática da função objetivo do Problema (3.44) e for adicionada a restrição

‖dx‖ 6 ε para algum valor ε positivo [8, Teorema 4.3].
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Por outro lado, é necessário que o valor de γ seja o menor possível. Considere, por

exemplo, o problema seguinte:

minimize f(x, y, z) = 1
2
y2 + z2 − 1

2
x2 ,

sujeito a: h(x, y, z) = x+ 1 = 0 .

A solução (x∗, y∗, z∗) está dada por x∗ = −1 para satisfazer a restrição de igualdade e

y∗ = 0 e z∗ = 0, para minimizar a função objetivo. De acordo com a Eq. (3.50) com

B igual à matriz hessiana, a direção de Newton para este problema partindo do ponto

(xk, yk, zk) é: 
−1 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 2 0

−1 0 0 0




dx

dy

dz

µ̄

 =


xk

−yk
−2zk

xk + 1

 .

Portanto, após a solução do sistema linear tem-se:

dx = −xk − 1 , dy = −yk , dz = −zk , µ̄ = 1 .

Considerando o passo t = 1 tem-se xk+1 = −1, yk+1 = 0 e zk+1 = 0, ou seja, tem-

se a solução exata do problema. Por outro lado, o multiplicador de Lagrange calculado é

também solução. Neste problema, tanto a matriz hessiana quanto a matriz M são positivas

definidas no espaço tangente e não é preciso modificá-las. Considere o caso em que o

valor γ é tomado de forma tal que a matriz hessiana fique positiva definida, para isso deve

ser tomado γ = 1 + ε com ε > 0. O sistema linear fica então:
ε 0 0 −1

0 2 + ε 0 0

0 0 3 + ε 0

−1 0 0 0




dx

dy

dz

µ̄

 =


xk

−yk
−2zk

xk + 1

 , (3.60)

que tem como solução:

dx = −xk − 1 , dy = − yk
2 + ε

, dz = − 2zk
3 + ε

, µ̄ = −(1 + ε)xk − ε .

Para um passo t = 1 tem-se:

xk = −1 , yk =
1 + ε

2 + ε
yk , zk =

1 + ε

3 + ε
zk .
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Portanto, considerando o passo t = 1 em cada iteração, a convergência nas variáveis y e z

é apenas linear. É claro que considerando uma escolha melhor do passo é possível melho-

rar a convergência da seqüência. De fato, após uma primeira iteração de passo unitário, a

restrição de igualdade é satisfeita e nas seguintes iterações os pontos da seqüência estarão

todos no plano x = −1. Considere a segunda e terceira linhas da Eq. (3.60):2 + ε 0

0 3 + ε

dy
dz

 =

−yk
−zk

 . (3.61)

A Eq. (3.61) define a direção de busca no plano x = −1. Como a matriz do sistema

é diferente da matriz hessiana restrita ao plano, o método sofrerá do mesmo problema

que o método do gradiente: Ainda no caso de utilizar uma busca linear exata as iterações

farão um ziguezague e a convergência do algoritmo será afetada. De fato, como o pro-

blema é quadrático, a análise de convergência do método de Newton modificado [11,

pág. 261] mostra que a convergência do método será linear com velocidade igual a

(λM − λm)2/(λM + λm)2 onde λM e λm são, respectivamente, o maior e o menor va-

lores próprios da matriz S(ε)−1H̄ onde S(ε) é a matriz da Eq. (3.61) e H̄ é a matriz

hessiana do problema quando restrita ao plano x = −1.

Fica claro neste exemplo que a matriz hessiana somente deve ser modificada se for

necessário, ou seja, no caso em que a matriz M não seja positiva definida no plano tan-

gente.

3.3.3 Definição do algoritmo FDIPA-H

O pseudocódigo do algoritmo de otimização proposto é o seguinte:

Algoritmo FDIPA-H

Parâmetros: ε1 > 0, ε2 > 0, ξ ∈ (0, 1), η ∈ (0, 1), ϕ > 0 e ν ∈ (0, 1).

Dados: x0 ∈ ∆0, λ0 ∈ Rm positivo, µ0 ∈ Rp, B0 ∈ Rn×n simétrica, ωI ∈ Rm positivo,

e c0 positivo.

Passo 1: Teste de convergência

Passo 2: Cálculo da direção de busca
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2.1 Faça a decomposição LDLT da matriz A:

A =


Bk −∇gTk −∇hTk

−∇gk −Sk 0

−∇hk 0 0

 .

2.2 Se σm+p+1(D) > ε1, faça γk = 0. Se não, faça:

γk = max
16i6n

{
max

(
1.2
∑
j 6=i

|(Bk)ij| − (Bk)ii , 0

)}
. (3.62)

2.3 Calcule (dαx,λ
α,µα) e (dβx,λ

β,µβ) como a solução do sistema:
Bk + γkI −∇gTk −∇hTk

−∇gk −Sk 0

−∇hk 0 0




d1
x d2

x dβx

λ1 λ2 λβ

µ1 µ2 µβ

 =


−∇fTk 0 0

0 0 −ωD

0 hk 0

 . (3.63)

2.4 Defina dαx = d1
x + d2

x, λα = λ1 + λ2 e µα = µ1 + µ2.

2.5 Se dαx = 0 pare.

2.6 Se hk 6= 0, faça ck = max (ck, (∇fk d2
x + ε2‖d2

x‖2)/
∑p

i=1 |hi(xk)|).

2.7 Se ∇φck dβx > 0, faça:

ρ = min
(
ϕ‖dαx‖2 , (ξ − 1)∇φck dαx/∇φck dβx

)
.

Se não, faça:

ρ = ϕ‖dαx‖2 .

2.8 Calcule a direção de busca dx e o vetor λ̄:

dx = dαx + ρdβx , λ̄ = λα + ρλβ .

Passo 3: Busca linear

Calcule tk como o primeiro número da seqüência {1, ν, ν2, ν3 . . .} que satisfaz:

φck(xk + tk dx) 6 φck(xk) + tkη∇φck dx ,

gi(xk + tk dx) > 0 , se λ̄i > 0 ou

gi(xk + tk dx) > gi(xk) , caso contrário.

Passo 4: Atualização
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4.1 Faça:

xk+1 = xk + tk dx ,

ck+1 = ck ,

e defina novos valores: ωD > 0, λk+1 > 0, e µk+1.

4.2 Retorne ao Passo 1.

Notas:

1. No Passo 2.2, o parâmetro γk é definido suficientemente grande para que a inércia

da matriz da Eq. (3.63) seja {n,m + p, 0}. No caso em que a inércia da matriz

A for {n,m + p, 0} e o menor dos valores próprios positivos for maior do que

ε1, γk é definida igual a zero. No caso contrário γk é definida de forma tal que a

matriz Bk + γk seja diagonal dominante e, portanto, positiva definida. Desta forma

é garantido que a inércia da matriz da Eq. (3.63) seja {n,m+p, 0}. A desvantagem

principal desta técnica é a de ter que fazer uma decomposição LDLT adicional

nas iterações onde γk seja positivo para resolver os sistemas lineares da Eq. (3.63).

Porém, a fórmula dada pela Eq. (3.62) tem a vantagem de ser simples de programar

e de não modificar a matriz Bk se não for necessário. Se as condições suficientes de

otimalidade de segunda ordem forem satisfeitas no ponto ótimo do problema, então,

de acordo com o Teorema 2.10, a matriz Bk poderá ser definida igual à matriz

hessiana. Desta forma, como a matriz hessiana será positiva definida no espaço

tangente às restrições ativas em uma vizinhança do ponto ótimo, o algoritmo não a

modificará nas iterações finais.

2. No Passo 2.6, o valor ck é definido suficientemente grande para que a direção de

busca seja de descida para a função potencial φck . A existência deste valor sufi-

cientemente grande é garantida pelo Teorema 3.46. No caso particular da função

potencial utilizada, a fórmula do Passo 2.6 é satisfatória de acordo com o apresen-

tado na Seção 3.3.4.

3. O algoritmo FDIPA-H não considera um desvio com relação às restrições de igual-

dade do problema. Isto é, o vetor positivo ωE do algoritmo FDIPA foi considerado

igual a zero para o algoritmo FDIPA-H, como se desprende da Eq. (3.63). Por esta
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razão, a condição h(x) > 0 não é requerida no Passo 3 do algoritmo. Esta modifi-

cação não altera a convergência global do algoritmo e tem a vantagem de permitir

valores maiores do passo t. Na resolução dos problemas com um grande número

de restrições de igualdade considerados na Seção 3.4 tornou-se evidente que esta

modificação melhora a eficiência do algoritmo.

4. A busca linear do Passo 3 é a de Armijo. As buscas lineares de Goldstein ou Wolfe

também poderão ser utilizadas, ver nas referências [8, 9, 11, 14].

3.3.4 Convergência global do FDIPA-H

Resultados de convergência global similares aos obtidos para o FDIPA na Seção 3.1

podem ser obtidos para o algoritmo FDIPA-H. A diferença fundamental é que agora a

matriz B pode não ser positiva definida e, portanto, a Suposição 3.7 deve ser substituída

pela seguinte:

Suposição 3.47 A matriz B pertence a um compacto no qual a matriz A tem inércia

{n,m+ p, 0}.

Note que a matriz B da suposição anterior corresponde à matriz modificada Bk + γI

definida pelo algoritmo FDIPA-H. Portanto, se a matriz Bk é tomada igual à matriz hes-

siana do problema, a Suposição 3.47 é satisfeita se as derivadas segundas das funções que

definem o problema forem limitadas, visto que a modificação diagonal satisfaz automati-

camente a condição na inércia.

Com isso, pelo Teorema 3.44 tem-se que a matriz A sempre é não singular e o al-

goritmo é bem definido. Além disso, também é possível obter um resultado similar ao

Lema 3.20. Porém, ele deve ser obtido de forma diferente. Considere a Eq. (3.25):

∇φc(x) dαx = −dαTx B dαx − λαTS(x,λ)λα −
p∑
i=1

(ci|hi(x)|+ µαi hi(x)) ,

= −dαTx M dαx −
p∑
i=1

(ci|hi(x)|+ µαi hi(x)) .

A dificuldade surge do fato de a direção dαx não pertencer ao espaço tangente T e,

portanto, o valor dαTx M dαx pode não ser positivo. Uma outra dificuldade é que M não

é uma função contínua do ponto x. Portanto, para limitar o valor dαTx M dαx deve-se
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proceder com cuidado. O seguinte lema é o equivalente ao Lema 3.20 para o algoritmo

FDIPA-H:

Lema 3.48 Seja σ1
m o valor mínimo de σS1 (A) e σ2

m um valor positivo. Se o parâmetro c

satisfaz:

c > 0 , se h(x) = 0, ou (3.64)

c > (∇fk d2
x + ε2‖d2

x‖2)/

p∑
i=1

|hi(xk)| , caso contrário. (3.65)

então, a direção dαx satisfaz:

∇φc(x) dαx 6 −
1

2
min(σ1

m, σ
2
m)‖dαx‖2 . (3.66)

Prova: Na Seção 3.3.1 mostrou-se que dαx = d1
x + d2

x onde d1
x satisfaz:

∇φc(x) d1
x = ∇f(x) d1

x ,

= −d1T
x M d1

x .

Pelo Corolário 3.42 tem-se:

∇φc(x) d1
x 6 −σ1

m‖d1
x‖2 . (3.67)

Para a direção d2
x, da Eq. (3.59) tem-se:

∇φc(x) d2
x = ∇f(x) d2

x − c
p∑
i=1

|hi(x)| . (3.68)

Assim, se h(x) = 0, da Eq. (3.52) tem-se d2
x = 0, e a Eq. (3.67) prova o resultado. Se

h(x) 6= 0, da Eq. (3.65) tem-se:

∇φc(x) d2
x 6 −σ2

m‖d2
x‖2 . (3.69)

Assim, das Eqs. (3.67) e (3.69), tem-se:

∇φc(x) dαx 6 −(σ1
m‖d1

x‖2 + σ2
m‖d2

x‖2) ,

e a Eq. (3.66) surge de considerar min
u+v=w

{α‖u‖2 + β‖v‖2} =
αβ

α + β
‖w‖2 e da desigual-

dade αβ
α+β
> 1

2
min(α, β). �

Note que o lema anterior é análogo ao Lema 3.20 com o valor 1
2

min(σ1
m, σ

2
m) no

lugar de σm. Note também que a atualização do parâmetro ck do Passo 2.6 do algoritmo

FDIPA-H satisfaz as Eqs. (3.64)-(3.65).
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Note também que nenhum outro lema da Seção 3.1.1 utiliza a Suposição 3.7. Con-

tudo, para que o Teorema 3.26 de convergência global do FDIPA seja válido neste caso,

é necessário mostrar que o parâmetro c é atualizado somente em um número finito de

iterações e para isso basta mostrar que existe um valor real acima do qual as condições

das Eqs. (3.64)-(3.65) são sempre satisfeitas. Isso é mostrado pelo seguinte lema:

Lema 3.49 Se o parâmetro c satisfaz:

c > (σ2
m‖d2

x‖+ ‖∇f(x)‖)‖A−1‖ , (3.70)

então, a direção dαx satisfaz:

∇φc(x) dαx 6 −
1

2
min(σ1

m, σ
2
m)‖dαx‖2 . (3.71)

Prova: Para a direção d2
x, da Eq. (3.59) tem-se:

∇φc(x) d2
x = ∇f(x) d2

x − c
p∑
i=1

|hi(x)| ,

6 ‖∇f(x)‖‖d2
x‖ − c‖hi(x)‖ .

Da Eq. (3.52) tem-se ‖d2
x‖ 6 ‖(d2

x,λ
2,µ2)‖ 6 ‖A−1‖‖hi(x)‖. Assim:

∇φc(x) d2
x 6 (‖∇f(x)‖ − c/‖A−1‖)‖d2

x‖ .

Portanto, se c satisfaz a Eq. (3.70), tem-se:

∇φc(x) d2
x 6 −σ2

m‖d2
x‖2 , (3.72)

e o resultado surge da mesma forma que no Lema 3.48. �

Teorema 3.50 Toda subseqüência convergente da seqüência gerada pelo algoritmo

FDIPA-H converge para um ponto de KKT do problema de otimização.

Prova: O resultado obtém-se diretamente utilizando os mesmos argumentos dos Teore-

mas 3.26 e 3.27. �
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3.4 Exemplos

Nesta seção são apresentados alguns dos resultados obtidos com o algoritmo FDIPA-H

para uma coleção de problemas de otimização utilizados para avaliação de algoritmos de

otimização. Em primeiro lugar foram testados os problemas de Hock e Schittkowski [49],

uma coleção de problemas de pequeno tamanho. Em segundo lugar foram testados os pro-

blemas do CUTE [50], neste caso somente uma parte da coleção completa, considerando

os problemas de maior número de variáveis e/ou restrições.

3.4.1 Alguns detalhes da implementação do algoritmo

Na Seção 3.3.4 provou-se a convergência global do algoritmo FDIPA-H sem definir

precisamente as regras de atualização dos multiplicadores de Lagrange. As mesmas fór-

mulas utilizadas no FDIPA e descritas em [14] podem ser utilizadas no FDIPA-H:

(λk+1)i = max{ε‖dαx‖2,λαi } , 1 6 i 6 m, (3.73)

(µk+1)i = µαi , 1 6 i 6 p . (3.74)

Note que a regra de atualização dada pela Eq. (3.73) pode não satisfazer a Suposição 3.6

no caso em que ‖dαx‖2 → 0. Porém, como visto no Capítulo 3, esta condição implica que

as subseqüências convergentes da gerada pelo algoritmo convergem para um ponto estaci-

onário do problema e, portanto, essa regra de atualização não compromete a convergência

global do algoritmo.

Nenhuma regra especial foi considerada para a definição do vetor ωD. No programa

utilizado para resolver os exemplos apresentados nesta seção foi definido na forma: ωDi =

1, 1 6 i 6 m.

Para a decomposição LDLT foi utilizada a rotina MA57 [51, 52]. Para reduzir o

número de decomposições, a primeira decomposição da matriz dos sistemas lineares é

utilizada sempre que a matriz dos sistemas lineares não for singular. No caso em que a

matriz M(x,λ,µ) não for positiva definida no espaço tangente, a modificação da matriz

hessiana é realizada previamente à primeira decomposição da próxima iteração. Por causa

desta iteração e pelo Teorema 2.19, a convergência global não é comprometida por este

procedimento. A grande vantagem deste procedimento é a de precisar, na prática, de uma

única decomposição LDLT por iteração. Nas iterações onde a matriz M(x,λ,µ) não
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seja positiva definida no espaço tangente, a direção d1
x pode não ser de descida para a

função objetivo do problema. Neste caso, a direção d1
x é substituída pela direção d̃1

x =

−d1
x. Esta direção tem a vantagem de ser de descida para a função objetivo e de ser

uma direção de curvatura negativa para a função objetivo da aproximação quadrática

do problema de otimização. Isto é, considere a aproximação f̃(x + t d̃1
x) = f(x) +

t∇f(x) d̃1
x + t2 d̃1T

x H(x,λ,µ) d̃1T
x , tanto o primeiro termo t∇f(x) d̃1

x quanto o segundo

t2 d̃1T
x H(x,λ,µ) d̃1T

x são negativos, visto que, da Eq. (3.52) com B = H(x,λ,µ), tem-

se: d̃1T
x H(x,λ,µ) d̃1T

x = ∇f(x) d̃1
x − λ1TS(x,λ)λ1.

3.4.2 Resultados

Os problemas de Hock e Schittkowski foram resolvidos utilizando o algoritmo FDIPA,

o algoritmo FAIPA e o algoritmo FDIPA-H. O algoritmo FDIPA é o descrito na Se-

ção 2.1.4 com a diferença que nesta seção é utilizada a busca linear de Wolfe [8, 9, 11]

que é também utilizada pelos algoritmos FAIPA e FDIPA-H. A matriz B dos sistemas

lineares do FDIPA é definida por um método quasi-Newton BFGS [14]. O algoritmo

FAIPA também utiliza o método quasi-Newton BFGS para definir a matriz B. A dife-

rença fundamental com o FDIPA é que em cada iteração o FAIPA resolve um sistema

linear adicional para definir um arco sobre o qual realiza a busca linear. Esta modificação

é de grande importância quando as restrições são não lineares, pois contribui para evitar o

efeito de Maratos. O efeito de Maratos acontece quando a não linearidade das restrições

evita que o algoritmo aceite o passo unitário para pontos arbitrariamente próximos da so-

lução [8, 9, 11, 53]. Adicionalmente, o FAIPA realiza um ajuste da escala das restrições.

O algoritmo FDIPA-H é o apresentado na Seção 3.3.3 com as modificações apresentadas

na Seção 3.4.1. Para todos os problemas de Hock e Schittkowski foi considerada uma

tolerância de 1.0 × 10−8 para a norma da função que define as restrições de igualdade

e, como critério de parada, o valor 1.0 × 10−7 na norma da direção dαx ou na norma do

gradiente da função lagrangiana.

A Tabela 3.1 apresenta o resumo dos resultados obtidos que são mostrados de forma

completa na Tabela A.1 do Apêndice A. Como mostra a Tabela 3.1 o algoritmo FDIPA-H

resolve uma quantidade similar de problemas e, em geral, realiza um número menor de

iterações. Em relação com o número de iterações, dos 112 problemas teste ele foi o melhor

algoritmo em 84 casos, ou seja, pare esses problemas ele realizou menos iterações que os
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outros dois algoritmos. Em 19 casos o FDIPA-H foi o pior algoritmo, ou seja, ele realizou

mais iterações que os outros dos. Note que para os problemas de Hock e Schittkowski

o FDIPA-H foi tão robusto quanto o FAIPA e ainda apresentou um número menor de

iterações para uma grande parte do conjunto de problemas, ainda sem contar com uma

técnica especial para evitar o efeito de Maratos nem ajuste de escala das restrições. Estes

resultados sugerem que o algoritmo FDIPA-H deve ser utilizado em vez do FDIPA ou o

FAIPA nos casos onde o custo de cálculo da matriz hessiana não é muito elevado.

A Tabela 3.2 apresenta o resumo dos resultados para a coleção de problemas do

CUTE. Estes resultados são mostrados de forma mais completa nas Tabelas A.2 e A.3

do Apêndice A. Para estes problemas de otimização de grande porte o FDIPA-H é com-

parado com dois dos mais conhecidos algoritmos de otimização para este tipo de pro-

blemas: O algoritmo SQP KNITRO [54] e o algoritmo Primal-dual LOQO [48]. Estes

algoritmos também utilizam derivadas segundas em sua formulação e os resultados ob-

tidos com eles para a lista de problemas testados foram obtidos de [4]. Os algoritmos

FDIPA e FAIPA não foram competitivos para esta coleção de problemas de grande porte,

principalmente por causa da matriz quasi-Newton cheia, que aumenta consideravelmente

o requerimento de memória e o tempo de resolução dos sistemas lineares. As técnicas de

memória limitada LM-BFGS implementadas no algoritmo FAIPA também não apresenta-

ram bons resultados. Esta implementação não superou os inconvenientes associados aos

requerimentos de memória nos problemas com grande número de restrições. Além disso,

o número de iterações requerido para satisfazer o critério de parada do FAIPA LM-BFGS

foi usualmente alto. Também não foi competitivo para estes problemas de grande porte o

algoritmo SQP SNOPT [33], que também utiliza técnicas quasi-Newton em sua formula-

ção e cujos resultados também são oferecidos em [4]. Para todos os problemas do CUTE

foi considerada uma tolerância de 1.0× 10−8 para a norma da função que define as restri-

ções de igualdade e, como critério de parada, o valor 1.0× 10−5 na norma da direção dαx

ou na norma do gradiente da função lagrangiana. Os resultados da Tabela A.2 em muitos

casos permitem inferir que este critério de parada é tão rigoroso quanto ou mais rigoroso

ainda que o utilizado para os algoritmos KNITRO e LOQO.

Para esta coleção de 150 problemas teste o algoritmo LOQO aparece em primeiro lu-

gar em quanto à robustez. Ele somente falha em 12 casos. Em segundo lugar aparece o

FDIPA-H, que falha em 36 casos, e em terceiro lugar o algoritmo KNITRO, que falha em
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57 dos problemas testados. O motivo principal de falha do algoritmo FDIPA-H é o nú-

mero elevado de iterações que necessita para resolver alguns dos problemas, produzindo a

falha por excesso de número de iterações ou tempo de cálculo. Em muitos destes proble-

mas pode-se perceber um efeito similar ao descrito por Maratos [53]. Portanto, para obter

um desempenho similar ao algoritmo LOQO, técnicas especiais deverão ser incorporadas

no FDIPA-H visando a diminuição da importância deste efeito. Por exemplo, podem ser

consideradas para trabalhos futuros as técnicas de busca em arco como a utilizada no al-

goritmo FAIPA, técnicas de ajuste de escala das restrições, uso de barreiras logarítmicas

para evitar a aproximação prematura à fronteira da região viável e técnicas de redução não

monótona da função potencial. Outro problema do algoritmo FDIPA-H foi reconhecido:

A solução do problema auxiliar no caso de não ter um ponto inicial viável. Este problema

auxiliar pode levar ao algoritmo a um ponto inicial muito desfavorável por não considerar

a função objetivo ou as restrições de igualdade na sua formulação. Uma implementa-

ção não viável que considere um problema equivalente ao original, como realizado pelo

algoritmo LOQO [48], deverá ser estudada no futuro.

No relativo à eficiência, o algoritmo FDIPA-H aparece claramente em primeiro lugar,

com relação ao número de iterações ele foi o melhor algoritmo em 81 casos, e o pior

somente em 40 dos problemas testados. Isto mostra que o FDIPA-H é promissor, e os

estudos mencionados anteriormente visando melhorar a robustez do algoritmo poderão

vir a fornecer uma ferramenta computacional muito apropriada para problemas de grande

porte.

Tabela 3.1: Resumo dos resultados obtidos para os problemas de Hock e

Schittkowski.

Resolveu Falhou Foi o melhor* Foi o pior*

FDIPA 104 (92.9%) 8 (7.1%) 13 (8.7) 71 (51.2)

FAIPA 103 (92.0%) 9 (8.0%) 24 (19.2) 62 (42.2)

FDIPA-H 104 (92.9%) 8 (7.1%) 84 (80.2) 19 (14.7)

(*) O valor entre parênteses considera 1/2 para o caso de empate duplo

e 1/3 para o caso de empate triplo.
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Tabela 3.2: Resumo dos resultados obtidos para os problemas do CUTE.

Resolveu Falhou Foi o melhor* Foi o pior*

KNITRO 93 (62.0%) 57 (38.0%) 31 (27.0) 76 (66.5)

LOQO 138 (92.0%) 12 (8.0%) 39 (37.0) 43 (42.5)

FDIPA-H 114 (76.0%) 36 (24.0%) 81 (76.0) 40 (31.0)

SNOPT 62 (41.3%) 88 (58.7%) - -

FDIPA 61 (40.6%) 89 (59.3%) - -

FAIPA 59 (39.3%) 91 (60.7%) - -

(*) A comparação compreende os algoritmos KNITRO, LOQO e FDIPA-H.

O valor entre parênteses considera 1/2 para o caso de empate duplo

e 1/3 para o caso de empate triplo.
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Capítulo 4

Otimização usando o MEC e a

formulação SAND

O MEC é um método ideal para utilizar nos problemas de otimização de forma, visto

que somente necessita da discretização do contorno do domínio. Esta discretização é,

usualmente, suficiente tanto para o cálculo das funções que definem o problema de oti-

mização quanto para o cálculo das suas derivadas. Desta forma evita-se a custosa tarefa

de discretização do interior do domínio que são obrigatórias quando o MEF ou o MDF

são utilizados. Por outro lado, problemas de domínio infinito são difíceis de tratar uti-

lizando o MEF ou o MDF. A discretização de uma região suficientemente grande que

confine o problema em questão é computacionalmente custosa e obriga a tratar com um

número enorme de variáveis. Porém, estes problemas podem ser facilmente resolvidos

utilizando o MEC, sempre que o contorno do domínio for limitado. Por estas razões exis-

tem numerosos trabalhos sobre otimização de forma e análise de sensibilidade utilizando

o MEC [55–65].

O inconveniente principal do MEC é que as matrizes do método não são esparsas.

Como foi comentado na Seção 2.3, a esparsidade das matrizes do MEF é responsável pelo

sucesso da técnica SAND na solução de problemas de otimização estrutural. Esta esparsi-

dade produz uma redução importante do custo computacional de três formas diferentes: a

mais obvia é a redução dos requerimentos de memória para armazenamento das próprias

matrizes dos sistemas. Em segundo lugar, permite uma redução significativa do tempo

de solução quando rotinas específicas para solução de sistemas lineares esparsos são uti-

lizadas. Por último, as matrizes destes sistemas devem ser calculadas. Tratando-se de
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problemas de otimização, estas matrizes provêm da análise de sensibilidade do problema.

Quanto maior a esparsidade, menor o número de elementos que devem ser calculados e,

portanto, menor o tempo de cálculo.

As matrizes cheias do MEC configuram um problema existente já na análise, que é

compensado pela redução importante do número de variáveis. A nova dificuldade que

aparece na otimização é o cálculo das matrizes de derivadas. Esta última dificuldade é

talvez a razão pela qual a grande maioria dos trabalhos apresentados sobre otimização de

forma utilizando o MEC não utilizam a formulação SAND. Por outro lado, os algoritmos

utilizados requerem somente de derivadas primeiras, como nos trabalhos [55–61], ou não

utilizam informação relativa às derivadas como nos trabalhos [58–61]. A maioria dos

trabalhos sobre análise de sensibilidade utilizando o MEC são também dedicados somente

à formulação implícita e ao cálculo das derivadas primeiras [57, 62–65].

No entanto, neste capítulo é mostrado que a propriedade de separabilidade parcial

presente nas formulações que utilizam o MEF está ainda presente nas formulações que

utilizam o MEC. Esta propriedade permite o cálculo eficiente das matrizes de derivadas

primeiras e também das derivadas segundas que requerem os algoritmos de otimização

apropriados para utilizar junto à formulação SAND.

O método para o cálculo eficiente das derivadas das funções da formulação SAND que

surgem da aplicação do MEC é ilustrado nas Seções 4.3 e 4.4 através do estudo do pro-

blema de otimização de forma na elasticidade linear. Nas Seções 4.3 e 4.4 é descrito um

método para análise de sensibilidade do modelo discreto. Este método permite o cálculo

das matrizes de derivadas primeiras e segundas em um tempo proporcional ao quadrado

do número de elementos ne da discretização. Para isso é mostrado que as funções que

definem o problema de otimização têm a propriedade de separabilidade parcial. Como a

solução dos sistemas lineares do algoritmo de otimização é uma tarefa de complexidade

superior, nos problemas de grande número de variáveis o cálculo das derivadas segundas

não representará um custo excessivo. Portanto, os algoritmos de otimização que utili-

zarem derivadas segundas serão os mais convenientes nesses problemas, visto que, em

geral, requerem de um menor número de iterações para obter a solução.

A Seção 4.1 define precisamente o conceito de separabilidade parcial. O apresentado

nas Seções 4.3 e 4.4 é baseado nos trabalhos [36, 37]. A Seção 4.3 apresenta o método

para o caso de otimizar o volume com uma restrição na complacência da estrutura e a
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Seção 4.4 apresenta uma comparação com outros problemas de otimização.

4.1 Funções parcialmente separáveis

Nesta seção é descrito um método eficiente para o cálculo de matrizes de derivadas

primeiras e segundas de funções em Rn que têm a propriedade de separabilidade parcial.

Definição 4.1 Uma função f : Rn → R tem a propriedade de separabilidade parcial se

a mesma pode ser expressada como:

f(z) =
nt∑
j=1

fj(z) ,

onde cada termo fj(z) depende somente de um número pequeno das variáveis que inte-

gram o vetor z [8].

Em geral, se a função f não tiver a propriedade de separabilidade parcial, o custo com-

putacional da avaliação de∇f e∇2f é, aproximadamente, n e n2 vezes, respectivamente,

o custo da avaliação da função f . Em problemas estruturais n depende da discretização

utilizada, da mesma forma que o número de graus de liberdade da estrutura. Por esta

razão o custo da avaliação das derivadas segundas pode ser muito grande quando a malha

é refinada.

Se a função f tiver a propriedade de separabilidade parcial, o custo computacional da

avaliação de f , ∇f e das derivadas de ordem superior será independente de n. Ao invés

disso, o custo dependerá do número nt dos termos que definem f . Por exemplo, considere

que cada termo fj depende de m variáveis, com m << n. Então, para calcular ∇f

devem ser calculadas as m componentes para as nt funções fj . Assim, para calcular ∇f

devem ser calculadas mnt componentes. De forma análoga, para calcular∇2f devem ser

calculadas m2nt componentes. Para nt da ordem de n, este número é consideravelmente

menor que as n2 componentes de∇2f .

Considere, por exemplo, a função v : R2n → R definida como o volume de um prisma

de base definida por nt elementos Γ(j) em R2. Sejam ξi, i ∈ {1, . . . , nt}, os vértices da

base, ξ(j), j ∈ {1, . . . , nt}, o vetor das coordenadas dos nós do elemento Γ(j), e ξ ∈ R2nt
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o vetor das coordenadas de todos os nós. Para uma altura unitária a expressão de v é:

v(ξ) =
1

2

nt∑
j=1

ξ(j)TAξ(j), com A =
1

2


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

 .

Portanto, a função v tem a propriedade de separabilidade parcial com os termos vj de-

finidos como vj(ξ) = 1
2
ξ(j)TAξ(j). Usando a convenção ∇f(z)(i, j) = ∂fi

∂zj
(z) para uma

função vetorial e ∇2f(z)(i, j) = ∂2f
∂zi∂zj

(z) para uma função escalar, o seguinte pseudo-

código utiliza a propriedade de separabilidade parcial de v para calcular as suas matrizes

de derivadas primeiras e segundas:

Passo 1: Inicialização

v = 0,

∇ξv = 0,

∇2
ξξv = 0.

Passo 2: Montagem

Para j = 1 : nt

vu := índices do elemento Γ(j),

v = v + 1
2
ξ(j)TAξ(j),

∇ξv(vu) = ∇ξv(vu) + ξ(j)TA,

∇2
ξξv(vu,vu) = ∇2

ξξv(vu,vu) + A.

Fim

O pseudo-código anterior mostra que o custo computacional para o cálculo de v, ∇v

é ∇2v é proporcional ao número de elementos nt. De fato, para este exemplo simples

tem-se m = 4 e, considerando as linhas finais tem-se, tanto para f quanto para∇f e∇2f

um total da ordem de m2nt operações aritméticas.

4.2 Detalhes da implementação do MEC

O programa baseado no MEC utilizado nesta seção emprega nós duplos para mode-

lar situações em que a normal ao contorno não é definida em um ponto, ou é dada uma

83



condição de contorno descontínua nas forças de superfície, ver na Seção 2.2. Os nós du-

plos têm associadas as mesmas variáveis de deslocamento para impor a continuidade da

função que aproxima a solução do problema e para reduzir o número de variáveis. No

caso em que a mesma condição de contorno de deslocamentos é estabelecida para ambos

os nós, as variáveis de deslocamentos são consideradas diferentes. Neste caso a condição

de contorno garante a continuidade da solução aproximada. Para ter um sistema de equa-

ções lineares com matriz definida é necessário, neste caso, agregar equações associadas a

pontos no interior dos elementos adjacentes ao nó duplo.

Em qualquer situação, independentemente da presença de nós duplos ou do tipo de

condição de contorno, o número de equações necessárias será igual ao número de variá-

veis de deslocamento.

Cada nó contribui com duas equações integrais associadas às duas soluções funda-

mentais para esse nó, a solução fundamental correspondente a uma carga unitária pontual

horizontal e a correspondente a uma carga pontual vertical.

A montagem das equações integrais de nós nas matrizes Hn e Gn pode ser represen-

tada como:

Hn =
nn∑
i=1

ne∑
j=1

Hn(hij) , (4.1)

Gn =
nn∑
i=1

ne∑
j=1

Gn(gij) , (4.2)

onde nn é o número de nós, ne é o número de elementos, e os operadoresHn e Gn colocam

os elementos das matrizes hij e gij em matrizes nulas de dimensões iguais a Hn e Gn

respectivamente. Os elementos das linhas 1 e 2 das matrizes hij e gij são levados às linhas

correspondentes às variáveis ui1 e ui2. Os elementos das colunas 1, 2, 3 e 4 da matriz hij

são levados às colunas correspondentes às variáveis u
(j)
1 , u

(j)
2 , u

(j)
3 e u

(j)
4 . Os mesmos

elementos da matriz gij são levados às colunas correspondentes às variáveis p
(j)
1 , p

(j)
2 ,

p
(j)
3 e p

(j)
4 .

No caso dos elementos da matriz hij , os que estão nas colunas 1 e 2 são trocados de

sinal e levados às colunas correspondentes às variáveis ui1 e ui2, os que estão nas colunas 3

e 4 são também trocados de sinal e levados às mesmas colunas. Esta última operação cor-

responde aos elementos definidos indiretamente pelos deslocamentos rígidos, Eq. (2.49).

Quando é necessário utilizar nós duplos com condições de contorno de deslocamentos

segundo a mesma direção é necessário agregar equações integrais obtidas para pontos
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fontes no interior dos elementos adjacentes a estes nós duplos. Estas equações integrais

são associadas às variáveis de deslocamento do nó duplo adjacente ao elemento.

Neste caso, a montagem das equações integrais de elementos nas matrizes He e Ge

pode ser representada como:

He =
∑
i∈I

ne∑
j=1

He(hij) , (4.3)

Ge =
∑
i∈I

ne∑
j=1

Ge(gij) , (4.4)

onde I é o conjunto de índices dos elementos adjacentes aos nós duplos.

Os operadoresHe e Ge são similares aos operadoresHn e Gn descritos na seção ante-

rior com a diferença que neste caso não é necessário definir elementos por deslocamentos

rígidos.

As matrizes H e G são definidas como:

H = Hn + He , (4.5)

G = Gn + Ge . (4.6)

4.3 Minimização do volume com restrição na complacên-

cia

Considere o seguinte problema de otimização:

minimize v(ξ(q)) ,

sujeito a: h(ξ(q),u,p) = 0 ,

ui = ūi, i ∈ Iu ,

pi = p̄i, i ∈ Ip ,

g(u) > 0 .

(4.7)

Aqui, q é o vetor das variáveis que definem a geometria do contorno. Para descrever

esta geometria, curvas B-spline são utilizadas [26, 66]. Estas curvas aparecem represen-

tadas na Eq. (4.7) pela função ξ(q) que define as coordenadas dos nós da malha dado o

vetor de parâmetros q. Os vetores u e p definem os deslocamentos e forças de superfície

no contorno, e os conjuntos de índices Iu e Ip definem, respectivamente, os nós onde são
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conhecidos os deslocamentos ou as forças de superfície, sujeito ao tipo de condição de

contorno.

A função v representa o volume da estrutura. Para o problema bidimensional, onde Ω

é o domínio ocupado pelo corpo elástico e Γ é o seu contorno, o mesmo é definido como:

v(Ω) =

∫
Ω

dΩ . (4.8)

A equação h(ξ(q),u,p) = 0, aqui chamada de equação de equilíbrio, deriva da equa-

ção integral do MEC como foi apresentado na Seção 2.2. A função h é definida como:

h(ξ,u,p) = H(ξ)u−G(ξ)p , (4.9)

Por último, a restrição de desigualdade do problema de otimização é uma restrição

na complacência da estrutura. Esta restrição prescreve um valor máximo ao trabalho

realizado pelas forças externas. A função g é definida como:

g(u) = c̄− c(u) , (4.10)

onde c̄ é um dado do problema, por exemplo, a complacência da estrutura inicial, e a

função c é a complacência da estrutura, ou seja, o trabalho das forças externas. No caso

em que as únicas forças externas são as forças de superfície p̄, tem-se:

c(u) =

∫
Γp

u(x)·p̄(x) dΓ (4.11)

Note que na Eq. (4.11) é assumido que a região do contorno onde as forças de superfície

p̄ estão aplicadas não depende das variáveis de forma e, portanto, a função c somente

depende somente das variáveis do vetor u.

No seguinte será mostrado que as funções v, h e g que definem o problema de otimi-

zação têm a propriedade de separabilidade parcial.

Para a função v tem-se:

v(Ω) =

∫
Ω

dΩ ,

=

∫
Γ

w·n dΓ ,

onde o campo vetorial w pode ser definido como w(ξ) = 1
2
(ξ − o) com o ponto o fixo.

Discretizando o contorno Γ em ne elementos lineares Γ(j), e considerando a representação
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paramétrica de Γ(j) dada pela Eq. (2.36), tem-se:

v(ξ) =
1

2

ne∑
j=1

ξ(j)TAξ(j), com A =
1

2


0 0 0 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

1 0 0 0

 , (4.12)

onde ξ é o vetor de todas as coordenadas nodais da discretização e ξ(j) é o vetor das

coordenadas nodais do elemento j, como definido na Eq. (2.36).

Portanto, a função v tem a propriedade de separabilidade parcial onde os termos vj(ξ)

são definidos como: vj(ξ) = 1
2
ξ(j)TAξ(j). O custo do cálculo da função v e de suas pri-

meiras e segundas derivadas é proporcional ao número ne de elementos da discretização.

As derivadas de v com relação às variáveis q podem ser facilmente obtidas aplicando a

regra da cadeia.

Considere agora a equação de equilíbrio. Esta é definida como:

h(ξ,u,p) = H(ξ)u−G(ξ)p = 0 , (4.13)

onde as matrizes H e G são definidas pelas Eqs. (4.5)-(4.6). No problema de otimização

da Eq. (4.7) a função h define 2ne restrições de igualdade que têm associados 2ne mul-

tiplicadores de Lagrange. Seja µh o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados a

estas restrições. A contribuição de h à função lagrangiana do problema de otimização é:

Lh(ξ,u,p,µh) = µThh(ξ,u,p) ,

= µThH(ξ)u− µThG(ξ)p . (4.14)

Considere o caso em que as equações de equilíbrio são todas resultantes da aplicação

da função fundamental nos nós do problema. Neste caso H = Hn e G = Gn. Portanto,

das Eqs. (4.1)-(4.2) tem-se:

Lh(ξ,u,p,µh) = µTh

[
nn∑
i=1

ne∑
j=1

Hn(hij)

]
u− µTh

[
nn∑
i=1

ne∑
j=1

Gn(hij)

]
p ,

=
ne∑
i=1

ne∑
j=1

[
(µih)Thij(ξ)u(j) − (µih)Tgij(ξ)p(j)

]
, (4.15)

onde o vetor µih contem as componentes do vetor µh que são associadas às equações de

equilíbrio correspondentes ao nó ξi. Da Eq. (2.41) é fácil ver que as matrizes hij e gij

dependem somente das coordenadas do nó ξi e das coordenadas ξ(j) do elemento Γ(j).
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A Eq. (4.15) mostra que a função Lh tem a propriedade de separabilidade par-

cial, porque cada termo depende somente das variáveis associadas ao nó ξi e ao ele-

mento Γ(j). Lh é a soma de nn × ne termos Lh
ij definidos como: Lh

ij(ξ,u,p,µh) =

(µih)Thij(ξ)u(j) − (µih)Tgij(ξ)p(j). Cada termo depende das 16 variáveis dadas por ξi,

ξ(j), u(j), p(j) e µih. A Eq. (4.15) mostra também que Lh, ∇Lh e ∇2Lh podem ser cal-

culados com um custo computacional proporcional a nn × ne. As matrizes de derivadas

dos termos Lh
ij devem ser calculados considerando a definição das matrizes hij e gij ,

Eq. (2.41).

Algumas das derivadas de Lh são ainda mais fáceis de calcular. De fato, o vetor das

derivadas primeiras de Lh é:

∇Lh =
(
∇ξLh ∇uLh ∇pLh ∇µLh

)
.

onde:

∇ξLh = µTh∇ξ[H(ξ)u−G(ξ)p] ,

∇uLh = µThH(ξ) ,

∇pLh = −µThG(ξ) ,

∇µLh = uTH(ξ)T − pTH(ξ)T .

A matriz das derivadas segundas de Lh é:

∇2Lh =


∇2

ξξLh ∇2
ξuLh ∇2

ξpLh ∇2
ξµLh

∇2
uξLh ∇2

uuLh ∇2
upLh ∇2

uµLh

∇2
pξLh ∇2

puLh ∇2
ppLh ∇2

pµLh

∇2
µξLh ∇2

µuLh ∇2
µpLh ∇2

µµLh

 ,
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onde:

∇2
ξξLh = ∇2

ξξ[µThH(ξ)u− µThG(ξ)p] ,

∇2
ξuLh = (∇2

uξLh)T = ∇ξ[H(ξ)Tµh] ,

∇2
ξpLh = (∇2

pξLh)T = −∇ξ[G(ξ)Tµh] ,

∇2
ξµLh = (∇2

µξLh)T = ∇ξ[H(ξ)u−G(ξ)p] ,

∇2
uuLh = 0 ,

∇2
upLh = (∇2

puLh)T = 0 ,

∇2
uµLh = (∇2

µuLh)T = H(ξ) ,

∇2
ppLh = 0,

∇2
pµLh = (∇2

µpLh)T = −G(ξ) ,

∇2
µµLh = 0 .

Então, para obter Lh somente é necessário calcular:

1) H(ξ) ,

2) G(ξ) .
(4.16)

Além disso, para obter∇Lh é preciso calcular:

3) ∇ξ[H(ξ)u−G(ξ)p] . (4.17)

Por último, para calcular∇2Lh são também necessárias as matrizes:

4) ∇2
ξξ[µThH(ξ)u− µThG(ξ)p] ,

5) ∇ξ[H(ξ)Tµh] ,

6) ∇ξ[G(ξ)Tµh] .

(4.18)

As expressões das Eqs. (4.17) e (4.18) são calculadas utilizando o método de inte-

gração de Gauss, no caso das integrais regulares, e derivando diretamente as expressões

analíticas no caso das integrais singulares, utilizando as expressões das Eqs. (2.45)-(2.48)

e (2.53)-(2.54).

Os tempos de CPU requeridos para a montagem de Lh e de suas matrizes de derivadas

são mostrados pela Figura 4.1. Na figura, “Tempo da função” é o tempo para o cálculo

da Eq. (4.16), “Derivadas primeiras” é o tempo para calcular Eq. (4.17) e “Derivadas

segundas” é o tempo necessário para Eq. (4.18). A última curva é o tempo requerido
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para realizar uma análise, ou seja, a solução do sistema linear da Eq. (2.56) (o tempo de

análise é sempre menor que o requerido por uma iteração do algoritmo de otimização). Os

tempos foram obtidos para um número de elementos crescente considerando um problema

de geometria fixa.
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Figura 4.1: Tempo para o cálculo de Lh e de suas derivadas.

A Figura 4.1 mostra que para problemas com um grande número de elementos a so-

lução dos sistemas de equações lineares é a tarefa de maior custo computacional. Uma

redução do custo computacional nesses problemas poderá ser obtida reduzindo o número

de sistemas lineares resolvidos, ou seja, através da redução do número de iterações reque-

rido para encontrar a solução. Neste caso os algoritmos que utilizam derivadas segundas

serão os mais convenientes porque, em geral, eles requerem de menos iterações para obter

a solução do problema de otimização.
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Finalmente, considere a complacência da estrutura:

c(u) =

∫
Γp

u(x)·p̄(x) dΓ ,

=
∑
j∈Jp

∫
Γ(j)

(
Φu(j)

)T (
Φp̄(j)

)
dΓ ,

=
∑
j∈Jp

u(j)Tmj p̄(j) , (4.19)

onde Φ é definido nas Eqs. (2.37) e (2.38), Jp é o conjunto de índices de elemento onde

são prescritas as forças de superfície, e a matriz mj é:

mj =

∫
Γ(j)

ΦTΦ dΓ . (4.20)

A Eq. (4.19) mostra que a função c tem a propriedade de separabilidade parcial, onde os

termos do somatório dependem somente das variáveis do vetor u(j).

Pela Eq. (4.10), a função g, tal como a função c, tem também a propriedade de sepa-

rabilidade parcial.

Até aqui foi mostrado como calcular derivadas das funções com relação às coorde-

nadas, deslocamentos e forças de superfície nodais. No entanto, é conveniente descrever

o contorno utilizando curvas spline. Neste trabalho foram utilizadas curvas B-spline cú-

bicas, como apresentado na referência [66]. As coordenadas nodais, dadas pelo vetor ξ

dependem dos parâmetros das curvas B-spline agrupados no vetor q. As derivadas das

funções consideradas em relação aos parâmetros das curvas spline podem ser obtidas fa-

cilmente aplicando a regra da cadeia.

Algumas das vantagens da descrição do contorno por curvas B-spline são:

• As coordenadas nodais são funções lineares dos parâmetros das B-spline. Esta

propriedade facilita o cálculo das derivadas.

• Para qualquer valor do vetor q a geometria consiste na união de curvas suaves.

Os exemplos apresentados aqui consistem na otimização de uma geometria previa-

mente obtida utilizando um programa de otimização topológica. O algoritmo de otimiza-

ção Primal-dual descrito na referência [34] foi utilizado. Para a otimização de topologia

foi utilizado o programa proposto por Sigmund [67] e a interface de usuário descrita na

referência [68].
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Um termo de penalidade foi introduzido para prevenir grandes variações de geometria

nas primeiras iterações. À função objetivo v foi adicionado o termo α(ξ(q) − ξ(q0))2

onde q0 é o vetor de parâmetros de spline da geometria inicial. Este termo de penalidade

mostrou ser útil nos problemas onde se produzem grandes variações de geometria e tem a

vantagem de ser fácil de calcular, tal como as suas derivadas. O processo de otimização é

dividido em etapas, começando com um valor positivo para o parâmetro α que é reduzido

quando as iterações convergem. Na etapa final o valor de α é nulo, retornando desta forma

ao problema original de minimização do volume.

Exemplo 1

A Figura 4.2 mostra a configuração inicial para a otimização de topologia neste exem-

plo. O problema consiste em uma placa de dimensões 2.0 m × 1.0 m × 1.0 mm, res-

pectivamente de base, altura e espessura. Uma malha de 40 × 20 elementos finitos foi

utilizada. A Figura 4.3 mostra o resultado da otimização de topologia e a configuração

inicial adotada para a otimização de forma. A cor escura na Figura 4.3.a indica as regiões

do domínio onde se tem o material sólido, e a cor clara indica as regiões vazias ou de

densidade de material desprezível. A configuração inicial adotada para a otimização de

forma corresponde a uma malha de 198 elementos com 47 parâmetros de forma. A Fi-

gura 4.4 mostra dois resultados para diferentes valores máximos da complacência. Ambos

os resultados foram obtidos após 38 iterações do algoritmo de otimização.

O módulo de Young do material éE = 100.0 GPa e o coeficiente de Poisson é ν = 0.3.

O valor da força de superfície vertical é de 1.0 kN/m aplicada em uma região de 0.2 m de

comprimento.

Figura 4.2: Exemplo 1, configuração inicial da otimização de topologia.
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a) b)

Figura 4.3: Exemplo 1, a) Resultado da otimização de topologia para um 50% do volume

final, b) Configuração inicial para otimização de forma.

a) b)

Figura 4.4: Exemplo 1, resultados para a complacência igual a a) 2.22e−2 kNm e b)

3.00e−2 kNm.
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Figura 4.5: Exemplo 1, evolução da função objetivo.
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Exemplo 2

Para este exemplo a configuração inicial para a otimização de topologia é mostrado

na Figura 4.6. Uma malha de 40 × 20 elementos finitos foi utilizada. O resultado da

otimização de topologia e a configuração inicial adotada para a otimização de forma são

mostrados pela Figura 4.7. Esta configuração corresponde a uma malha de 180 elemen-

tos com 36 parâmetros de forma. Dois resultados para diferentes valores máximos da

complacência são mostrados pela Figura 4.8. Ambos os resultados foram obtidos após 56

iterações do algoritmo de otimização.

As propriedades do material são as mesmas que no Exemplo 1. O valor da força de

superfície vertical é de 1.0 kN/m aplicada em regiões de 0.2 m de comprimento.

Figura 4.6: Exemplo 2, configuração inicial da otimização de topologia.

a) b)

Figura 4.7: Exemplo 2, a) Resultado da otimização de topologia para um 40% do volume

final, b) Configuração inicial para otimização de forma.
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a) b)

Figura 4.8: Exemplo 2, resultados para a complacência igual a a) 0.80e−2 kNm e b)

1.00e−2 kNm.
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Soluções para diferentes valores de α
Complacência c = 0.80e−2 KNm
Complacência c = 1.00e−2 KNm

Figura 4.9: Exemplo 2, evolução da função objetivo.

Exemplo 3

Neste caso a configuração inicial para a otimização de topologia é dada pela Fi-

gura 4.10. Uma malha de 40 × 20 elementos finitos foi utilizada. A Figura 4.11 mostra

o resultado da otimização de topologia e a configuração inicial adotada para a otimização

de forma. Esta configuração corresponde a uma malha de 402 elementos com 82 parâ-

metros de forma. A Figura 4.12 mostra dois resultados para diferentes valores máximos

da complacência. Ambos os resultados foram obtidos após 39 iterações do algoritmo de

otimização.

As propriedades do material são as mesmas que no Exemplo 1. O valor da força de
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superfície vertical é de 1.0 kN/m aplicada em uma região de 0.2 m de comprimento.

Figura 4.10: Exemplo 3, configuração inicial da otimização de topologia.

a) b)

Figura 4.11: Exemplo 3, a) Resultado da otimização de topologia para um 60% do volume

final, b) Configuração inicial para otimização de forma.

a) b)

Figura 4.12: Exemplo 3, resultados para a complacência igual a a) 2.52e−2 kNm e b)

3.60e−2 kNm.
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Soluções para diferentes valores de α
Complacência c = 2.52e−2 KNm
Complacência c = 3.60e−2 KNm

Figura 4.13: Exemplo 3, evolução da função objetivo.

Exemplo 4

Neste exemplo a configuração inicial para a otimização de topologia é dada pela Fi-

gura 4.14. Uma malha de 80 × 20 elementos finitos foi utilizada. O resultado da oti-

mização de topologia e a configuração inicial adotada para a otimização de forma são

mostrados pela Figura 4.15. Esta configuração corresponde uma malha de 525 elementos

com 105 parâmetros de forma. O resultado foi obtidos após 37 iterações do algoritmo de

otimização e é mostrado pela Figura 4.16.

As propriedades do material são as mesmas que no Exemplo 1. O valor da força de

superfície vertical é de 1.0 kN/m aplicada em uma região de 0.1 m de comprimento.

Figura 4.14: Exemplo 4, configuração inicial da otimização de topologia.
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a)

b)

Figura 4.15: Exemplo 4, a) Resultado da otimização de topologia para um 40% do volume

final, b) Configuração inicial para otimização de forma no exemplo 3.

Figura 4.16: Exemplo 4, resultado para a complacência igual a 3.42e−2 kNm.
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Soluções para diferentes valores de α
Complacência c = 3.42e−2 KNm

Figura 4.17: Exemplo 4, evolução da função objetivo.

4.4 Comparação com outros problemas de otimização

Nesta seção são comparados os resultados obtidos para três problemas diferentes de

otimização de forma, dados pelas Eqs. (4.21) , (4.22) e (4.23).

Problema 1

O primeiro problema é equivalente ao considerado na seção anterior, para propósitos

de comparação a função objetivo agora é a complacência c em quanto que o volume é

considerado como restrição.

minimize c(u) ,

sujeito a: h(ξ(q),u,p) = 0 ,

ui = ūi, i ∈ Iu ,

pi = p̄i, i ∈ Ip ,

v(ξ(q)) 6 v0 ,

(4.21)

onde v0 é um valor real positivo previamente estabelecido e que define o volume máximo

possível da estrutura ótima.
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Problema 2

O segundo problema considerado consiste em minimizar a máxima tensão de

von Mises sobre o contorno da estrutura, considerando também a mesma restrição de

desigualdade no volume. Este problema pode ser formulado como um problema diferen-

ciável introduzindo uma variável auxiliar z na forma:

minimize z ,

sujeito a: h(ξ(q),u,p) = 0 ,

ui = ūi, i ∈ Iu ,

pi = p̄i, i ∈ Ip ,

z > σMj (u,p), j ∈ IM ,

v(ξ(q)) 6 v0 ,

(4.22)

onde σMj representa a tensão de von Mises no ponto j que, nesta formulação SAND,

depende dos vetores u e p como será mostrado posteriormente. O conjunto IM contém

os índices dos nós da malha considerados.

Problema 3

O terceiro problema consiste em minimizar a media quadrática no contorno da dife-

rença entre a tensão de von Mises e um valor de referência como proposto por Hersko-

vits [69]. O Problema 3 considera também uma restrição de desigualdade no volume.

minimize f(ξ(q),u,p) =
∫

Γ
(σM(x)− σR)2 dΓ ,

sujeito a: h(ξ(q),u,p) = 0 ,

ui = ūi, i ∈ Iu ,

pi = p̄i, i ∈ Ip ,

v(ξ(q)) 6 v0 .

(4.23)

Na Eq. (4.23), a função f depende da variável q através do domínio de integração

Γ. O valor real σR é o valor de referência para as tensões de von Mises e pode ser, por

exemplo, o valor admissível do material considerado.

Para o cálculo eficiente das matrizes de derivadas resta ver que as tensões de von Mises

e a função objetivo do Problema 3 têm a propriedade de separabilidade parcial.

As tensões de von Mises são avaliadas somente no contorno Γ do corpo. Isto é feito

expressando os deslocamentos e forças de superfície em coordenadas locais e empregando
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a lei de Hooke para determinar os componentes do tensor de tensões. A descrição deste

procedimento segue à dada em [15]. Empregando o sistema de coordenadas mostrado

pela Figura 4.18, a componente de deformação ε̄11 pode ser obtida como:

ε̄11 =
∂ū1

∂x̄1

, (4.24)

onde a derivada é aplicada à Eq. (2.39) que define os deslocamentos no contorno. Para

estado plano de deformação as três componentes requeridas do tensor de tensões são:

σ̄11 =
1

1− ν
(νσ̄22 + 2Gε̄11) , σ̄12 = p̄1 , σ̄22 = p̄2 . (4.25)

As mesmas fórmulas são válidas para estado plano de tensões se ν é substituído por ν̄.

A tensão de von Mises σm no elemento pode ser calculada empregando a Eq. (4.26)

onde a componente σ̄33 deve ser tomada como σ̄33 = ν(σ̄11 + σ̄22) em estado plano de

deformação e zero no caso de estado plano de tensão.

σm =
√
σ̄2

11 + σ̄2
22 + σ̄2

33 − σ̄11σ̄22 − σ̄11σ̄33 − σ̄22σ̄33 + 3σ̄12 . (4.26)

Figura 4.18: Sistema de coordenadas locais em um ponto do contorno.

As Eqs. (4.24), (4.25), e (4.26) mostram que a tensão de von Mises calculada em

um ponto do elemento Γ(j) depende das variáveis ξ(j), u(j) e p(j). A função objetivo

do Problema 3 tem então a propriedade de separabilidade parcial, visto que pode ser

expressa como soma de ne integrais sobre os elementos. Cada integral depende somente

das variáveis associadas ao elemento Γ(j), ξ(j), u(j) e p(j).

Nesta seção são apresentados três exemplos de otimização de forma em estado plano

de tensão. Os três problemas descritos são utilizados para cada exemplo. O algoritmo de

otimização utilizado na seção anterior também foi utilizado neste caso. Nos três exemplos

o material tem módulo de Young E = 1.0 N/m2 e coeficiente de Poisson ν = 0.3.
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Exemplo 1

Este exemplo consiste em encontrar a forma ótima de um orifício em uma placa como

mostrado na Figura 4.19. Na figura as medidas estão expressadas em metros. Os valores

das forças de superfície são: P1 = 1.5 N/m e P2 = 1.0 N/m. Para este exemplo foi

utilizada uma malha de 68 elementos e 13 variáveis de forma.

Neste caso os três problemas de otimização forneceram resultados similares. A Fi-

gura 4.20 mostra as tensões de von Mises obtidas para um quarto da placa.

Figura 4.19: Exemplo 1, otimização da forma de um orifício.
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Figura 4.20: Exemplo 1, tensões de von Mises - Problemas 1–3.
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Exemplo 2

Este exemplo consiste em encontrar a forma ótima de um filete como mostrado na

Figura 4.21. O filete não pode passar dos limites dados pelas das linhas verticais. As

medidas na Figura 4.21 estão expressadas em metros. O valor da força de superfície é:

P = 1.0 N/m. Para este exemplo foi utilizada uma malha de 104 elementos e 3 variáveis

de forma. Os resultados obtidos são mostrados pelas Figuras 4.22, 4.23 e 4.24 para os três

problemas de otimização considerados.

Figura 4.21: Exemplo 2, otimização do filete.
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Figura 4.22: Exemplo 2, tensões de von Mises - Problema 1.
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Figura 4.23: Exemplo 2, tensões de von Mises - Problema 2.
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Figura 4.24: Exemplo 2, tensões de von Mises - Problema 3.

Exemplo 3

Este último exemplo é descrito pela Figura 4.25 onde as medidas estão expressadas

em metros. Neste caso é procurada a geometria de um pórtico. Os pontos A, B, C e D da

Figura 4.25 são fixos em quanto que os pontos E e F podem ser movidos horizontalmente.

Para este exemplo foi utilizada uma malha de 144 elementos e 16 variáveis de forma.

Os resultados obtidos para a metade do pórtico são mostrados pelas Figuras 4.26, 4.27

e 4.28.
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Figura 4.25: Exemplo 3, otimização de um pórtico plano.
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Figura 4.26: Exemplo 3, tensões de von Mises - Problema 1.
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Figura 4.27: Exemplo 3, tensões de von Mises - Problema 2.
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Figura 4.28: Exemplo 3, tensões de von Mises - Problema 3.

Os parâmetros dos exemplos e os resultados do volume e da tensão de von Mises

máxima são mostrados pela Tabela 4.1. O valor de referência σR do Problema 3 foi

escolhido igual a 3.0 N/m2 para a placa do Exemplo 1. Este é um valor intermédio entre

os valores máximos obtidos para o Problema 1 e o Problema 2. Para o filete e o pórtico o

valor de σR foi escolhido igual ao valor da força de superfície aplicada.
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Tabela 4.1: Parâmetros e valores obtidos para os exemplos apresentados.

Exemplo v0 (m2) σR (N/m2) Área final (m2) σmmax (N/m2)

Placa - Problema 1 3.60 - 3.600 3.16

Placa - Problema 2 3.60 - 3.600 2.83

Placa - Problema 3 3.60 3.0 3.427 3.02

Filete - Problema 1 0.58 - 0.580 2.97

Filete - Problema 2 0.58 - 0.559 1.15

Filete - Problema 3 0.58 1.0 0.578 1.83

Pórtico- Problema 1 0.70 - 0.700 38.92

Pórtico- Problema 2 0.70 - 0.700 1.70

Pórtico- Problema 3 0.70 1.0 0.671 2.26

As conclusões principais sobre os problemas de otimização considerados são:

• O Problema 1 funcionou bem no caso da placa, mas apresentou soluções com ten-

sões de von Mises elevadas no caso do filete e o pórtico. Estas tensões elevadas

parecem ser devidas às restrições geométricas impostas à geometria: O filete deve

estar localizado entre as linhas verticais da Figura 4.21 e o pórtico tem os pontos

A e B da Figura 4.25 fixos. O Problema 1 sempre utilizou todo o volume dispo-

nível como mostrado na Tabela 4.1 e colocou o material onde as maiores tensões

de von Mises estavam localizadas. Isso reduz a complacência nestes problemas,

mas não é a melhor estratégia para reduzir as tensões de von Mises. Por exemplo,

o Problema 2 não utilizou todo o material disponível no caso do filete, ou seja, a

restrição no volume não foi ativa na solução do problema. No caso do pórtico a si-

tuação é ainda mais expressiva, o Problema 1 colocou material em volta do ponto A

da Figura 4.25, isto reduz significativamente a complacência mas ao mesmo tempo

incrementa as tensões de von Mises nesse ponto. A melhor estratégia para esse pro-

blema, seguida pelo Problema 2, é colocar o material no lado oposto, em volta do

ponto E onde estão as menores tensões de von Mises. Desta forma o Problema 2

consegue reduzir as tensões no ponto A.

• O Problema 2 apresentou as melhores soluções para todos os exemplos desde o

ponto de vista da tensão de von Mises máxima. A maior desvantagem do Pro-

107



blema 2 é a de ser, computacionalmente, mais custoso que os outros dois. Prin-

cipalmente por causa do grande número de restrições de desigualdade relativas às

tensões de von Mises.

• O Problema 3 funcionou melhor que o Problema 1, ele apresentou boas soluções

para os três exemplos. Comparado com o Problema 2, o Problema 3 apresentou

tensões de von Mises maiores porque não reduziu completamente a concentração

de tensões no filete e não utilizou todo o volume disponível no caso do pórtico.

No entanto, ele encontrou boas soluções sendo computacionalmente bem menos

custoso que o Problema 2.
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Capítulo 5

Problema de Fundição Eletromagnética

A Fundição Eletromagnética (EMC do inglês Electromagnetic Casting) e o Processa-

mento de Fundição por Suspensão Magnética (MSMP do inglês Magnetic Suspension

Melt Processing) são importantes tecnologias na indústria metalúrgica. Elas utilizam

campos eletromagnéticos para fundido, moldado e controle de solidificação de peças me-

tálicas. Estas técnicas têm as vantagens de produzir superfícies de elevada qualidade,

alta limpeza e baixa contaminação, além de permitir fabricação de alta precisão. A EMC

foi empregada inicialmente no processo de fundição contínua sem utilização de forma,

mas na atualidade é utilizada principalmente na fabricação de lingotes de ligas de alu-

mínio [70]. Outra aplicação importante, muito utilizada na aeronáutica, na astronáutica,

na energia e na engenharia química é na fabricação de componentes de motores feitos de

materiais “superalloy” (Ni,Ti,. . . ) [71].

Na Seção 5.1 é descrito o modelo matemático do problema EMC, e nas Seções 5.2,

5.3, 5.4 e 5.5 são descritos os métodos desenvolvidos para a resolução do problema de

análise em EMC e dos problemas de otimização associados ao projeto dos indutores. O

apresentado nas Seções 5.4 e 5.5 é baseado nos trabalhos [72, 73].

5.1 O modelo matemático

O modelo simplificado da fundição eletromagnética estudada aqui considera o caso de

uma coluna vertical de metal líquido caindo dentro de um campo eletromagnético indu-

zido por condutores elétricos verticais. Assume-se que a freqüência da corrente elétrica é

muito alta e portanto o campo eletromagnético não penetra dentro do metal líquido. Desta
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forma, o efeito do campo eletromagnético é reduzido a uma pressão magnética atuando

na superfície da interface.

Considere a seção transversal do problema representada na Figura 5.1. Na figura ω

representa o domínio compacto e simplesmente conexo no plano horizontal ocupado pelo

metal líquido, Γ = ∂ω é o seu contorno e Ω = R2 \ ω é o exterior do metal líquido.

Figura 5.1: Problema EMC.

O campo magnético exterior pode ser calculado como a solução do seguinte problema

de valores de contorno:

∇×B = µ0 j0 em Ω , (5.1)

∇ ·B = 0 em Ω , (5.2)

B·n = 0 em Γ , (5.3)

‖B(x)‖ = O(‖x‖−1) quando ‖x‖ → ∞ em Ω . (5.4)

onde os campos j0 = (0, 0, j0) e B = (B1, B2, 0) representam, respectivamente, as me-

dias quadráticas do vetor de densidade de corrente elétrica e do vetor de campo magnético.

A constante µ0 é a permeabilidade magnética do vácuo e n é o vetor unitário normal a

superfície Γ. Aqui é assumido que j0 tem suporte compacto em Ω e, além disso, verifica

a seguinte igualdade: ∫
Ω

j0 dΩ = 0 . (5.5)

Por outra lado, o campo magnético causa uma pressão que movimenta o metal líquido

até que este atinge uma configuração de equilíbrio. Pode ser visto que esta configuração
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de equilíbrio é caracterizada pela seguinte condição:

1

2µ0

‖B‖2 + σC = p̄ constante em Γ , (5.6)

onde C é a curvatura de Γ (vista desde o metal líquido), σ é a tensão superficial do metal

líquido e p̄ é um valor real que não depende do ponto considerado e é uma incógnita

do problema, seu significado físico é a diferença entre a pressão interna e a externa do

líquido. Assume-se também que a área do domínio ω é conhecida e igual ao valor S0:∫
ω

dΩ = S0 . (5.7)

Seja Bω o campo magnético solução das Eqs. (5.1)-(5.4). No problema direto a den-

sidade de corrente elétrica j0 é conhecida e deve-se encontrar a geometria de ω que verifi-

que a Eq. (5.7) de forma tal que o campo magnético Bω verifique a condição de equilíbrio

dada pela Eq. (5.6) para uma determinada constante real p̄.

As Eqs. (5.1)-(5.5) e a condição de j0 ter suporte compacto em Ω, implicam que existe

uma função potencial ϕ : Ω→ R tal que B = ( ∂ϕ
∂x2
,− ∂ϕ

∂x1
, 0) e ϕ é solução de:

−∆ϕ = µ0 j0 em Ω ,

ϕ = 0 em Γ , (5.8)

ϕ(x) = O(1) quando ‖x‖ → ∞ .

Em termos do potencial ϕ, a condição de equilíbrio dada pela Eq. (5.6) fica:

1

2µ0

‖∇ϕ‖2 + σC = p̄ constante em Γ . (5.9)

O problema direto, em termos do potencial, consiste em encontrar o domínio ω tal que

a solução ϕω da Eq. (5.8) verifique a Eq. (5.9) para uma determinada constante real p̄.

5.1.1 A formulação variacional

Sob certas condições as configurações de equilíbrio podem ser calculadas como os

pontos estacionários em relação ao domínio do seguinte funcional energia total:

E(ω) = − 1

2µ0

∫
Ω

‖∇ϕω‖2 dΩ + σP (ω) , (5.10)

sujeito à restrição de igualdade na área de ω:∫
ω

dΩ = S0 . (5.11)
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Na Eq. (5.10), ϕω é a solução da Eq. (5.8) e P (ω) é o perímetro de ω, ou seja, a longitude

de Γ = ∂ω quando ∂ω é suficientemente regular (por exemplo de classe C1):

P (ω) =

∫
Γ

dΓ . (5.12)

A formulação variacional do problema direto consiste em encontrar o domínio ω como

um ponto estacionário da energia total dada pela Eq. (5.10), sujeito a restrição de igual-

dade dada pela Eq. (5.11). Como ϕω é solução da Eq. (5.8), para provar a equivalência

do problema direto com esta formulação variacional é suficiente mostrar que a relação de

equilíbrio é automaticamente assegurada para todos os pontos estacionários.

Nesta seção são derivadas as condições necessárias para que o domínio ω seja um

ponto estacionário da energia total dada pela Eq. (5.10), sujeito à restrição dada pela

Eq. (5.11).

Seja L a função lagrangiana definida em O(ω)× R por:

L(ω, p̄) = E(ω)− p̄(S(ω)− S0) , (5.13)

onde S(ω) =
∫
ω

dΩ e p̄ aqui aparece como sendo o multiplicador de Lagrange associado

à restrição de igualdade. Então, de forma análoga à Eqs. (2.10), a condição de otimalidade

de primeira ordem é [38, Teorema 3.23]:

L′(ω, p̄)(V ) = 0 , ∀V ∈ W 1,∞(R2,R2) . (5.14)

onde L′(ω, p̄)(V ) é a derivada em relação à forma de L avaliada na direção V .

Este tipo de condição de otimalidade aparece usualmente em problemas de hidrostá-

tica e outros problemas considerando fluidos. Ver, por exemplo, o trabalho [74] onde uma

grande classe de problemas de equilíbrio é considerada.

O teorema seguinte mostra a expressão que pode ser utilizada para calcular

L′(ω, p̄)(V ).

Teorema 5.1 Seja Ω o complemento do domínio compacto de interior não vazio ω em

R2. Assuma que Γ = ∂ω = ∂Ω é de classe C2. Seja V ∈ W 1,∞(R2,R2) com suporte

compacto e ‖V ‖W 1,∞(R2,R2) < 1. Seja j0 uma função quadrado integrável de Ω em R com

suporte compacto em Ω.
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Então, existe uma única solução ϕωV ∈ C1(ΩV ) (ver [75, 76]) de:

−∆ϕωV = µ0 j0 em ΩV ,

ϕωV = 0 em ∂ΩV ,

ϕωV (x) = O(1) quando ‖x‖ → ∞ .

(5.15)

e a derivada com relação à forma da função lagrangiana L é dada por:

L′(ω, p̄)(V ) =

∫
Γ

(
1

2µ0

‖∇ϕω‖2 + σC − p̄
)

(V · n) dΓ , (5.16)

onde n é a normal unitária de Γ orientada em direção a Ω, C é a curvatura de Γ (vista

desde o metal líquido) e ϕω é a solução da Eq. (5.8).

Prova: Ver na Seção 2.4 ou nas referências [38, 76–78]. �

Este problema é muito similar a outros considerados por vários autores. Mais detalhes

sobre o modelo matemático e sobre as hipóteses simplificadoras requeridas podem ser

encontrados nas referências: [76, 78–92].

5.2 O problema direto

No problema direto a distribuição da densidade de corrente j0 é considerada conhe-

cida, e deve-se achar o domínio ω que verifique a Eq. (5.11) e seja tal que a função ϕ

que satisfaz o sistema da Eq. (5.8) verifique também a equação de equilíbrio na forma

variacional:∫
Γ

(
1

2µ0

‖∇ϕ‖2 + σC − p̄
)

(V ·n) dΓ = 0 ∀V in W 1,∞(R2,R2) . (5.17)

Para isto é considerada a função ϕ1, solução particular da Eq. (5.8) em R2:

ϕ1(x) = −µ0

2π

∫
R2

ln ‖x− y‖ j0(y) dΩ . (5.18)

Esta função é solução do problema:

−∆ϕ1(x) = µ0 j0 em R2 , (5.19)

ϕ1(x) = O(1) quando ‖x‖ → ∞ . (5.20)

Então, a função ϕ pode ser calculada como:

ϕ(x) = v(x) + ϕ1(x) , (5.21)

113



onde a função v é solução do seguinte problema exterior:

−∆v(x) = 0 em Ω ,

v(x) = −ϕ1(x) em Γ , (5.22)

v(x) = O(1) quando ‖x‖ → ∞ .

Seguindo as idéias apresentadas em [75], uma representação integral da solução da

Eq. (5.22) é dada por:

v(x) = − 1

2π

∫
Γ

q(y) ln ‖x− y‖ dΓ + c , (5.23)

onde a constante c é o valor no infinito da função v e a função q ∈ H−1/2(Γ) deve verificar:∫
Γ

q(x) dΓ = 0 . (5.24)

Restam as condições de contorno em Γ que aqui são impostas em uma formulação fraca.

A função q deve verificar:

− 1

2π

∫
Γ

g(x)

∫
Γ

q(y) ln ‖x− y‖ dΓ dΓ +

+ c

∫
Γ

g(x) dΓ = −
∫

Γ

ϕ1(x)g(x) dΓ ∀ g ∈ H−1/2(Γ) . (5.25)

Finalmente, a norma do gradiente da função ϕ presente na Eq. (5.17) pode ser calculada

como:

‖∇ϕ‖ =

∥∥∥∥∂ϕ∂n

∥∥∥∥ ,
=

∥∥∥∥∂ϕ1

∂n
+
∂v

∂n

∥∥∥∥ , (5.26)

onde a primeira igualdade provém do fato de ϕ ser constante em Γ. A derivada normal de

ϕ1 pode ser obtida da Eq. (5.18):

∂ϕ1

∂nx
(x) = −µ0

2π

∫
R2

∂

∂nx
ln ‖x− y‖ j0(y) dΩ . (5.27)

A seguinte expressão pode ser empregada para a função v:

∂v

∂nx
(x) = − 1

2π

∫
Γ

q(y)
∂

∂nx
ln ‖x− y‖ dΓ +

1

2
q(x) ∀x ∈ Γ , (5.28)

onde a integral da Eq. (5.28) deve ser entendida no sentido do valor principal de Cauchy.

Em resumo, o problema direto é resolvido encontrando o domínio ω, a função q e as

constantes reais c e p̄ que verificam as seguintes equações:
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• As equações de estado:

− 1

2π

∫
Γ

g(x)

∫
Γ

q(y) ln ‖x− y‖ dΓ dΓ

+ c

∫
Γ

g(x) dΓ = −
∫

Γ

ϕ1(x)g(x) dΓ ∀ g ∈ H−1/2(Γ) , (5.29)

∫
Γ

q(x) dΓ = 0 . (5.30)

• A restrição de igualdade na área de ω:∫
ω

dΩ = S0 . (5.31)

• A equação de equilíbrio:∫
Γ

(
1

2µ0

‖∇ϕ‖2 + σC − p̄
)

(V ·n) dΓ = 0 ∀V in W 1,∞(R2,R2) . (5.32)

Nas equações anteriores, as funções ϕ1, ϕ e v são dadas pelas Eqs. (5.18), (5.21)

e (5.23). A norma ‖∇ϕ‖ da Eq. (5.32) pode ser calculada utilizando as Eqs. (5.26)-(5.28).

Discretização do contorno

Para o domínio é considerada uma aproximação definida por um contorno Γh linear

por partes, ou seja, Γh é a união de ne elementos lineares `j em R2, 1 6 j 6 ne. Os nós

do contorno são aqui denominados xi, 1 6 i 6 ne.

Uma transformação paramétrica do contorno Γh é definida associando a cada nó xi

do contorno uma direção V̂ i ∈ R2. Desta forma, é construído um campo de velocidades

linear por partes V i : Γh → R2 tal que V i(xk) = δikV̂
i. O suporte de V i é, então, igual à

união dos elementos que possuem o nó xi. A transformação paramétrica Tu é dada como:

Tu(x) = x+ Vu(x) , (5.33)

com Vu definida como:

Vu(x) =
ne∑
i=1

uiV
i(x) , (5.34)

onde uT = (u1, . . . ,une) ∈ Rne é o vetor das incógnitas que determinam a evolução do

contorno. Portanto, o contorno atualizado Γu é dado por:

Γu =
{
X | X = x+ Vu(x); x ∈ Γh

}
. (5.35)
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Esta representação tem a vantagem de definir um único grau de liberdade por cada nó.

No que segue ωu e Ωu são os domínios interior e exterior relacionados ao contorno Γu

com o objetivo de destacar a dependência em relação ao vetor das incógnitas u.

Discretização da equação de estado

Para os cálculos numéricos se considera a aproximação constante por partes qh(x) de

q(x) da seguinte forma:

qh(x) =
ne∑
j=1

qjej(x) , (5.36)

onde ej(x) = 1 se x ∈ `j ou zero no caso contrário.

Substituindo a função g na Eq. (5.29) por ei, com 1 6 i 6 ne, a formulação fraca do

problema de valores de contorno dado pelas Eqs. (5.29) e (5.30) fica:

A(u)q = b(u) , (5.37)

onde o vetor qT = (q1, . . . , qne , c) ∈ Rne+1, os coeficientes Aij da matriz simétrica A

são:

Aij(u) = − 1

2π

∫
`i

∫
`j

ln ‖x− y‖ dΓ dΓ , 1 6 i, j 6 ne , (5.38)

Aij(u) =

∫
`j

dΓ , i = ne + 1, e 1 6 j 6 ne , (5.39)

e os componentes bi do vetor b são:

bi(u) = −
∫
`i

ϕ1(x) dΓ , 1 6 i 6 ne , (5.40)

bi(u) = 0 , i = ne + 1 . (5.41)

Equação de equilíbrio

Projetando a equação de equilíbrio no espaço de dimensão finita gerado por Vi, 1 6

i 6 ne, a versão discreta da equação de equilíbrio é a seguinte:

DEi(u,q, p̄) =

∫
Γu

(
1

2µ0

‖∇ϕ‖2 − p̄
)

(V i ·n) dΓ + Ci ·V̂ i , (5.42)

onde Ci é uma aproximação da curvatura média no ponto xi:

Ci =

(
(xi − xi−1)

‖xi − xi−1‖
− (xi+1 − xi)
‖xi+1 − xi‖

)
. (5.43)

O gradiente∇ϕ na equação anterior pode ser obtido a partir das Eqs. (5.26)-(5.28).
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Restrição de área

Chamando (xj1, y
j
1) e (xj2, y

j
2) às coordenadas do primeiro e do segundo nós do ele-

mento `j , a área S(u) encerrada pelo contorno Γu pode ser calculada na forma:

S(u) =
1

2

ne∑
i=1

(yj2x
j
1 − y

j
1x

j
2) . (5.44)

5.2.1 Algoritmo de resolução

As equações a serem satisfeitas podem ser expressadas como:

G(u,q, p̄) =


A(u)q− b(u)

S(u)− S0

DE(u,q, p̄)

 = 0 . (5.45)

O algoritmo utilizado para resolver o problema direto é similar ao algoritmo de New-

ton, o pseudocódigo é o seguinte:

Algoritmo

Parâmetros do algoritmo: Tol, MaxIt, PasoMax.

Dados: k = 0, u0 = 0, q0 = 0, p̄0 = 0, I , {αi, 1 6 i 6 nc}, S0, σ, µ0, as posições

dos nós {xi, 1 6 i 6 ne} e as posições dos indutores {xic, 1 6 i 6 nc}.

Passo 1: Ajuste da malha.

Passo 2: Cálculo das direções V̂i de movimento dos nós.

Passo 3: Cálculo da função G(uk,qk, p̄k).

Passo 4: Critério de parada: Se (‖G(uk,qk, p̄k)‖ < Tol) ou (k > MaxIt) pare.

Passo 5: Cálculo do gradiente∇G(uk,qk, p̄k).

Passo 6: Cálculo da direção de busca dk = (du
k ,d

q
k , d

p̄
k) como a solução do sistema linear:

∇G(uk,qk, p̄k) dk = −G(uk,qk, p̄k) .

Passo 7: Busca linear.

7.1: Defina tk = min(1,PasoMax/max(|du
k |)).

7.2: Defina uk+1 = tk du
k , qk+1 = qk + tk dq

k , p̄k = p̄k + tk d
p̄
k.

7.3: Até ‖G(uk+1,qk+1, p̄k+1)‖ 6 ‖G(uk,qk, p̄k)‖, defina tk = 0.5tk e retorne a 7.2.

Passo 8: Atualize as posições dos nós substituindo xi por xi + uiV̂
i, defina k = k + 1 e

retorne ao Passo 1.
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5.2.2 Exemplos

Nesta seção apresentam-se seis exemplos que são resolvidos utilizando o algoritmo de

otimização descrito na Seção 5.2.1. Para cada exemplo é mostrada a forma inicial e final

do metal líquido. Todas as variáveis de estado são definidas com valores iniciais iguais a

zero.

Para todos os problemas serão considerados indutores de seção transversal de área

desprezível. Portanto, a distribuição da densidade de corrente elétrica j0 pode ser expres-

sada na forma:

j0 = I
nc∑
i=1

αiδxi , (5.46)

onde I é uma dada intensidade de corrente, δxi , 1 6 i 6 nc, são deltas de Dirac nos

pontos xi no plano, e αi são coeficientes adimensionados.

Note que por tratar-se de corrente alterna o sinal dos coeficientes αi somente indica

quais deles estão em fase e quais deles correspondem a fase oposta. Em todas as figuras

apresentadas, a posição dos indutores de corrente positiva será indicada por sinais de

adição, em quanto que a posição dos indutores de corrente negativa será indicada por

círculos.

Exemplo 1

Para este exemplo consideraram-se os seguintes valores para os parâmetros: I = 0.1,

αi = ±1 com o sinal dado pela Figura 5.2, σ = 1.0× 10−4 e S0 = π.

O resultado do algoritmo de análise é apresentado pela Figura 5.2 e a evolução de

‖G‖ ao longo das iterações é mostrada pela Figura 5.3.
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a) b)

Figura 5.2: Exemplo 1, a) forma inicial, b) forma final. Sinal de adição: Corrente positiva.

Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.3: Exemplo 1, evolução de ‖G‖.

Exemplo 2

Neste exemplo os parâmetros são: I = 0.2, αi = ±1 com o sinal dado pela Figura 5.4,

σ = 1.0× 10−4 e S0 = π.

O resultado do algoritmo de análise é apresentado pela Figura 5.4 e a evolução de

‖G‖ ao longo das iterações é mostrada pela Figura 5.5.
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a) b)

Figura 5.4: Exemplo 2, a) forma inicial, b) forma final. Sinal de adição: Corrente positiva.

Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.5: Exemplo 2, evolução de ‖G‖.

Exemplo 3

Neste exemplo os parâmetros são: I = 1.0, αi = ±4 para os indutores centrais,

αi = ±2 para os extremos, com o sinal dado pela Figura 5.6, σ = 0.5× 10−1 e S0 = 2.0.

O resultado do algoritmo de análise é apresentado pela Figura 5.6 e a evolução de

‖G‖ ao longo das iterações é mostrada pela Figura 5.7.
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a) b)

Figura 5.6: Exemplo 3, a) forma inicial, b) forma final. Sinal de adição: Corrente positiva.

Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.7: Exemplo 3, evolução de ‖G‖.

Exemplo 4

Neste exemplo os parâmetros são: I = 0.075, αi = ±1 com o sinal dado pela Fi-

gura 5.8, σ = 1.0× 10−4 e S0 = 4.98.

O resultado do algoritmo de análise é apresentado pela Figura 5.8 e a evolução de

‖G‖ ao longo das iterações é mostrada pela Figura 5.9.
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a)

b)

Figura 5.8: Exemplo 4, a) forma inicial, b) forma final. Sinal de adição: Corrente positiva.

Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.9: Exemplo 4, evolução de ‖G‖.

Exemplo 5

Neste exemplo os parâmetros são: I = 0.3, αi = ±1 com o sinal dado pela Fi-

gura 5.10, σ = 1.0× 10−4 e S0 = 30.0.

O resultado do algoritmo de análise é apresentado pela Figura 5.10 e a evolução de

‖G‖ ao longo das iterações é mostrada pela Figura 5.11.
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a) b)

Figura 5.10: Exemplo 5, a) forma inicial, b) forma final. Sinal de adição: Corrente

positiva. Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.11: Exemplo 5, evolução de ‖G‖.

Exemplo 6

Neste exemplo os parâmetros são: I = 0.03, αi = ±1 com o sinal dado pela Fi-

gura 5.12, σ = 1.0× 10−4 e S0 = 30.0.

O resultado do algoritmo de análise é apresentado pela Figura 5.12 e a evolução de

‖G‖ ao longo das iterações é mostrada pela Figura 5.13.
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a) b)

Figura 5.12: Exemplo 6, a) forma inicial, b) forma final. Sinal de adição: Corrente

positiva. Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.13: Exemplo 6, evolução de ‖G‖.

5.3 O problema inverso

No problema inverso procura-se uma distribuição de corrente elétrica ao redor da

coluna do metal líquido de forma tal que a seção transversal adquira uma dada forma

objetivo.

Nota: Em alguns casos é possível encontrar uma distribuição de densidade de corrente

elétrica de forma tal que o domínio objetivo ω∗ fique exatamente em equilíbrio. Este
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assunto tem sido estudado e existem alguns poucos trabalhos sobre a existência de tais

soluções. Ver, por exemplo, nas referências [76, 93, 94].

No caso bidimensional, assumindo ω∗ simplesmente conexo e de contorno dado por

una única curva de Jordan Γ, Henrot e Pierre [76] mostraram que uma solução das

Eqs. (5.1)-(5.4) e (5.6), com j0 com suporte compacto em Ω, pode ser encontrada para

qualquer p̄ que satisfaça:

p̄ > σmax
x∈Γ
C(x), (5.47)

Isto é, assumindo que j0 tem suporte compacto em Ω, e escolhendo p̄ satisfazendo a

Eq. (5.47), então, existe B que satisfaz as Eqs. (5.1)-(5.4) e (5.6) se e somente se:

(i) Γ é uma curva analítica.

(ii) Se p̄ é escolhido satisfazendo a igualdade na Eq. (5.47), então o máximo global da

curvatura deve ser atingido em um número par de pontos de Γ.

Além disso, o campo magnético está bem determinado em uma vizinhança de ω (unici-

dade local).

A Eq. (5.5) é também obtida se p̄ é escolhido satisfazendo a igualdade em (5.47).

Uma densidade de corrente elétrica concentrada sobre uma curva em Ω pode sempre ser

encontrada. Ver na referência [76].

O procedimento aqui proposto é diferente dos procedimentos utilizados anteriormente

por ser baseado na formulação do problema inverso como um problema de otimização.

Assim, seja ω∗ a forma objetivo, deseja-se encontrar j0 solução do seguinte problema:

min
j0

d(ω, ω∗) , (5.48)

onde d(ω, ω∗) corresponde a alguma noção de “distancia” entre os domínios ω e ω∗, com

ω pertencente ao conjunto de domínios admissíveis O(ω∗) e, além disso, em equilíbrio

sob a ação do campo magnético induzido pela densidade de corrente j0. Em outras pa-

lavras, ω verifica a restrição de área dada pela Eq. (5.11) e o potencial ϕω, solução da

Eq. (5.8), verifica a condição de equilíbrio da Eq. (5.49) para uma dada constante real p̄:∫
Γ

(
1

2µ0

‖∇ϕω‖2 + σC − p̄
)

(V ·n) dΓ = 0 ∀W 1,∞(R2,R2) . (5.49)
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5.3.1 Duas abordagens para o problema inverso

Duas abordagens não equivalentes para encontrar uma solução aproximada do pro-

blema inverso da Eq. (5.48) são propostas: A primeira considera uma deformação do

domínio ω∗ definida pelo mapeamento seguinte:

TZ(x) = (Id+ Z)(x), ∀x ∈ R2 , (5.50)

onde Z é um campo vetorial regular com suporte compacto em R2. Então, definindo:

ωZ = TZ(ω∗) ,

ΓZ = TZ(Γ∗) .

A primeira formulação do problema inverso é:

min
j0,Z
‖Z‖2

L2(Γ∗) ,

sujeito a: (5.51)

ωZ é equilibrado sob j0 .

A segunda formulação do problema inverso é definida considerando uma função de

folga p(x) : Γ → R de forma tal que a equação de equilíbrio seja verificada para o

domínio objetivo:∫
Γ∗

(
1

2µ0

‖∇ϕω‖2 + σC − p̄+ p

)
(V ·n) dΓ = 0 ∀V in W 1,∞(R2,R2) . (5.52)

A função p pode ser fisicamente interpretada como sendo uma pressão adicional atu-

ando na interface. Dado j0 e ω∗, p é a pressão que equilibra a ação conjunta do campo

magnético e a tensão superficial. A segunda formulação do problema inverso é uma abor-

dagem indireta que tenta minimizar a norma L2(Γ∗) da função p, sujeito à condição de

equilíbrio modificada:

min
j0,p
‖p‖2

L2(Γ∗) ,

sujeito a: (5.53)

ω∗ é equilibrado sob a ação de j0 e p .

O fato de não ter variáveis de forma torna a solução numérica desta segunda formu-

lação bem mais simples quando comparada com a primeira formulação. Em particular, a

126



análise de sensibilidade é consideravelmente simplificada e pode ser feita com um custo

computacional muito menor. Se a função p resultar nula na solução do problema da

Eq. (5.53), a distribuição da densidade de corrente elétrica j0 será também solução da pri-

meira formulação com o domínio equilibrado ωZ exatamente igual ao domínio objetivo.

No caso geral, a função p não se anulará na solução e, portanto, sem considerar o efeito

de p, o domínio objetivo ω∗ não estará em equilíbrio sob a ação do campo magnético.

No entanto, a norma de p foi minimizada, portanto o domínio em equilíbrio será uma

aproximação do domínio objetivo. Por outro lado, desde que a solução da formulação da

Eq. (5.53) possa ser calculada com um custo computacional menor, a distribuição j0 pode

ser empregada como solução inicial para a formulação da Eq. (5.51).

5.3.2 Formulação SAND

Para achar soluções aproximadas para os problemas dados pelas Eqs. (5.51) e (5.53) é

utilizada uma formulação SAND. As variáveis de estado p̄, c e q são incorporadas como

incógnitas do problema de otimização e as equações de estado e equilíbrio são incorpora-

das como restrições de igualdade. Desta forma, o problema de otimização correspondente

ao problema inverso da Eq. (5.51) fica:

min
j0,Z,p̄,c,q

‖Z‖2
L2(Γ∗) , (5.54)

sujeito à restrição de área: ∫
ωZ

dΩ = S0 , (5.55)

às equações de estado:

− 1

2π

∫
ΓZ

g(x)

∫
ΓZ

q(y) ln ‖x− y‖ dΓ dΓ +

+ c

∫
ΓZ

g(x) dΓ = −
∫

ΓZ

ϕ1(x)g(x) dΓ ∀ g ∈ H−1/2(ΓZ) , (5.56)

∫
ΓZ

q(y) dΓ = 0 , (5.57)

e à equação de equilíbrio:∫
ΓZ

(
1

2µ0

‖∇ϕ‖2 + σC − p̄
)

(V ·n) dΓ = 0 ∀V in W 1,∞(R2,R2) , (5.58)
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onde ϕ1, ϕ, e v são dadas pelas Eqs. (5.18), (5.21) e (5.23).

No caso da formulação da Eq. (5.53), o problema de otimização fica:

min
j0,p,p̄,c,q

‖p‖2
L2(Γ∗) , (5.59)

sujeito às equações de estado:

− 1

2π

∫
Γ∗
g(x)

∫
Γ∗
q(y) ln ‖x− y‖ dΓ dΓ +

+ c

∫
Γ∗
g(x) dΓ = −

∫
Γ∗
ϕ1(x)g(x) dΓ ∀ g ∈ H−1/2(Γ∗) , (5.60)

∫
Γ∗
q(y) dΓ = 0 , (5.61)

e à equação de equilíbrio:∫
Γ∗

(
1

2µ0

‖∇ϕ‖2 + σC − p̄+ p

)
(V ·n) dΓ = 0 ∀V in W 1,∞(R2,R2) . (5.62)

5.4 Otimização da posição dos indutores

Nesse caso é assumido que os indutores têm seção transversal de área desprezível. A

distribuição da densidade de corrente elétrica j0 é assumida da forma:

j0 = I
nc∑
i=1

αiδxi , (5.63)

onde I é uma dada intensidade de corrente, δxi , 1 6 i 6 nc, são deltas de Dirac nos

pontos xi no plano, e αi são coeficientes adimensionados. O problema inverso consiste

em determinar as posições no plano dos pontos xi.

5.4.1 Problema discreto

Na versão discreta do problema o campo Z é tratado na mesma forma que o campo

V . Para isso, a cada nó xi do contorno objetivo Γ∗ é associada uma direção Ẑi ∈ R2.

Desta forma é construído um campo de velocidades linear por partes Zi : Γ∗ → R2 tal

que Zi(xk) = δikẐ
i. O suporte de Zi é, então, igual à união dos elementos que possuem

o nó xi. Z(z) é então definida como:

Z(z)(x) =
ne∑
i=1

ziZ
i(x) , (5.64)
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onde zT = (z1, . . . , zne) ∈ Rne é o vetor das incógnitas que determinam a evolução do

contorno. O contorno atualizado Γz é dado por:

Γz = {X | X = x+ Z(z)(x); x ∈ Γ∗} . (5.65)

Primeira formulação

A função objetivo do primeiro problema inverso pode ser calculada como:

‖Z(z)‖2
L2(Γ∗) =

1

3

ne∑
j=1

[Z(z)j1 ·Z(z)j1 + Z(z)j1 ·Z(z)j2 + Z(z)j2 ·Z(z)j2] , (5.66)

onde Z(z)j1 e Z(z)j2 são os deslocamentos do primeiro e do segundo nós do elemento `j .

Chamando uc ao vetor das variáveis que definem as posições dos pontos xi, com

1 6 i 6 nc, a versão discreta da primeira formulação do problema inverso fica:

min
uc,z,q,p̄

‖Z(z)‖2
L2(Γ∗) ,

sujeito a:

A(z)q− b(uc, z) = 0 , (5.67)

S(z)− S0 = 0 ,

DE(uc, z,q, p̄) = 0 .

Segunda formulação

Na versão discreta p é considerada linear nos elementos. Então, tem-se:

‖p‖2
L2(Γ∗) =

1

3

ne∑
j=1

[pj1 ·p
j
1 + pj1 ·p

j
2 + pj2 ·p

j
2] , (5.68)

onde pj1 e pj2 são os valores nodais de p no elemento j.

Chamando p ao vetor dos valores nodais da função p, a equação de equilíbrio é defi-

nida neste caso como:

DFi(uc,q, p̄,p) =

∫
Γ∗

(
1

2µ0

‖∇ϕ‖2 − p̄+ p

)
(V i ·n) dΓ + Ci ·V̂ i . (5.69)

Com esta definição, a versão discreta da segunda formulação do problema inverso fica:

min
uc,q,p̄,p

‖p‖2
L2(Γ∗) ,

sujeito a:

Aq− b(uc) = 0 , (5.70)

DF (uc,q, p̄,p) = 0 .
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5.4.2 Exemplos

Seis exemplos são analisados para ilustrar o comportamento das formulações propos-

tas para o problema inverso. Os valores iniciais das variáveis de estado q e p̄, as variáveis

de forma z da primeira formulação e a pressão p da segunda são definidos iguais a zero

para todos os exemplos.

Para a solução dos problemas de otimização das Eqs. (5.67) e (5.70) o algoritmo

FAIPA [95] foi utilizado. Algumas restrições de caixa nas variáveis relacionadas às po-

sições dos indutores foram consideradas para evitar que os condutores entrem dentro do

metal líquido ou se dirijam ao infinito. Estas restrições de caixa são facilmente incluídas

e eficientemente tratadas pelo FAIPA.

Exemplo 1

No primeiro exemplo são considerados quatro indutores e uma forma objetivo de área

S0 = π. A intensidade da corrente é I = 0.1, a tensão superficial é σ = 1.0 × 10−4 e

os coeficientes adimensionados αi tem valor absoluto igual a 1.0 com o sinal dado pela

Figura 5.14.

Para fins de validação, a forma objetivo considerada neste exemplo é a solução do

problema direto de superfície livre para posições dos indutores conhecidas. Após a reso-

lução do problema direto a forma final obtida é considerada como forma objetivo para o

problema inverso e as posições dos indutores são modificadas. Desta forma, as duas for-

mulações para o problema inverso têm soluções conhecidas com valor nulo para a função

objetivo.

A Figura 5.14.a apresenta as posições iniciais dos indutores e a forma objetivo. As

posições finais dos indutores são mostradas pela Figura 5.14.b. Neste exemplo as duas

formulações fornecem as mesmas posições para os indutores, em coincidência com a

solução conhecida.

As Figuras 5.15 e 5.16 apresentam a evolução das funções objetivo durante o processo

iterativo. Os valores das funções objetivo das duas formulações são zero no início devido

à escolha dos valores iniciais dos vetores z e p. Por causa das restrições de igualdade,

que não são verificadas no início, nas primeiras iterações tem-se um aumento do valor da

função objetivo. Após algumas iterações, logo após atingir um valor máximo, a função

objetivo decresce novamente. No final do processo iterativo as restrições de igualdade são
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verificadas e a função objetivo converge para o valor ótimo.

a) b)

Figura 5.14: Exemplo 1, posição dos indutores, a) distribuição inicial, b) distribuição

final. Linha sólida: Forma em equilíbrio. Linha tracejada: Forma objetivo. Sinal de

adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.15: Exemplo 1, evolução da função objetivo da primeira formulação.
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Figura 5.16: Exemplo 1, evolução da função objetivo da segunda formulação.

Exemplo 2

No segundo exemplo a intensidade de corrente é modificada para o valor I = 0.04.

Este valor é menor que o usado no primeiro exemplo. Então, os indutores vão se posicio-

nar mais perto da superfície do metal líquido que no Exemplo 1. Neste caso o algoritmo

de otimização não encontra uma solução que anule a função objetivo. Para a primeira for-

mulação a forma final em equilíbrio não é exatamente igual à forma objetivo e na segunda

formulação a forma objetivo não é equilibrada. Isto significa que, neste caso, a forma

objetivo não é alcançável para a distribuição de corrente dada pelos quatro indutores.

A Figura 5.17.a apresenta a forma obtida e as posições dos indutores usando a primeira

formulação. A Figura 5.17.b mostra os mesmos resultados para a segunda formulação. A

forma em equilíbrio na Figura 5.17.b é a obtida após a solução do problema direto de su-

perfície livre para a configuração de indutores obtida. As Figuras 5.18 e 5.19 apresentam

a evolução das funções objetivo no processo de otimização.
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a) b)

Figura 5.17: Exemplo 2, configuração de indutores e forma final, a) primeira formulação,

b) segunda formulação. Linha sólida: Forma em equilíbrio. Linha tracejada: Forma

objetivo. Sinal de adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.18: Exemplo 2, evolução da função objetivo da primeira formulação.
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Figura 5.19: Exemplo 2, evolução da função objetivo da segunda formulação.

Exemplo 3

Este exemplo é similar ao Exemplo 1, a forma objetivo é solução do problema direto

para a mesma configuração de indutores mas para o valor da intensidade I = 0.2. Como

no Exemplo 1 as posições dos indutores reproduzem exatamente as posições conhecidas.

A Figura 5.20 apresenta a configuração inicial dos indutores, a forma objetivo e os resul-

tados para as duas formulações. As Figuras 5.21 e 5.22 mostram a evolução das funções

objetivo no processo de otimização.

a) b)

Figura 5.20: Exemplo 3, posição dos indutores, a) distribuição inicial, b) distribuição

final. Linha sólida: Forma em equilíbrio. Linha tracejada: Forma objetivo. Sinal de

adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.21: Exemplo 3, evolução da função objetivo da primeira formulação.
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Figura 5.22: Exemplo 3, evolução da função objetivo da segunda formulação.

Exemplo 4

Este exemplo é similar ao anterior com a única modificação do valor da intensidade

que agora é I = 0.1. Para este valor os indutores ficam mais próximos do metal líquido

que no exemplo anterior. Como no Exemplo 1, a primeira formulação não obtém exa-

tamente a forma objetivo e a segunda não obtém exatamente o equilíbrio para a forma

objetivo.

A Figura 5.23a apresenta os resultados obtidos para este exemplo. As Figuras 5.24

e 5.25 mostram a evolução das funções objetivo no processo de otimização.
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a) b)

Figura 5.23: Exemplo 4, configuração de indutores e forma final, a) primeira formulação,

b) segunda formulação. Linha sólida: Forma em equilíbrio. Linha tracejada: Forma

objetivo. Sinal de adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.24: Exemplo 4, evolução da função objetivo da primeira formulação.
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Figura 5.25: Exemplo 4, evolução da função objetivo da segunda formulação.

Exemplo 5

Neste exemplo é procurada uma distribuição de indutores conveniente para construir

uma barra de seção retangular de área S0 = 4.98. Trinta e seis indutores são considerados,

a intensidade é I = 0.075 e a tensão superficial é σ = 1.0×10−4. Os coeficientes αi = ±1

com o sinal dado pela Figura 5.26.

A Figura 5.27 apresenta as posições dos indutores obtidas para as duas formulações

do problema inverso. A forma em equilíbrio representada na Figura 5.27.b é a solução

do problema direto de superfície livre para a configuração de indutores obtida. As Figu-

ras 5.28 e 5.29 mostram a evolução das funções objetivo no processo de otimização.

Figura 5.26: Exemplo 5, forma objetivo e configuração inicial de indutores. Linha trace-

jada: Forma objetivo. Sinal de adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente negativa.
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a)

b)

Figura 5.27: Exemplo 5, configuração final de indutores e forma final, a) primeira for-

mulação, b) segunda formulação. Linha sólida: Forma em equilíbrio. Linha tracejada:

Forma objetivo. Sinal de adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente negativa.

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

−3

Iteração

F
un

çã
o 

ob
je

tiv
o

Figura 5.28: Exemplo 5, evolução da função objetivo da primeira formulação.
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Figura 5.29: Exemplo 5, evolução da função objetivo da segunda formulação.

Exemplo 6

Este último exemplo considera quarenta e oito indutores e uma forma objetivo de área

S0 = 30.0 mostrada pela Figura 5.30. A intensidade da corrente é I = 0.03, a tensão

superficial é σ = 1.0×10−4 e os coeficientes adimensionados αi = ±1, com o sinal dado

pela Figura 5.30.

A Figura 5.31 apresenta as posições obtidas para os indutores empregando as duas

formulações do problema inverso. As Figuras 5.32 e 5.33 mostram a evolução das funções

objetivo no processo de otimização.

Figura 5.30: Exemplo 6, forma objetivo e configuração inicial de indutores. Linha trace-

jada: Forma objetivo. Sinal de adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente negativa.
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a) b)

Figura 5.31: Exemplo 6, configuração final de indutores e forma final, a) primeira for-

mulação, b) segunda formulação. Linha sólida: Forma em equilíbrio. Linha tracejada:

Forma objetivo. Sinal de adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente negativa.
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Figura 5.32: Exemplo 6, evolução da função objetivo da primeira formulação.
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Figura 5.33: Exemplo 6, evolução da função objetivo da segunda formulação.

Resumo dos resultados

A Tabela 5.1 resume os resultados obtidos para os exemplos considerados. Para cada

exemplo é dado o número de nós da aproximação de elementos lineares do contorno obje-

tivo Γ∗, o número de indutores, o número de iterações feito pelo algoritmo de otimização,

e o valor final da função objetivo. A Tabela 5.1 mostra que o número total de iterações

é similar para as duas formulações em todos os exemplos salvo no Exemplo 6 onde o

número de iterações requerido pela primeira formulação foi menor ao requerido pela se-

gunda. Para fins de comparação, o valor da função objetivo da primeira formulação é

dado na tabela para as duas soluções. Na tabela pode ser observado que a primeira for-

mulação obtém valores menores da função objetivo em todos os exemplos. A vantagem

principal da segunda formulação é a de encontrar soluções similares às encontradas com a

primeira formulação mas com um custo computacional menor, principalmente por causa

da ausência de variáveis de forma. Portanto, a segunda formulação é indicada para encon-

trar uma solução inicial que pode, se necessário, ser melhorada em um processo posterior

utilizando esta solução como ponto inicial para a primeira formulação.
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Tabela 5.1: Resumo dos resultados obtidos para os exemplos de otimização

da posição dos indutores.

Exemplos Primeira formulação Segunda formulação

Nós Indut. IFA OFA IFA OFA∗

Ex1 72 4 27 2.403e−13 24 1.785e−17

Ex2 72 4 19 6.745e−03 21 2.261e−02

Ex3 120 4 20 2.181e−13 35 2.889e−15

Ex4 120 4 20 3.020e−02 27 8.831e−02

Ex5 136 36 400 1.103e−04 192 3.206e−03

Ex6 152 48 400 6.192e−03 400 1.713e+00

IFA: Iterações realizadas pelo FAIPA.

OFA: Função objetivo alcançada pelo FAIPA.

(*): Resultado para a função objetivo da primeira formulação.

5.5 Otimização da forma dos indutores

Neste caso a área da seção transversal dos indutores não é considerada desprezível.

Assim, as seções transversais dos indutores são representadas pelos domínios Θi, como

mostrado pela Figura 5.34.

Figura 5.34: Problema de otimização de forma dos indutores.
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A densidade de corrente elétrica j0 é assumida da forma:

j0 = I

nc∑
i=1

αiχΘi , (5.71)

onde I é uma dada intensidade de corrente, Θi, 1 6 i 6 nc, são domínios em R2, χΘi

são suas funções características, e αi, 1 6 i 6 nc, são coeficientes adimensionados. O

problema inverso consiste em determinar os domínios Θi.

Note que a Eq. (5.71) assume que a densidade de corrente elétrica é uniforme em cada

região Θi. Indutores formados por múltiplos filamentos isolados uns dos outros permitem

o uso da Eq. (5.71) como uma boa aproximação, ver [96]. Esta técnica permite também a

fabricação de indutores de formas específicas.

Neste caso a expressão para a função ϕ1 é:

ϕ1(x) = −µ0I

2π

nc∑
i=1

αi

∫
Θi

ln ‖x− y‖ dΩy . (5.72)

Ela pode ser calculada como uma soma de integrais nos contornos Γi dos domínios Θi.

Considere o campo vetorial w : R2 × R2 → R2 definida como:

w(x, y) = (1/4)(1− 2 ln ‖x− y‖)(x− y) . (5.73)

A divergência de w é divyw = ln ‖x− y‖. Portanto, a Eq. (5.72) fica:

ϕ1(x) = −µ0I

2π

nc∑
i=1

αi

∫
Γi

w · n dΓy . (5.74)

5.5.1 Indutores

A seção transversal dos indutores corresponderá a uma das formas paramétricas re-

presentadas na Figura 5.35. A contribuição de cada indutor à função ϕ1 é calculada pela

Eq. (5.74). O contorno Γi de cada indutor é dividido em elementos lineares para o cálculo

numérico da integral. O vetor de todos os parâmetros de forma dos indutores é denotado

uc. Note que a condição dada pela Eq. (5.5) não é satisfeita de forma automática neste

caso. Para uma densidade de corrente dada pela Eq. (5.71), a condição dada pela Eq. (5.5)

deve ser satisfeita explicitamente impondo:

nc∑
i=1

αi

∫
Θi

dΩ = 0 .
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Chamando SΘ(uc) =
∑nc

i=1 αi
∫

Θi
dΩ, tem-se a restrição de igualdade:

SΘ(uc) = 0 . (5.75)

Figura 5.35: Forma paramétrica da seção transversal dos indutores. 1. indutor retangular

de quatro parâmetros; 2. indutor de seis parâmetros com lados verticais parabólicos; 3.

indutor de seis parâmetros com lados horizontais parabólicos.

5.5.2 Restrições geométricas

Nesta seção é descrito um procedimento para evitar a superposição entre os domí-

nios ocupados pelo metal líquido e pelos indutores. O mesmo consiste em considerar as

seguintes restrições de desigualdade:

ψ(xj) 6 ψ0, ∀xj ∈ X , (5.76)

onde X é um conjunto de pontos escolhidos no contorno dos indutores. A função escalar

ψ se anula no interior do metal líquido e é negativa no exterior. Portanto, escolhendo um

valor negativo para o parâmetro ψ0, a Eq. (5.76) obriga aos pontos xj a permanecerem no

exterior do metal líquido como mostrado na Figura 5.36.

A função ψ proposta é definida pela solução do problema:

∆ψ(x) = 0 in Ω∗ ,

ψ(x) = 0 on Γ∗ ,∫
Γ∗
∇ψ(x) · n dΓ = −1 .

(5.77)
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Figura 5.36: Restrições Geométricas.

De forma similar à função v descrita na Seção 5.2, ψ pode ser calculada como:

ψ(x) = − 1

2π

∫
Γ

q(y) ln ‖x− y‖ dΓ + c , (5.78)

onde q deve satisfazer: ∫
Γ

q(y) dΓ = −1 . (5.79)

De igual forma que na Seção 5.2, uma solução aproximada para q e c pode ser obtida

resolvendo um sistema linear similar ao da Eq. (5.37). A aproximação numérica da função

ψ é obtida empregando a Eq. (5.78).

O valor de ψ0 é definido escolhendo um ponto no exterior do metal líquido e calcu-

lando o valor de ψ nesse ponto. Nas Figuras 5.37 e 5.38 é mostrado o gráfico da função

ψ para dois formas objetivo diferentes.

Definindo ψj(uc) = ψ(xj(uc))−ψ0, todas as restrições geométricas são expressadas

na forma:

ψ(uc) 6 0 . (5.80)

Note que a função ψ foi definida para o domínio objetivo Ω∗. Portanto, no sentido

exato, as restrições dadas pela Eq. (5.76) são suficientes somente para a segunda formu-

lação do problema inverso. No caso da primeira formulação ψ deveria ser definida para
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Figura 5.37: Função ψ para uma forma objetivo aproximadamente retangular.

Figura 5.38: Função ψ para uma forma objetivo similar à letra “T”.

o domínio ΩZ . Nesse caso existe um custo computacional adicional associado ao cálculo

de q e c cada vez que o domínio ΩZ é atualizado. Contudo, para todos os exemplos apre-

sentados na Seção 5.5.4 foi observado que a função ψ definida para o domínio fixo Ω∗ é

suficiente para evitar a superposição dos domínios. A razão é que o domínio ocupado pelo

metal líquido mantém-se muito próximo do domínio objetivo ao longo de todo o processo

de otimização. Somente os indutores experimentam grandes variações de forma, porém,

eles são mantidos afastados da forma objetivo de forma eficaz pelas restrições dadas pela

Eq. (5.76).

5.5.3 Problema discreto

A discretização do domínio ocupado pelo metal líquido é feita da mesma forma que

na Seção 5.4.1. Portanto, a diferença do modelo atual com relação ao descrito na Se-
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ção 5.4.1 consiste unicamente na definição da geometria dos indutores, a restrição na

intensidade total e a restrições geométricas de não superposição dos domínios ocupados

pelos indutores e pelo metal líquido.

Primeira formulação

Neste caso, a versão discreta da primeira formulação do problema inverso fica:

min
uc,z,q,p̄

‖Z(z)‖2
L2(Γ∗) ,

sujeito a:

A(z)q− b(uc, z) = 0 ,

S(z)− S0 = 0 , (5.81)

SΘ(uc) = 0 ,

DE(uc, z,q, p̄) = 0 ,

ψ(uc) 6 0 .

Segunda formulação

Para a segunda formulação a versão discreta do problema inverso fica:

min
uc,q,p̄,p

‖p‖2
L2(Γ∗) ,

sujeito a:

Aq− b(uc) = 0 ,

SΘ(uc) = 0 , (5.82)

DF (uc,q, p̄,p) = 0 ,

ψ(uc) 6 0 .

5.5.4 Exemplos

Vários exemplos são considerados para ilustrar o comportamento das formulações

propostas para o problema inverso. A forma objetivo, a tensão superficial σ, a intensidade

I e os coeficientes adimensionados αi são dados. Os parâmetros, incluindo os valores ψ0

das restrições geométricas, são iguais para todos os exemplos e para as duas formulações

do problema inverso. Os valores iniciais das variáveis de estado q e p̄, as variáveis de
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forma z da primeira formulação e as pressões p da segunda são definidas nulas para todos

os exemplos.

Os algoritmos FAIPA e FDIPA-H são utilizados para resolver os problemas de oti-

mização. Como critério de parada o ponto atual é aceito se a norma das restrições de

igualdade é menor que 1.0 × 10−8, e se um dos valores seguintes, a norma do gradiente

da função lagrangiana ou a norma da direção dαx, é menor que 1.0× 10−5.

Para cada exemplo é mostrada a posição inicial, a forma objetivo e a forma dos in-

dutores obtida pelo algoritmo de otimização. A evolução da função objetivo ao longo

das iterações é mostrada em escala logarítmica para melhor visualização das diferentes

curvas.

Exemplo 1

A forma objetivo deste exemplo é a solução de um problema direto considerando

quatro intensidades concentradas de valor I = 0.1, com o sinal dado pela Figura 5.39.

Ver o Exemplo 1 da Seção 5.4.2.

Quatro indutores de tipo 1, segundo a Figura 5.35, são considerados para o problema

inverso. A superfície da forma objetivo tem área S0 igual a π, a tensão superficial σ é

1.0 × 10−4, a intensidade I é igual a 0.1, e os coeficientes adimensionados αp têm valor

absoluto igual a 4.0 com o sinal dado pela Figura 5.40. Duas configurações para a posição

inicial dos indutores são consideradas como mostrado pela Figura 5.40.

As soluções calculadas coincidem para as duas formulações do problema inverso e

para as duas configurações iniciais. A forma em equilíbrio é praticamente a mesma em

todos os casos, coincidindo perfeitamente com a forma objetivo, sem nenhuma restrição

geométrica ativa na solução. A Figura 5.41 apresenta os indutores obtidos e algumas

curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ. As Figuras 5.42 e 5.43 mostram a

evolução das funções objetivo durante as iterações do algoritmo.
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Figura 5.39: Exemplo 1, forma objetivo em equilíbrio com intensidades concentradas.

Linha sólida: Forma em equilíbrio. Sinal de adição: Corrente positiva. Círculo: Corrente

negativa.

a) b)

Figura 5.40: Exemplo 1, configuração inicial e restrições geométricas dos exemplos Ex1a

e Ex1b, a) exemplo Ex1a. b) exemplo Ex1b. Linha sólida: Curva ψ(x) = ψ0. Linha

tracejada: Forma objetivo. Sinal de adição: Indutor de corrente positiva. Círculo: Indutor

de corrente negativa.
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Figura 5.41: Solução do Exemplo 1, ambas as formulações, forma em equilíbrio e curvas

de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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Figura 5.42: Exemplo 1, evolução da função objetivo da primeira formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.
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Figura 5.43: Exemplo 1, evolução da função objetivo da segunda formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.

Exemplo 2

Neste exemplo a forma objetivo é o quadrado arredondado mostrado pela Figura 5.44.

Quatro indutores de tipo 1 segundo a Figura 5.35 são considerados. A área da forma

objetivo S0 é igual a 3.86 e a tensão superficial σ é igual a 1.0 × 10−4. A intensidade I

é igual a 0.1 e os coeficientes adimensionados αp têm valor absoluto igual a 4.0 com o

sinal dado pela Figura 5.44. Quatro valores diferentes para o parâmetro ψ0 das restrições

geométricas são considerados, estes valores geram quatro problemas diferentes chamados

Ex2a a Ex2d, como mostrado pela Figura 5.44. O exemplo Ex2a corresponde à restrição

dada pela curva mais próxima à forma objetivo enquanto que o exemplo Ex2d corresponde

à curva mais afastada.

Para a primeira formulação, a mesma configuração de indutores foi obtida para to-

dos os casos como mostrado pela Figura 5.45.a; a forma em equilíbrio e algumas cur-

vas de nível da função de fluxo magnético ϕ são apresentadas pela Figura 5.45.b. Para

a primeira formulação, as restrições geométricas não resultaram ativas em nenhum dos

exemplos. Para a segunda formulação, a configuração final de indutores depende do valor

do parâmetro ψ0. Para o maior valor, a Figura 5.46.a apresenta os indutores obtidos e a

Figura 5.46.b mostra a forma em equilíbrio e algumas curvas de nível da função de fluxo

magnético ϕ. A Figura 5.47 mostra o mesmo para o menor valor de ψ0. Ao contrário

da primeira formulação, a segunda posiciona os indutores tão próximos quanto possível
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ao metal líquido. Nos quatro casos as restrições geométricas resultam ativas na solução.

Embora a localização dos indutores é bastante diferente usando uma ou outra formulação,

o valor ótimo da função objetivo da primeira formulação é praticamente o mesmo para

todos os resultados obtidos. A evolução das funções objetivo durante o processo iterativo

é mostrada pelas Figuras 5.48 e 5.49.

Figura 5.44: Exemplo 2, configuração inicial e restrições geométricas dos exemplos Ex2a

a Ex2d. Linha sólida: Curva ψ(x) = ψ0. Linha tracejada: Forma objetivo. Sinal de

adição: Indutor de corrente positiva. Círculo: Indutor de corrente negativa.

a) b)

Figura 5.45: Solução do exemplo Ex2a, primeira formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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a) b)

Figura 5.46: Solução do exemplo Ex2a, segunda formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.

a) b)

Figura 5.47: Solução do exemplo Ex2d, segunda formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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Figura 5.48: Exemplo 2, evolução da função objetivo da primeira formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.
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Figura 5.49: Exemplo 2, evolução da função objetivo da segunda formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.

Exemplo 3

A forma objetivo deste exemplo é o retângulo arredondado mostrado pela Figura 5.50.

Para o problema inverso são considerados oito indutores de tipo 1 segundo a Figura 5.35.

A forma objetivo tem área S0 igual a 7.86, a tensão superficial σ é igual a 1.0 × 10−4, a

intensidade I é igual a 0.1, e os coeficientes adimensionados αp têm valor absoluto igual

a 4.0 com o sinal dado pela Figura 5.50. As soluções para dois valores do parâmetro ψ0,

exemplos Ex3a e Ex3b, são comparadas.

Neste exemplo, a maior diferença entre a solução de uma e outra formulação é o ta-

manho dos indutores localizados à esquerda e à direita do metal líquido. Este tamanho

depende fortemente do valor do parâmetro ψ0 no caso da primeira formulação, fato que

não acontece quando é empregada a segunda formulação. Para o maior valor de ψ0 e para

a primeira formulação, a Figura 5.51.a mostra os indutores obtidos e a Figura 5.51.b apre-

senta a forma em equilíbrio e algumas curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.

As Figuras 5.52.a e 5.52.b mostram o mesmo para a segunda formulação. As Figuras 5.53

e 5.54 apresentam a evolução das funções objetivo durante o processo iterativo.
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Figura 5.50: Exemplo 3, configuração inicial e restrições geométricas para os exemplos

Ex3a e Ex3b. Linha sólida: Curva ψ(x) = ψ0. Linha tracejada: Forma objetivo. Sinal de

adição: Indutor de corrente positiva. Círculo: Indutor de corrente negativa.

a)

b)

Figura 5.51: Solução do exemplo Ex3a, primeira formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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a)

b)

Figura 5.52: Solução do exemplo Ex3b, segunda formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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Figura 5.53: Exemplo 3, evolução da função objetivo da primeira formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.

156



0 5 10 15 20 25 30
10

−14

10
−12

10
−10

10
−8

10
−6

Iteração

F
un

çã
o 

ob
je

tiv
o

 

 

Ex3a
Ex3b
Ex3aH
Ex3bH

Figura 5.54: Exemplo 3, evolução da função objetivo da segunda formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.

Exemplo 4

Este exemplo tem, como única diferença em relação com o anterior, o sinal dos coe-

ficientes αp como mostrado pela Figura 5.55. Para o maior valor do parâmetro ψ0 e para

a primeira formulação, a Figura 5.56.a apresenta os indutores obtidos e a Figura 5.56.b

mostra a forma em equilíbrio e algumas curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ

na solução do problema. As Figuras 5.57.a e 5.57.b apresentam o mesmo para a segunda

formulação. A evolução das funções objetivo durante o processo iterativo é mostrada

pelas Figuras 5.58 e 5.59.

Figura 5.55: Exemplo 4, configuração inicial e restrições geométricas para os exemplos

Ex4a e Ex4b. Linha sólida: Curva ψ(x) = ψ0. Linha tracejada: Forma objetivo. Sinal de

adição: Indutor de corrente positiva. Círculo: Indutor de corrente negativa.
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a)

b)

Figura 5.56: Solução do exemplo Ex4a, primeira formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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a)

b)

Figura 5.57: Solução do exemplo Ex4a, segunda formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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Figura 5.58: Exemplo 4, evolução da função objetivo da primeira formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.
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Figura 5.59: Exemplo 4, evolução da função objetivo da segunda formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.

Exemplo 5

A forma objetivo deste exemplo é o retângulo arredondado mostrado pela Figura 5.60.

Oito indutores são considerados para o problema inverso. Os indutores nos lados superior

e inferior são de tipo 3 segundo a Figura 5.35, enquanto que os localizados sobre os

lados esquerdo e direito são de tipo 1. A forma objetivo tem área S0 igual a 4.99 e a

tensão superficial σ é igual a 1.0 × 10−4. A intensidade I é igual a 0.1 e os coeficientes

adimensionados αp têm valor absoluto igual a 4.0 com o sinal dado pela Figura 5.60.

A Figura 5.61.a apresenta os indutores obtidos e a Figura 5.61.b mostra a forma em

equilíbrio e algumas curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ na solução do pro-

blema. As Figuras 5.62.a e 5.62.b mostram o mesmo para a segunda formulação. A evo-

lução das funções objetivo durante o processo iterativo é apresentada pelas Figuras 5.63

e 5.64.
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Figura 5.60: Exemplo 5, configuração inicial. Linha sólida: Curva ψ(x) = ψ0. Linha

tracejada: Forma objetivo. Sinal de adição: Indutor de corrente positiva. Círculo: Indutor

de corrente negativa.

a)

b)

Figura 5.61: Solução do exemplo Ex5, primeira formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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a)

b)

Figura 5.62: Solução do exemplo Ex5, segunda formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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Figura 5.63: Exemplo 5, evolução da função objetivo da primeira formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.

162



0 5 10 15 20 25 30

10
−12

10
−10

10
−8

10
−6

Iteração

F
un

çã
o 

ob
je

tiv
o

 

 

Ex5
Ex5H

Figura 5.64: Exemplo 5, evolução da função objetivo da segunda formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.

Exemplo 6

Este exemplo é similar ao anterior com a diferença do sinal dos coeficientes αp que,

neste caso, são mostrados pela Figura 5.65. Para o maior valor do parâmetro ψ0 e para

a primeira formulação, a Figura 5.66.a mostra os indutores obtidos e a Figura 5.66.b

apresenta a forma de equilíbrio e algumas curvas de nível da função de fluxo magnético

ϕ. As Figuras 5.67.a e 5.67.b mostram o mesmo para a segunda formulação. Como

as figuras mostram, as soluções obtidas para as duas formulações são muito diferentes

neste caso. Isto mostra que os resultados da segunda formulação devem ser analisados

com cuidado, visto que a sua solução pode ser bem diferente da solução da primeira

formulação. A evolução das funções objetivo durante o processo iterativo é apresentada

pelas Figuras 5.68 e 5.69.

Figura 5.65: Exemplo 6, configuração inicial. Linha sólida: Curva ψ(x) = ψ0. Linha

tracejada: Forma objetivo. Sinal de adição: Indutor de corrente positiva. Círculo: Indutor

de corrente negativa.
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a)

b)

Figura 5.66: Solução do exemplo Ex6, primeira formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.

a)

b)

Figura 5.67: Solução do exemplo Ex6, segunda formulação, a) solução e restrição geo-

métrica, b) forma em equilíbrio e curvas de nível da função de fluxo magnético ϕ.
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Figura 5.68: Exemplo 6, evolução da função objetivo da primeira formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.
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Figura 5.69: Exemplo 6, evolução da função objetivo da segunda formulação. Cinza:

Algoritmo FAIPA. Branco: Algoritmo FDIPA-H.

Resumo dos resultados

A tabela 5.2 resume a informação sobre os exemplos estudados. O número de nós

usado para a aproximação por elementos lineares do contorno Γ∗ da forma objetivo e o

número de indutores são dados. Para cada formulação, o número de iterações feito pelos

algoritmos FAIPA e FDIPA-H são indicados assim como o valor final da função objetivo.

Na tabela 5.2 pode-se ver que o algoritmo FAIPA foi o melhor no caso de utilizar

a primeira formulação do problema inverso. O algoritmo FDIPA-H falha em dois dos
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problemas considerados. No caso da Segunda formulação o FDIPA-H é claramente o

melhor considerando o menor número de iterações feito para vários dos problemas onde

o FAIPA realiza um número de iterações relativamente grande.

Tabela 5.2: Resumo dos resultados obtidos para os exemplos de otimização de forma dos

indutores.

Exemplos Primeira formulação Segunda formulação

Nós Indut. IFA OFA IFH OFH IFA OFA IFH OFH

Ex1a 72 4 59 1.293e−07 13 1.263e−06 18 5.578e−11 16 2.062e−12

Ex1b 72 4 74 4.156e−07 - ERRO 18 1.488e−10 31 2.062e−12

Ex2a 80 4 30 1.733e−04 40 2.703e−04 94 2.339e−08 30 2.338e−08

Ex2b 80 4 30 1.728e−04 21 1.619e−04 332 3.535e−08 24 3.535e−08

Ex2c 80 4 31 1.721e−04 62 1.701e−04 322 4.268e−08 21 4.268e−08

Ex2d 80 4 33 1.688e−04 31 2.542e−04 103 4.731e−08 18 4.731e−08

Ex3a 120 8 26 7.169e−04 31 1.567e−03 21 1.008e−07 27 1.009e−07

Ex3b 120 8 400 4.539e−03 29 4.715e−03 20 1.156e−07 25 1.143e−07

Ex4a 120 8 50 2.170e−02 59 2.197e−02 17 1.282e−07 32 1.273e−07

Ex4b 120 8 16 1.888e−02 - ERRO 14 1.668e−07 77 1.663e−07

Ex5 136 8 47 8.390e−03 99 1.051e−02 30 8.990e−07 30 9.185e−07

Ex6 136 8 400 5.690e−02 14 8.691e−02 329 1.261e−06 48 1.264e−06

IFA: Iterações realizadas pelo FAIPA, OFA: Função objetivo alcançada pelo FAIPA.

IFH: Iterações realizadas pelo FDIPA-H, OFH: Função objetivo alcançada pelo FDIPA-H.
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Capítulo 6

Conclusões

Neste trabalho foi desenvolvido um método para otimização em Engenharia Mecâ-

nica. Este método foi baseado na utilização do MEC para a análise do problema tratado,

na formulação SAND do problema de otimização e na utilização de um Algoritmo de

Ponto Interior baseado na iteração de Newton para resolver o problema discreto. Como

foi mostrado, por causa das características do MEC, da formulação SAND e do Algo-

ritmo de Ponto Interior, o método proposto é especialmente indicado para problemas de

otimização de grande porte em Engenharia Mecânica, nos casos onde a equação de estado

seja não linear ou esteja definida sobre um domínio infinito. Para ilustrar o desempenho

do método de otimização proposto foram estudados os problemas de otimização de forma

em elasticidade linear e o problema inverso em EMC.

No Capítulo 3 foi apresentado um algoritmo de ponto interior e direções viáveis,

aqui chamado FDIPA-H, que baseia-se no algoritmo de otimização FDIPA. O algoritmo

FDIPA-H permite utilizar a matriz hessiana do problema de otimização no lugar da ma-

triz quasi-Newton utilizada pelo algoritmo FDIPA. Por esta razão, o algoritmo FDIPA-H é

conveniente para os problemas de grande porte onde seja possível calcular eficientemente

a matriz hessiana. Como mostrado no Capítulo 4, nesta importante categoria podem ser

citados os problemas de otimização em Engenharia Mecânica, nos quais a formulação

SAND seja utilizada.

O resultado teórico mais importante obtido para o algoritmo FDIPA-H é o Teo-

rema 3.50 do Capítulo 3, que prova que toda subseqüência convergente da seqüência

gerada pelo algoritmo converge para um ponto de Karush-Kuhn-Tucker do problema de

otimização.
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A utilização do algoritmo FDIPA-H na solução dos problemas teste da coleção de

Hock e Schittkowski mostrou que a implementação realizada do algoritmo proposto é,

para este extenso conjunto de problemas de pequeno tamanho, tão robusta quanto as im-

plementações quasi-Newton largamente utilizadas dos algoritmos FDIPA e FAIPA. A so-

lução dos problemas de grande porte da coleção CUTE mostrou que o algoritmo FDIPA-H

é promissor, visto que a implementação realizada apresentou-se muito competitiva quando

comparada com dois dos mais conhecidos programas para otimização não linear, o SQP

KNITRO e o Primal-dual LOQO.

Existem ainda alguns assuntos de pesquisa que deverão ser considerados no futuro

para melhorar a robustez e a eficiência do algoritmo. Com relação à robustez, será im-

portante estudar as técnicas de busca em arco, como a utilizada no algoritmo FAIPA, as

técnicas de ajuste de escala das restrições, assim como as técnicas de redução não monó-

tona da função potencial. Será também relevante estudar uma formulação não viável do

algoritmo, como a implementada no algoritmo LOQO [48], para melhorar o desempenho

nos problemas que não possuam um ponto inicial viável. Por outro lado, será importante

realizar estudos teóricos visando esclarecer o comportamento assintótico do algoritmo.

No Capítulo 4 mostrou-se, através do estudo do problema de otimização de forma em

elasticidade linear, que as matrizes de derivadas primeiras e segundas das funções da for-

mulação SAND, que surgem da aplicação do MEC, podem ser calculadas eficientemente,

ou seja, podem ser calculadas com um custo computacional inferior ao custo de resolução

dos sistemas lineares do algoritmo de otimização. Este resultado é fundamental para a

aplicabilidade do método proposto. É importante salientar que nesse estudo foram consi-

deradas as funções que definem três problemas de otimização diferentes, entre elas as que

definem as tensões e deslocamentos no contorno do domínio do problema, assim como

alguns funcionais definidos como integrais no contorno, como no caso da complacência.

Assim, o método proposto para o cálculo das derivadas apresenta-se suficientemente geral

como para ser utilizado em diversos problemas de otimização estrutural.

Por último, uma aplicação do método proposto ao problema EMC inverso foi apresen-

tada no Capítulo 5. Neste problema um conjunto de indutores elétricos gera um campo

magnético que exerce pressão sobre a superfície de uma coluna de metal líquido. O

problema consiste em encontrar a configuração de indutores de forma tal que a seção

transversal da coluna adquira uma forma predeterminada. No problema EMC inverso
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destaca-se a natureza não linear das equações de equilíbrio, assim como a necessidade

de considerar domínios infinitos. Estas características tornam muito difícil a solução dos

problemas de otimização relativos ao problema inverso em EMC. Porém, utilizando o

método proposto foi possível resolver os problemas considerados.

Outras contribuições mais específicas ao problema EMC foram apresentadas no Capí-

tulo 5. Em primeiro lugar, duas formulações foram propostas para a solução do problema

inverso, isto é, o problema de projetar os indutores elétricos. Na primeira formulação é

minimizada a o deslocamento associado à transformação que vincula a forma objetivo

com a mais próxima forma em equilíbrio. A segunda formulação minimiza a pressão

fictícia necessária para equilibrar a pressão magnética e a tensão superficial na forma

objetivo.

Os exemplos apresentados permitem observar que as duas formulações são efetivas

para projetar os indutores, porém, elas não são equivalentes. A primeira formulação

permitiu encontrar configurações de indutores que fornecem formas em equilíbrio mais

próximas das formas objetivo para quase todos os exemplos. A vantagem principal da

segunda formulação é a de encontrar soluções similares às encontradas com a primeira

formulação mas com um custo computacional menor, principalmente por causa da au-

sência de variáveis de forma. Portanto, a segunda formulação pode ser utilizada para

encontrar uma solução inicial que pode, se necessário, ser melhorada em um processo

posterior utilizando esta solução como ponto inicial para a primeira formulação.

Em segundo lugar, foi apresentada uma técnica geral para satisfazer as restrições ge-

ométricas de não superposição que devem ser consideradas no problema.

Em trabalhos futuros seria interessante estudar a utilização de técnicas de otimiza-

ção topológica para determinar configurações iniciais convenientes para o problema de

otimização de forma dos indutores. Estas técnicas foram utilizadas com sucesso no pro-

blema de otimização de forma em elasticidade linear. No caso do problema de otimização

de forma em EMC alguns exemplos considerados sugerem que a otimização topológica

pode ser igualmente importante que no problema de elasticidade linear, visto que, na oti-

mização de forma, a solução obtida pelo algoritmo de otimização depende fortemente da

configuração inicial de indutores.
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Apêndice A

Resultados obtidos com o FDIPA-H

Tabela A.1: Resultados obtidos para os problemas de Hock e Schittkowski.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres FDIPA FAIPA FDIPA-H FDIPA FAIPA FDIPA-H

1 2 0 41 41 27 1.7608e−23 1.7608e−23 0.0000e+00
2 2 0 14* 14* 11* 4.9412e+00 4.9412e+00 4.9412e+00
3 2 0 16 16 6 4.6564e−12 4.6564e−12 3.0437e−09
4 2 0 6 6 6 2.6667e+00 2.6667e+00 2.6667e+00
5 2 0 8 8 6 −1.9132e+00 −1.9132e+00 −1.9132e+00
6 2 1 11 12 5 1.1511e−25 2.2795e−21 0.0000e+00
7 2 1 12 12 10 −1.7321e+00 −1.7321e+00 −1.7321e+00
8 2 2 7 9 5 −1.0000e+00 −1.0000e+00 −1.0000e+00
9 2 1 7 7 6 −5.0000e−01 −5.0000e−01 −5.0000e−01

10 2 1 29 20 9 −1.0000e+00 −1.0000e+00 −1.0000e+00
11 2 1 11 12 9 −8.4985e+00 −8.4985e+00 −8.4985e+00
12 2 1 20 9 11 −3.0000e+01 −3.0000e+01 −3.0000e+01
13 2 1 34 27 65 1.0030e+00 1.0035e+00 1.0000e+00
14 2 2 11 16 9 1.3935e+00 1.3935e+00 1.3935e+00
15 2 2 12 48 14 3.6038e+02 3.6038e+02 3.6038e+02
16 2 2 7* 7* 6* 2.3145e+01 2.3145e+01 2.3145e+01
17 2 2 31 13 28 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
18 2 2 14 16 10 5.0000e+00 5.0000e+00 5.0000e+00
19 2 2 33 100 29 −6.9618e+03 −6.9618e+03 −6.9618e+03
20 2 3 6* 6* 6* 4.0199e+01 4.0199e+01 4.0199e+01
21 2 1 12 12 9 −9.9960e+01 −9.9960e+01 −9.9960e+01
22 2 2 12 14 11 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
23 2 5 13 15 12 2.0000e+00 2.0000e+00 2.0000e+00
24 2 3 15 13 12 −1.0000e+00 −1.0000e+00 −1.0000e+00
25 3 0 2* 2* 2* 3.2835e+01 3.2835e+01 3.2835e+01
26 3 1 100 43 25 1.5100e−05 4.9718e−11 1.4843e−17
27 3 1 100 21 9 4.0000e−02 4.0000e−02 4.0000e−02
28 3 1 4 4 3 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
29 3 1 22 15 8 −2.2627e+01 −2.2627e+01 −2.2627e+01
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Tabela A.1: Continuação da página anterior.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres FDIPA FAIPA FDIPA-H FDIPA FAIPA FDIPA-H

30 3 1 12 11 8 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
31 3 1 10 14 6 6.0000e+00 6.0000e+00 6.0000e+00
32 3 2 17 17 16 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
33 3 2 15 16 7* −4.5858e+00 −4.5858e+00 −4.0000e+00
34 3 2 19 17 10 −8.3403e−01 −8.3403e−01 −8.3403e−01
35 3 1 8 8 7 1.1111e−01 1.1111e−01 1.1111e−01
36 3 1 14 13 13 −3.3000e+03 −3.3000e+03 −3.3000e+03
37 3 2 18 17 10 −3.4560e+03 −3.4560e+03 −3.4560e+03
38 4 0 21 21 9 3.1462e−18 3.1462e−18 8.5109e−29
39 4 2 17 17 10 −1.0000e+00 −1.0000e+00 −1.0000e+00
40 4 3 8 7 5 −2.5000e−01 −2.5000e−01 −2.5000e−01
41 4 1 16 16 12 1.9259e+00 1.9259e+00 1.9259e+00
42 4 2 10 10 64 1.3858e+01 1.3858e+01 1.3858e+01
43 4 3 18 13 8 −4.4000e+01 −4.4000e+01 −4.4000e+01
44 4 6 22 22 16 −1.5000e+01 −1.5000e+01 −1.5000e+01
45 5 0 24 24 12 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
46 5 2 100 40 25 2.9479e−05 1.8371e−10 1.1731e−16
47 5 3 19 14 11 1.5579e−17 4.2717e−25 0.0000e+00
48 5 2 4 4 3 0.0000e+00 3.6978e−31 0.0000e+00
49 5 2 29 29 12 7.0642e−13 7.0642e−13 7.4825e−12
50 5 3 17 17 11 1.3902e−19 1.3902e−19 1.7256e−31
51 5 3 3 3 3 2.4652e−32 1.2326e−32 0.0000e+00
52 5 3 7 7 3 5.3266e+00 5.3266e+00 5.3266e+00
53 5 3 9 9 5 4.0930e+00 4.0930e+00 4.0930e+00
54 6 1 58* 58* 17 −8.6741e−01 −8.6741e−01 −9.0807e−01
55 6 6 - 7 9 ERRO 6.6667e+00 6.6667e+00
56 7 4 22 16 6 −3.4560e+00 −3.4560e+00 −3.4560e+00
57 2 1 37 41 16 2.8499e−02 2.8501e−02 2.8460e−02
59 2 3 33* 19* 11* −6.7495e+00 −6.7495e+00 −6.7495e+00
60 3 1 9 10 8 3.2568e−02 3.2568e−02 3.2568e−02
61 3 2 - - 7 ERRO ERRO −1.4365e+02
62 3 1 7 7 5 −2.6273e+04 −2.6273e+04 −2.6273e+04
63 3 2 77 11 7 9.6172e+02 9.6172e+02 9.6172e+02
64 3 1 54 31 29 6.2998e+03 6.2998e+03 6.2998e+03
65 3 1 14 16 12 9.5353e−01 9.5353e−01 9.5353e−01
66 3 2 12 13 11 5.1816e−01 5.1816e−01 5.1816e−01
68 4 2 34 29 33 −9.2043e−01 −9.2043e−01 −9.2043e−01
69 4 2 28 13 17 −9.5671e+02 −9.5671e+02 −9.5671e+02
70 4 1 - - - ERRO ERRO ITER
71 4 2 24 16 22 1.7014e+01 1.7014e+01 1.7014e+01
72 4 2 173 86 56 7.2768e+02 7.2768e+02 7.2768e+02
73 4 3 17 17 18 2.9894e+01 2.9894e+01 2.9894e+01
74 4 5 27 16 41 5.1265e+03 5.1265e+03 5.1265e+03
75 4 5 37 23 - 5.1744e+03 5.1744e+03 ITER
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Tabela A.1: Continuação da página anterior.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres FDIPA FAIPA FDIPA-H FDIPA FAIPA FDIPA-H

76 4 3 11 11 9 −4.6818e+00 −4.6818e+00 −4.6818e+00
77 5 2 20 21 9 2.4151e−01 2.4151e−01 2.4151e−01
78 5 3 10 10 7 −2.9197e+00 −2.9197e+00 −2.9197e+00
79 5 3 12 11 7 7.8777e−02 7.8777e−02 7.8777e−02
80 5 3 11 9 7 5.3950e−02 5.3950e−02 5.3950e−02
81 5 3 21 11 6 5.3950e−02 5.3950e−02 5.3950e−02
83 5 6 19 20 20 −3.0666e+04 −3.0666e+04 −3.0666e+04
84 5 6 22 15 18 −5.2803e+06 −5.1127e+06 −5.2803e+06
86 5 10 17 21 12 −3.2349e+01 −3.2349e+01 −3.2349e+01
88 2 1 28 20 24 1.3627e+00 1.3627e+00 1.3627e+00
89 3 1 28 22 33 1.3627e+00 1.3627e+00 1.3627e+00
90 4 1 22 20 26 1.3627e+00 1.3627e+00 1.3627e+00
91 5 1 28 30 31 1.3627e+00 1.3627e+00 1.3627e+00
92 6 1 24 31 37 1.3627e+00 1.3627e+00 1.3627e+00
93 6 2 18 15 12 1.3508e+02 1.3508e+02 1.3508e+02
95 6 4 9 9 8 1.5620e−02 1.5620e−02 1.5620e−02
96 6 4 8 8 8 1.5620e−02 1.5620e−02 1.5620e−02
97 6 4 51* 37* 26* 4.0712e+00 4.0712e+00 4.0712e+00
98 6 4 36* 67 - 4.0712e+00 3.1358e+00 ITER
99 7 2 41 - 5 −8.3108e+08 ERRO −8.3108e+08
100 7 4 35 16 50 6.8063e+02 6.8063e+02 6.8063e+02
101 7 6 58 - 40 1.8098e+03 ERRO 1.8098e+03
102 7 6 - - 44 INICIAL ERRO 9.1188e+02
103 7 6 79 - 52 5.4367e+02 ERRO 5.4367e+02
104 8 6 45 29 18 3.9512e+00 3.9512e+00 3.9512e+00
105 8 1 100 100 97 1.1384e+03 1.1384e+03 1.1384e+03
106 8 6 - - - ITER ITER ITER
107 9 6 13 16 15 5.0541e+03 5.0541e+03 5.0541e+03
108 9 13 23* 19* - −5.0000e−01 −5.0000e−01 INICIAL
109 9 10 - - - ITER ITER ITER
110 10 0 8 8 6 −4.5778e+01 −4.5778e+01 −4.5778e+01
111 10 3 100 100 13 −4.7760e+01 −4.7761e+01 −4.7761e+01
112 10 3 29 29 12 −4.7761e+01 −4.7761e+01 −4.7761e+01
113 10 8 24 26 19 2.4267e+01 2.4267e+01 2.4267e+01
114 10 11 - 100 - ITER −1.7687e+03 ITER
116 13 15 - - - INICIAL INICIAL INICIAL
117 15 5 36 47 21 3.2349e+01 3.2349e+01 3.2349e+01
118 15 29 46 47 22 6.6482e+02 6.6482e+02 6.6482e+02
119 16 8 48 39 31 2.4490e+02 2.4490e+02 2.4490e+02
(*): O algoritmo converge para um ponto diferente do reportado por Hock e Schittkowski [49].
ERRO: Falha por causa do sistema linear singular ou na busca linear.
ITER: Não converge em 100 iterações.
INICIAL: Não encontra ponto inicial viável.
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Tabela A.2: Resultados obtidos para os problemas do CUTE, primeira parte.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres KN LQ FD-H KNITRO LOQO FDIPA-H

artif 5000 5000 112 41 15 1.9499e−13 1.1355e−19 0.0000e+00
arwhead 5000 0 5 23 5 1.3769e−09 1.3096e−09 0.0000e+00
aug2d 20400 9996 - 17 3 ERRO 1.6874e+06 1.6874e+06
aug2dc 20400 10194 - 19 24 ERRO 1.8184e+06 1.8184e+06

aug2dcqp 20400 30594 - 28 - ERRO 6.4982e+06 TEMPO
aug2dqp 20400 30594 - 27 - ERRO 6.2370e+06 TEMPO

bdexp 5000 0 13 33 15 1.7195e−03 4.5495e−10 7.4146e−06
bdqrtic 1000 0 12 13 11 3.9838e+03 3.9838e+03 3.9838e+03
bdvalue 5002 5002 1 8 3 9.9178e−12 9.2947e−12 0.0000e+00
bigbank 2230 1420 38 36 66 −4.2057e+06 −4.2057e+06 −4.2057e+06
biggsb1 1000 0 23 30 32 1.5125e−02 1.5000e−02 1.5001e−02

blockqp1 2005 1001 19 18 20 −9.9649e+02 −9.9650e+02 −9.9650e+02
blockqp2 2005 1001 18 12 18 −9.9609e+02 −9.9510e+02 −9.9610e+02
blockqp3 2005 1001 123 33 20 −4.9749e+02 −4.9750e+02 −4.9750e+02
blockqp4 2005 1001 17 18 19 −4.9809e+02 −4.9810e+02 −4.9810e+02
blockqp5 2005 1001 104 33 58 −4.9749e+02 −4.9750e+02 −4.9749e+02
bloweya 2002 1002 12 76 10 −1.5634e−02 −4.5526e−02 −4.5531e−02
bloweyb 2002 1002 14 138 7 2.7125e−02 −3.0453e−02 −3.0453e−02
bloweyc 2002 1002 7 31 10 −1.3252e−02 −3.0298e−02 −3.0364e−02
bratu1d 1003 2 9 14 20 −8.5189e+00 −8.5189e+00 −8.5189e+00
bratu2d 5184 5184 4 11 4 1.9359e−10 4.6797e−16 0.0000e+00
bratu2dt 5184 5184 4 14 - 8.0199e−05 1.2300e−08 ERRO
bratu3d 4913 4913 5 11 4 9.1027e−13 1.9789e−18 0.0000e+00

broydn3d 10000 10000 7 13 5 2.6310e−13 4.7086e−23 0.0000e+00
broydn7d 1000 0 - - 71 ERRO ERRO 4.6918e+02
broydnbd 5000 5000 10 15 6 1.4422e−16 6.1768e−24 0.0000e+00
brybnd 5000 0 10 15 12 1.4422e−16 6.1768e−24 2.2105e−12

catenary 501 170 - 41 1968 ERRO −3.4840e+05 −3.4840e+05
cbratu2d 1058 1058 1 8 3 4.5931e−12 3.7410e−16 0.0000e+00
chainwoo 1000 0 - 60 23 ERRO 6.3625e+01 4.5728e+00
chenhark 1000 0 646 18 15 −1.9948e+00 −2.0000e+00 −2.0000e+00
clnlbeam 1503 1004 22 119 - 3.4488e+02 3.4488e+02 ITER
clplatea 5041 71 14 10 7 −1.2592e−02 −1.2592e−02 −1.2592e−02
clplateb 5041 71 59 12 6 −6.9882e+00 −6.9882e+00 −6.9882e+00
clplatec 5041 71 3 9 3 −5.0207e−03 −5.0207e−03 −5.0207e−03

corkscrw 9006 7009 - 33 - ERRO 9.0688e+01 ERRO
cosine 10000 0 33 13 7 −9.9990e+03 −9.9990e+03 −9.9990e+03

cragglvy 5000 0 15 17 19 1.6882e+03 1.6882e+03 1.6882e+03
curly10 10000 0 23 18 13 −1.0032e+06 −1.0032e+06 −1.0025e+06
curly20 10000 0 - 18 27 ERRO −1.0032e+06 −1.0026e+06
curly30 10000 0 ? 18 19 −1.0032e+06 −1.0032e+06 −1.0021e+06
cvxbqp1 10000 0 - 18 14 ERRO 2.2502e+06 2.2502e+06
cvxqp1 1000 500 12 29 - 1.0875e+06 1.0875e+06 ITER
cvxqp2 10000 2500 - 25 20 ERRO 8.1842e+07 8.1842e+07
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Tabela A.2: Continuação da página anterior.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres KN LQ FD-H KNITRO LOQO FDIPA-H

cvxqp3 10000 7500 - - - ERRO TEMPO TEMPO
dixmaana 3000 0 8 12 4 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanb 3000 0 7 13 6 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanc 3000 0 9 14 6 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaand 3000 0 10 15 6 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaane 3000 0 36 18 5 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanf 3000 0 ? 18 17 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaang 3000 0 33 20 34 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanh 3000 0 35 22 51 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaani 3000 0 24 18 13 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanj 3000 0 62 22 29 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaank 3000 0 55 24 16 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanl 3000 0 61 24 23 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dqdrtic 5000 0 8 12 3 5.7374e−18 1.3534e−17 6.0779e−62
dqrtic 5000 0 38 64 35 1.1827e−05 1.6546e−17 2.9732e−08

drcav1lq 10816 10816 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
drcav2lq 10816 10816 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
drcav3lq 10816 10816 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
drcavty1 10816 204 - - - TEMPO TEMPO ERRO
drcavty2 10816 204 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
drcavty3 10816 204 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
dtoc1l 14995 10000 - 17 6 ERRO 1.2534e+02 1.2534e+02

dtoc1na 1495 1000 7 14 6 1.2702e+01 1.2702e+01 1.2702e+01
dtoc1nb 1495 1000 6 12 6 1.5938e+01 1.5938e+01 1.5938e+01
dtoc1nc 1495 1000 10 10 50 2.4970e+01 2.4970e+01 2.4970e+01
dtoc1nd 745 500 23 31 2138 1.2644e+01 1.2644e+01 1.3169e+01

dtoc2 5998 4000 5 20 6 5.0868e−01 5.0868e−01 5.3151e−01
dtoc3 14999 10000 - 54 3 ERRO 2.3526e+02 2.3526e+02
dtoc4 14999 10000 - 20 - ERRO 2.8685e+00 TEMPO
dtoc5 9999 5000 5 19 179 1.5337e+00 1.5351e+00 1.5351e+00
dtoc6 9999 5000 13 27 12 1.3485e+05 1.3485e+05 1.3482e+05

edensch 2000 0 9 11 9 1.2003e+04 1.2003e+04 1.2003e+04
eigena2 110 55 70 24 2 1.1538e−05 2.2962e−09 1.2622e−29
engval1 5000 0 10 16 10 5.5487e+03 5.5487e+03 5.5487e+03
fletcbv3 10000 0 - - - ERRO ERRO ITER
fminsrf2 15625 0 - 394 19 ERRO 1.0000e+00 1.0000e+00
fminsurf 1024 0 293 55 17 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
freuroth 5000 0 12 21 7 6.0816e+05 6.0816e+05 6.0816e+05
gausselm 1496 4219 136 - 36 −1.7491e+01 ERRO −1.0000e+00

gilbert 1000 1 33 37 21 4.8203e+02 4.8203e+02 4.8203e+02
gouldqp2 699 349 22 33 25 1.9400e−04 1.8800e−04 1.8801e−04
gouldqp3 699 349 22 23 - 2.0654e+00 2.0652e+00 ITER

hager1 10001 5001 4 10 3 8.8080e−01 8.8080e−01 8.8080e−01
hager2 10001 5001 4 10 3 4.3208e−01 4.3208e−01 4.3208e−01
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Tabela A.2: Continuação da página anterior.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres KN LQ FD-H KNITRO LOQO FDIPA-H

hager3 10001 5001 4 21 3 1.4096e−01 1.4096e−01 1.4096e−01
hager4 10001 5001 - 17 21 ERRO 2.7940e+00 2.7932e+00

hues-mod 10000 2 - 283 - ERRO 3.4824e+07 TEMPO
huestis 10000 2 - 63 - ERRO 3.4824e+11 TEMPO
indef 1000 0 - - - ERRO ERRO ITER

kissing 127 903 87 33 85 8.4464e−01 1.0000e+00 1.0000e+00
ksip 20 1001 33 47 19 5.7580e−01 5.7580e−01 5.7580e−01

liarwhd 10000 0 13 22 13 1.1049e−09 7.9714e−23 0.0000e+00
lminsurf 15625 496 - 148 24 ERRO 9.0000e+00 9.0000e+00
manne 1095 731 - - - TEMPO ERRO ITER

mccormck 50000 0 - 10 10 ERRO −4.5662e+04 −4.5662e+04
morebv 5002 2 1 8 2 9.9198e−12 9.2971e−12 5.8083e−15

mosarqp1 2500 700 28 18 18 −9.5287e+02 −9.5288e+02 −9.5288e+02
mosarqp2 900 600 24 22 17 1.5975e+03 −1.5975e+03 −1.5954e+03

msqrta 1024 1024 48 33 6 7.0868e−12 8.1984e−20 0.0000e+00
msqrtb 1024 1024 47 26 6 4.0102e−11 2.6933e−19 0.0000e+00
nondia 10000 0 5 13 17 5.7555e−10 2.4635e−22 0.0000e+00

nondquar 10000 0 163 24 19 3.1020e−06 7.1767e−11 7.1432e−11
nonscomp 10000 0 - 33 33 ERRO 2.4094e−09 1.9841e−11
optcdeg2 1202 803 29 74 - 2.2959e+02 2.2957e+02 ITER
optcdeg3 1202 803 36 55 - 4.6148e+01 4.6146e+01 ITER
orthrdm2 4003 2000 6 333 - 1.5553e+02 1.0539e+04 TEMPO
orthregc 10005 5000 - 23 - ERRO 1.8959e+02 TEMPO
orthregd 10005 5000 - 442 - ERRO 4.2458e+04 TEMPO
orthrgdm 10003 5000 - 12 - ERRO 1.5138e+03 TEMPO
orthrgds 10003 5000 - 295 - ERRO 2.6035e+04 TEMPO
penalty1 1000 0 46 56 30 9.6862e−03 9.6862e−03 9.6862e−03
pentdi 1000 0 19 20 14 7.4500e−01 −7.5000e−01 −7.5000e−01

porous1 5184 5184 183 40 9 1.6060e−15 7.8150e−13 0.0000e+00
porous2 5184 5184 356 38 10 2.3851e−17 2.1622e−20 0.0000e+00
powell20 1000 1000 55 27 - 5.2146e+07 5.2146e+07 INICIAL

power 1000 0 8 13 3 4.0154e−15 7.2502e−20 1.5109e−56
quartc 10000 0 40 69 38 3.6890e−05 2.4061e−18 3.3382e−08

reading1 10002 5001 - 225 - ERRO −1.6048e−01 TEMPO
reading2 15003 10002 - 24 2 ERRO −1.2582e−02 −2.6444e−03
scon1dls 1002 2 - 292 - TEMPO 4.6155e−20 ITER
scosine 10000 0 - 80 43 ERRO −9.9990e+03 −9.9312e+03

scurly10 10000 0 - 103 31 TEMPO −1.0032e+06 −3.7678e+05
scurly20 10000 0 - 94 93 TEMPO −1.0032e+06 −9.7475e+05
scurly30 10000 0 - 88 89 TEMPO −1.0032e+06 −9.6392e+05
semicon1 1002 1002 - 292 - TEMPO 4.6155e−20 ERRO
semicon2 1002 1002 - 70 34 TEMPO 1.4906e−16 0.0000e+00
sinquad 10000 0 217 70 259 2.2195e−06 6.1655e−12 5.1591e−14
sinrosnb 1000 2000 - 6 2 ERRO −9.9901e+04 −9.9901e+04
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Tabela A.2: Continuação da página anterior.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres KN LQ FD-H KNITRO LOQO FDIPA-H

sipow1 2 10000 - 17 16 ERRO −1.0000e+00 −1.0000e+00
sipow1m 2 10000 - 16 14 ERRO −1.0000e+00 −1.0000e+00
sipow2 2 5001 - 16 15 −1.0000e+00 −1.0000e+00 −1.0000e+00

sipow2m 2 5001 22 16 15 −1.0000e+00 −1.0000e+00 −1.0000e+00
sipow3 4 10000 - 19 12 ERRO 5.3565e−01 5.3569e−01
sipow4 4 10000 - 19 14 ERRO 2.7283e−01 2.7283e−01
sosqp2 20000 10001 - 18 - ERRO −4.9987e+03 TEMPO

sreadin3 10002 5002 - 41 - ERRO −7.3083e−05 TEMPO
srosenbr 10000 0 26 28 21 8.5935e−09 1.3791e−21 1.1155e−26
svanberg 5000 5000 - 20 45 ERRO 8.3614e+03 8.3614e+03

tfi2 3 10001 - 25 44 ERRO 6.4904e−01 6.4904e−01
trainf 20008 10010 - 81 - ERRO 3.1034e+00 TEMPO
trainh 20008 10010 - 92 - ERRO 1.2370e+01 TEMPO
tridia 10000 0 8 12 3 5.2351e−13 9.9931e−19 6.1973e−57
ubh1 18009 12012 - 35 30 ERRO 1.1160e+00 1.1160e+00
ubh5 20010 14013 - 285 24 ERRO 1.1160e+00 3.7200e−01

woods 10000 0 63 48 12 1.3249e−14 4.4737e−22 2.2393e−25
yao 2002 2003 20 202 - 1.8695e+02 1.9770e+02 ITER

ERRO: Falha por causa do sistema linear singular ou na busca linear.
ITER: Não converge em 3000 iterações.
TEMPO: Não converge por superar o limite de tempo de 20 minutos.
INICIAL: Não encontra ponto inicial viável.
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Tabela A.3: Resultados obtidos para os problemas do CUTE, segunda parte.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres SN FD FA SNOPT FDIPA FAIPA

artif 5000 5000 - 16 - TEMPO 0.0000e+00 TEMPO
arwhead 5000 0 - 8 8 TEMPO 0.0000e+00 0.0000e+00
aug2d 20400 9996 - - - TEMPO MEMO MEMO
aug2dc 20400 10194 - - - TEMPO MEMO MEMO

aug2dcqp 20400 30594 - - - TEMPO MEMO MEMO
aug2dqp 20400 30594 - - - TEMPO MEMO MEMO

bdexp 5000 0 - 20 20 TEMPO 2.5293e−05 2.5293e−05
bdqrtic 1000 0 1194 84 84 3.9838e+03 3.9838e+03 3.9838e+03
bdvalue 5002 5002 0 6 6 1.0394e−11 0.0000e+00 0.0000e+00
bigbank 2230 1420 - - - TEMPO ERRO ERRO
biggsb1 1000 0 - - - ERRO TEMPO TEMPO

blockqp1 2005 1001 2008 - - −9.9650e+02 TEMPO TEMPO
blockqp2 2005 1001 2362 - 12 −9.9610e+02 ERRO −9.9610e+02
blockqp3 2005 1001 2015 - - −4.9750e+02 TEMPO TEMPO
blockqp4 2005 1001 2356 - - −4.9810e+02 ERRO ERRO
blockqp5 2005 1001 2021 - - −4.9750e+02 TEMPO TEMPO
bloweya 2002 1002 603 27 27 −8.0400e−06 −4.0188e−02 −4.0188e−02
bloweyb 2002 1002 401 13 13 −3.2458e−20 −2.7205e−02 −2.7205e−02
bloweyc 2002 1002 402 26 26 −3.2080e−05 −2.6972e−02 −2.6972e−02
bratu1d 1003 2 - - - ERRO TEMPO TEMPO
bratu2d 5184 5184 - 11 10 TEMPO 0.0000e+00 0.0000e+00
bratu2dt 5184 5184 - - - TEMPO ERRO TEMPO
bratu3d 4913 4913 - 12 12 TEMPO 0.0000e+00 0.0000e+00

broydn3d 10000 10000 - - - TEMPO MEMO MEMO
broydn7d 1000 0 2867 449 449 3.8234e+00 3.8964e+02 3.8964e+02
broydnbd 5000 5000 - 12 12 TEMPO 0.0000e+00 0.0000e+00
brybnd 5000 0 - 165 165 TEMPO 3.0545e+00 3.0545e+00

catenary 501 170 - - - TEMPO ERRO ERRO
cbratu2d 1058 1058 2417 9 9 2.1754e−08 0.0000e+00 0.0000e+00
chainwoo 1000 0 - 443 443 ERRO 1.0000e+00 1.0000e+00
chenhark 1000 0 - - - ERRO TEMPO TEMPO
clnlbeam 1503 1004 1466 - - 3.5000e+02 ERRO ERRO
clplatea 5041 71 - 1629 1629 TEMPO −1.2592e−02 −1.2592e−02
clplateb 5041 71 - 665 672 TEMPO −6.9882e+00 −7.1311e+00
clplatec 5041 71 - - - TEMPO ITER ITER

corkscrw 9006 7009 46387 - - 9.0688e+01 MEMO MEMO
cosine 10000 0 - 20 20 TEMPO −9.9990e+03 −9.9990e+03

cragglvy 5000 0 - - - TEMPO ERRO ERRO
curly10 10000 0 - - - TEMPO ITER ITER
curly20 10000 0 - - - TEMPO ITER ITER
curly30 10000 0 - - - TEMPO ITER ITER
cvxbqp1 10000 0 10000 - - 2.2502e+06 MEMO MEMO
cvxqp1 1000 500 1593 - - 1.0875e+06 TEMPO TEMPO
cvxqp2 10000 2500 - - - TEMPO MEMO MEMO
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Tabela A.3: Continuação da página anterior.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres SN FD FA SNOPT FDIPA FAIPA

cvxqp3 10000 7500 10217 - - 1.1571e+08 MEMO MEMO
dixmaana 3000 0 3007 8 8 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanb 3000 0 3022 15 15 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanc 3000 0 3028 31 31 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaand 3000 0 3031 39 39 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaane 3000 0 3170 374 374 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanf 3000 0 3169 333 333 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaang 3000 0 3177 203 203 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaanh 3000 0 3130 381 381 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
dixmaani 3000 0 - - - TEMPO ITER ITER
dixmaanj 3000 0 3149 142 142 1.0902e+00 1.1770e+00 1.1770e+00
dixmaank 3000 0 - 130 130 TEMPO 1.5337e+00 1.5337e+00
dixmaanl 3000 0 3293 - - 1.0000e+00 ITER ITER
dqdrtic 5000 0 - 6 6 TEMPO 7.6787e−43 7.6787e−43
dqrtic 5000 0 - 177 177 TEMPO 2.5260e−07 2.5260e−07

drcav1lq 10816 10816 - - - TEMPO MEMO MEMO
drcav2lq 10816 10816 - - - TEMPO MEMO MEMO
drcav3lq 10816 10816 - - - TEMPO MEMO MEMO
drcavty1 10816 204 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
drcavty2 10816 204 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
drcavty3 10816 204 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
dtoc1l 14995 10000 - - - TEMPO MEMO MEMO

dtoc1na 1495 1000 2347 15 15 1.2702e+01 1.2702e+01 1.2702e+01
dtoc1nb 1495 1000 2750 16 16 1.5938e+01 1.5938e+01 1.5938e+01
dtoc1nc 1495 1000 2702 30 28 2.4970e+01 2.4970e+01 2.4970e+01
dtoc1nd 745 500 1070 86 62 1.2502e+01 1.2646e+01 1.2733e+01
dtoc2 5998 4000 4594 - - 5.0868e−01 TEMPO TEMPO
dtoc3 14999 10000 11271 - - 2.3541e+02 MEMO MEMO
dtoc4 14999 10000 - - - TEMPO MEMO MEMO
dtoc5 9999 5000 - - - TEMPO MEMO TEMPO
dtoc6 9999 5000 - - - TEMPO MEMO TEMPO

edensch 2000 0 2035 41 41 1.2003e+04 1.2003e+04 1.2003e+04
eigena2 110 55 197 - - 1.7785e−12 TEMPO TEMPO
engval1 5000 0 - 34 34 TEMPO 5.5487e+03 5.5487e+03
fletcbv3 10000 0 - - - TEMPO ERRO ERRO
fminsrf2 15625 0 - 496 496 TEMPO 1.0000e+00 1.0000e+00
fminsurf 1024 0 1337 214 214 1.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
freuroth 5000 0 - - - TEMPO ERRO ERRO
gausselm 1496 4219 2321 - - −1.0000e+00 TEMPO TEMPO

gilbert 1000 1 1046 51 51 4.8203e+02 4.8203e+02 4.8203e+02
gouldqp2 699 349 456 - - 1.8875e−04 TEMPO TEMPO
gouldqp3 699 349 469 - - 2.0652e+00 TEMPO TEMPO

hager1 10001 5001 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
hager2 10001 5001 - 16 16 TEMPO 4.3208e−01 4.3208e−01
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Tabela A.3: Continuação da página anterior.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres SN FD FA SNOPT FDIPA FAIPA

hager3 10001 5001 - 16 16 TEMPO 1.4096e−01 1.4096e−01
hager4 10001 5001 - - - TEMPO MEMO MEMO

hues-mod 10000 2 - - - TEMPO MEMO MEMO
huestis 10000 2 - - - TEMPO MEMO MEMO
indef 1000 0 - - - ERRO ERRO ERRO

kissing 127 903 - 12 16 ERRO 1.0000e+00 1.0000e+00
ksip 20 1001 2438 42 42 5.7580e−01 5.7580e−01 5.7580e−01

liarwhd 10000 0 - 19 19 TEMPO 3.7114e−20 3.7114e−20
lminsurf 15625 496 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
manne 1095 731 729 - - −9.7457e−01 ERRO ERRO

mccormck 50000 0 - - - TEMPO MEMO MEMO
morebv 5002 2 0 2 2 1.0395e−11 1.0392e−11 1.0392e−11

mosarqp1 2500 700 4578 24 24 −9.5288e+02 −9.5288e+02 −9.5288e+02
mosarqp2 900 600 2574 183 161 −1.5975e+03 −1.5954e+03 −1.5954e+03

msqrta 1024 1024 - - - ERRO ERRO ERRO
msqrtb 1024 1024 - - - ERRO ERRO ERRO
nondia 10000 0 - 21 21 TEMPO 1.1552e−22 1.1552e−22

nondquar 10000 0 - 2047 2047 TEMPO 2.6077e−06 2.6077e−06
nonscomp 10000 0 - - - TEMPO MEMO MEMO
optcdeg2 1202 803 2902 - - 2.2957e+02 TEMPO TEMPO
optcdeg3 1202 803 2778 - - 4.6146e+01 TEMPO TEMPO
orthrdm2 4003 2000 4023 - - 1.5553e+02 ERRO ERRO
orthregc 10005 5000 - - - TEMPO TEMPO TEMPO
orthregd 10005 5000 - - - TEMPO ERRO ERRO
orthrgdm 10003 5000 - - - TEMPO TEMPO ERRO
orthrgds 10003 5000 - - - TEMPO ERRO ERRO
penalty1 1000 0 1170 69 - 9.6863e−03 9.6862e−03 ITER
pentdi 1000 0 4 - - −7.5000e−01 TEMPO TEMPO

porous1 5184 5184 - - - TEMPO ERRO TEMPO
porous2 5184 5184 - 15 - TEMPO 0.0000e+00 TEMPO
powell20 1000 1000 501 11 11 5.2146e+07 6.0275e−07 1.5159e−06

power 1000 0 2626 1527 1527 2.5732e−16 2.1904e−16 2.1904e−16
quartc 10000 0 - 192 192 TEMPO 1.3784e−07 1.3784e−07

reading1 10002 5001 - - - TEMPO MEMO MEMO
reading2 15003 10002 17172 - - −8.1409e−03 MEMO MEMO
scon1dls 1002 2 - - - ERRO TEMPO TEMPO
scosine 10000 0 - - - TEMPO ERRO ERRO

scurly10 10000 0 - - - TEMPO ERRO ERRO
scurly20 10000 0 - - - TEMPO ERRO ERRO
scurly30 10000 0 - - - TEMPO ERRO ERRO
semicon1 1002 1002 - - - ERRO ERRO ERRO
semicon2 1002 1002 - - - ERRO ERRO ERRO
sinquad 10000 0 - 297 297 TEMPO 8.8351e−13 8.8351e−13
sinrosnb 1000 2000 0 2 2 −9.9901e+04 −9.9901e+04 −9.9901e+04
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Tabela A.3: Continuação da página anterior.

Problema Iterações Objetivo
prob nvar nres SN FD FA SNOPT FDIPA FAIPA

sipow1 2 10000 850 - - −1.0000e+00 MEMO MEMO
sipow1m 2 10000 851 - - −1.0000e+00 MEMO MEMO
sipow2 2 5001 739 11 24 −1.0000e+00 −1.0000e+00 −1.0000e+00

sipow2m 2 5001 739 11 18 −1.0000e+00 −1.0000e+00 −9.9999e−01
sipow3 4 10000 75 - - 5.3565e−01 MEMO MEMO
sipow4 4 10000 20 - - 2.7283e−01 MEMO MEMO
sosqp2 20000 10001 - - - TEMPO MEMO MEMO

sreadin3 10002 5002 - - - TEMPO MEMO MEMO
srosenbr 10000 0 - 36 36 TEMPO 9.3799e−22 9.3799e−22
svanberg 5000 5000 - - - TEMPO MEMO MEMO

tfi2 3 10001 62 - - 6.4903e−01 MEMO MEMO
trainf 20008 10010 - - - TEMPO MEMO MEMO
trainh 20008 10010 - - - TEMPO MEMO MEMO
tridia 10000 0 - 1098 1098 TEMPO 1.3632e−14 1.3632e−14
ubh1 18009 12012 - - - TEMPO MEMO MEMO
ubh5 20010 14013 - - - TEMPO MEMO MEMO

woods 10000 0 - 29 29 TEMPO 5.6261e−14 5.6261e−14
yao 2002 2003 2 - - 2.7313e+02 TEMPO TEMPO

ERRO: Falha por causa do sistema linear singular ou na busca linear.
ITER: Não converge em 3000 iterações.
TEMPO: Não converge por superar o limite de tempo de 20 minutos.
INICIAL: Não encontra ponto inicial viável.
MEMO: Supera a capacidade de memória do computador.
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