Capitulo 1

Teoria axiomatica de conjuntos

En este capitulo se presenta la teoria axiomdtica de conjuntos, siguiendo el sistema de
axiomas de Zermelo y Fraenkel (ZF).

Introduccion

Histéricamente, la teoria de conjuntos surgié en los afios 1870 a partir de los trabajos de
Georg CanToR (1845-1918) en Andlisis. Al estudiar las propiedades de las series trigonométri-
cas, Cantor fue conducido a introducir nimeros enteros mas allad de los enteros naturales: los
numeros ordinales. En este estudio, Cantor también descubrié que los conjuntos infinitos de
numeros reales no tienen todos el mismo “tamafio”; es asi que introdujo la jerarquia (infinita)
de los cardinales infinitos y que empez6 a estudiar la nocién de conjunto en si misma, con el fin
de clasificar los conjuntos infinitos. En particular, enunci6 en 1878 su conjetura mas notable,
la hipotesis del continuo, que fue resuelta s6lo en 1963 por Paul Conen (1934-2007, medalla
Fields 1966), basdndose en trabajos anteriores de Kurt GOpeL (1906—1978).

Répidamente, Cantor y sus sucesores entendieron que la nocién de conjunto era tan general
que permitia reconstruir todos los objetos matematicos conocidos como conjuntos puros. En
1872, Richard Depekinp (1831-1916) ya habia realizado un paso notable, mostrando cémo re-
construir los nimeros reales como conjuntos particulares de niimeros racionales: las cortaduras
de Dedekind. La teoria de conjuntos asi permitia realizar un suefio antiguo de los matemaéticos:
unificar todas las ramas de la matemdtica en una teorfa tinica'.

Sin embargo, la teoria de conjuntos naciente todavia contenia paradojas (en particular: la
paradoja de Buralli-Forti, 1897), que se trataba de eliminar mediante una axiomatizacién ade-
cuada. La primera axiomatizacion de la teoria de conjuntos fue propuesta en 1903 por Gottlob
FrEGE (1848-1925) —el fundador de la l6gica moderna, a quién se debe el cdlculo de pre-
dicados. Desgraciadamente, esta primera axiomatizacion era inconsistente, como lo mostré
Bertrand RusseLL (1872—-1970). Una axiomatizacion corregida fue propuesta en 1908 por Ernst
ZERMELO (1871-1953) —a quién se debe notablemente el axioma de eleccion— y completada
en 1922 por Abraham FRAENKEL (1891-1965) y Thoralf SkoLem (1887-1963) —que introdu-
jeron independientemente el esquema de reemplazo. Asi naci6 la teoria de conjuntos moderna,
dicha de Zermelo-Fraenkel (notacion: ZF).

'De hecho, la teorfa de conjuntos no es el tinico marco unificador posible. También se puede basar la matema-
tica sobre la teoria de tipos (Russell 1910, Martin-Lof 1984), cuyos objetos fundamentales son las funciones.
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Hoy no se sabe si la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel es consistente 0 no —y no
se puede demostrar que es consistente en razén de los limites fundamentales puestos por el
segundo teorema de incompletitud de Godel (1931)—, pero en casi cien afios de existencia,
nunca se encontré ninguna contradiccién en dicha teorfa.

1.1. Conceptos primitivos

1.1.1. El universo %/ de los conjuntos

En lo siguiente, se trabaja adentro de un universo % no vacio (en el sentido intuitivo),
cuyos objetos se llaman conjuntos. Evitaremos decir que el universo %/ es un conjunto, pues
los conjuntos son por definicién los objetos adentro de %/, que no hay que confundir con el
propio universo 7%/ . En lugar de eso, diremos a veces que % es la coleccion o la clase de todos
los conjuntos, usando aquellas expresiones con su sentido intuitivo.

La estructura del universo % se describe mediante dos relaciones primitivas:

= Larelacion de igualdad x = y («x es igual a y»), que se rige por las reglas usuales de la
igualdad en matematica (véase Seccion 1.1.3).

= La relacién de pertenencia x € y («x pertenece a y»), que se rige por los axiomas de
Zermelo y Fraenkel dados en las Secciones 1.2—1.7 més abajo.

Ast, la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel es una teoria de conjuntos puros en la cual
sOlo se manipulan conjuntos; y cuando se escribe x = y o x € y, se entiende implicitamente que
los dos objetos x, y son conjuntos. En particular, la relacion de pertenencia x € y es una relacién
entre dos conjuntos, lo que significa que por disefio, los elementos de un conjunto sélo pueden
ser (otros) conjuntos, y esto recursivamente. En la prictica, esta restriccién no hace ningin
problema, pues veremos que todos los objetos matematicos usuales (los enteros, los reales, las
n-uplas, las funciones, etc.) se pueden reconstruir como conjuntos puros adentro de % . De tal
modo que el universo % pueda ser considerado mas generalmente como el universo de todos
los objetos matematicos, y la palabra conjunto como sinénimo de objeto matemdtico.

1.1.2. Ellenguaje de la teoria de conjuntos

En la teoria de conjuntos, s6lo se consideran aserciones matematicas —o férmulas— cons-
truidas a partir de las dos relaciones primitivas x = y y x € y mediante las conectivas logicas
= (negacion), A (conjuncion), V (disyuncién), = (implicacién) y & (equivalencia 16gica), asi
como los cuantificadores V (universal) y 3 (existencial), cuyo dominio de cuantificacion es
implicitamente el universo %/ entero. Todas las otras notaciones de la teoria de conjuntos (y
mads generalmente de la matemadtica) estdn definidas a partir de este lenguaje de base mediante
abreviaturas adecuadas. Por ejemplo, se definen las versiones negadas de la igualdad y de la
pertenencia por:

x#ty = a(x=y) y x¢y = -(x€y)

Y las dos cuantificaciones restringidas a un conjunto a estdn definidas por

Vxea) d(x)
(Axea) d(x)

Yx(x €a= ¢(x)) («para todo x en a, ¢(x)»)
dx(x € a A ¢(x)) («existe x en a tal que ¢(x)»)
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donde ¢(x) es cualquier férmula (del lenguaje de la teoria de conjuntos) que depende de x. Asi,
cada asercion matematica, como por ejemplo la asercién

existe un cuerpo totalmente ordenado completo,

se puede desplegar en una férmula del lenguaje de base, en general muy larga.

1.1.3. Reglas de la igualdad

En la teoria de conjuntos como en cualquier teoria matematica, la relacion de igualdad x = y
estd regida por las dos reglas introducidas por Gottfried Lemniz (1646—-1716):

» El principio de identidad, que expresa que todo objeto es igual a s mismo:

IDENTIDAD VYx(x=x)

= El principio de sustitucion de los iguales, que expresa que dos objetos iguales cumplen
las mismas propiedades, es decir:

SUSTITUCION VxVy(x =y A d(x) = ¢(y)
donde ¢(x) es cualquier férmula del lenguaje que depende de la variable x.

Cabe destacar que en el esquema anterior, la férmula ¢(x) puede depender de otras variables,
que tienen un papel de pardmetros, y que estan implicitamente cuantificadas universalmente.
Las reglas de la igualdad implican en particular que:

Proposicion 1.1 (Relacion de equivalencia). La igualdad es una relacion de equivalencia:

(Reflexividad) Vx(x=x)
(Simetria) VxVy(x=y=>y=Xx)
(Transitividad) YxVyVz(x=yAy=z=x=2)

Demostracion. (Reflexividad) Es dada por la regla de identidad.

(Simetria) Sea la féormula ¢(x) = x = z, parametrizada por un conjunto z cualquiera. Por la
regla de sustitucion, tenemos que x = y A x = z = y = z. Como esta férmula vale para todo z,
se puede sustituir z por x, lo que nos da: x = y A x = x = y = x. Pero como x = x siempre se
cumple (principio de identidad), la férmula anterior se simplificaenx =y = y = x.

(Transitividad) Ya vimos que x = y A x = z = y = z para todos x, y, z (por el principio de
sustitucion), es deciry = x Ay = z = x = z (intercambiando las variables x e y). Usando la
simetria de la igualdad entre x e y, se deduce que x =y Ay =z = x = z. O

1.2. Axioma de extensionalidad

1.2.1. Motivacion

La regla de sustitucion de los iguales expresa que dos conjuntos iguales cumplen las mismas
propiedades, lo que implica en particular que tienen los mismos elementos:

YaV¥bla=b = Yx(x€a © x € b)].

En cambio, la reciproca de este teorema no es consecuencia de las reglas de la igualdad; es la
razon por la cual dicha reciproca constituye el primer axioma de la teoria de conjuntos:

11



Axioma 1 (Extensionalidad). Dos conjuntos que tienen los mismos elementos son iguales:
YaV¥b[Vx(x€a o xeb) = a=>].
Intuitivamente, el axioma de extensionalidad expresa que un conjunto sélo depende de su

«contenido», y no del modo en que esté construido (el «continente»)?.

1.2.2. Relacion de inclusion
En la teoria de conjuntos, la relacion de inclusion a C b estd definida mediante la abreviatura
aCh =Vx(xea=>xeb).
Se demuestra que:

Proposicion 1.2 (Orden de inclusion). La inclusion es una relacion de orden:

(Reflexividad) Va(a C a)
(Transitividad) YaVbVc(aCbAbCc=aCc)
(Antisimetria) YaVb¥c(aCbAbCa= a=D>b)

Demostracion. Las propiedades de reflexividad y de transitividad son obvias (las férmulas co-
rrespondientes son tautologias del cdlculo de predicados), mientras la propiedad de antisimetria
sigue inmediatamente del axioma de extensionalidad. O

De hecho, la propiedad de antisimetria de la inclusion es tautolégicamente equivalente al
axioma de extensionalidad, que también hubiéramos podido formular asi:

Axioma 1 (Extensionalidad). La relacion de inclusion es antisimétrica.

YaVb(aCbAbCa=a=Db).

1.2.3. Predicados colectivizantes

Se recuerda que un predicado es una férmula ¢(x) que depende de una variable x distin-
guida. (Tal férmula puede depender de otras variables, que tienen un papel de pardmetros.) Se
dice que un predicado ¢(x) es colectivizante cuando existe un conjunto cuyos elementos son
exactamente los objetos x del universo que cumplen la propiedad ¢(x):

@(x) colectivizante = daVx(x € a © ¢(x)).

Es claro que:

2Es ficil imaginar una teorfa de conjuntos que no satisface la propiedad de extensionalidad: por ejemplo, una
teorfa de conjuntos «coloreados» donde cada conjunto lleva un color ademds de su contenido, de tal modo que se
pueda construir dos conjuntos distintos con el mismo contenido, tifiéndolos con distintos colores. Los informaticos
conocen muy bien este problema, pues la casi totalidad de los métodos de representacién de los conjuntos finitos en
la méaquina (por ejemplo: con listas finitas o drboles finitos) permiten representar el mismo conjunto de diversas
maneras, lo que necesita trabajar a través de una relacién de equivalencia adecuada con el fin de ignorar las
diferencias de representacion. El mismo problema aparece en la teoria de modelos, donde muchos modelos de la
teoria de conjuntos (por ejemplo: los modelos de P-nombres en forcing) naturalmente vienen sin la propiedad de
extensionalidad. De nuevo, se necesita cocientar tales modelos con la relacién de equivalencia adecuada, con el
fin de restaurar la propiedad perdida.
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Proposicion 1.3 (Unicidad). Si un predicado ¢(x) es colectivizante, entonces el conjunto a tal
que Vx (x € a & ¢(x)) es tinico, se escribe {x : ¢(x)}.

Demostracion. Sean dos conjuntos a y a’ tales que Vx(x € a © ¢(x)) y Vx(x € d’ & ¢(x)).
Esto implica que Vx (x € a & x € a’), luego a = a’ por extensionalidad. O

Recordemos que la nocién de conjunto fue introducida en matemética con el fin de mani-
pular los predicados como «ciudadanos de primera clase», mediante el mecanismo que asocia
a cada predicado ¢(x) el conjunto {x : ¢(x)}. Gracias a este mecanismo de cosificacion, el con-
junto {x : ¢(x)} se puede manipular como cualquier objeto matemadtico, y se puede estudiar
mediante nuevos predicados, que también se pueden cosificar, con el fin de ser estudiados por
otros predicados, etc.’ Desgraciadamente, no se puede adoptar tal mecanismo de cosificacién
sin restricciones, pues existen predicados no colectivizantes:

Ejemplos 1.4 (Predicados colectivizantes y no colectivizantes).

(1) Dado un conjunto a cualquiera, es claro que el predicado ¢(x) = x € a (parametrizado
por a) es colectivizante, ya que a = {x : x € a}.

(2) Sea ¢(x) el predicado definido por ¢(x) = x ¢ x. Este predicado (debido a Russell) no es
colectivizante, porque si existiera un conjunto a tal que

Vx(x€ea& x¢x),

tendriamos en particular que a € a & a ¢ a, lo que es absurdo.*

Asi, la primera tarea de una teoria de conjuntos es definir cudles predicados son colec-
tivizantes sin poner en peligro la consistencia de la teorfa, mediantes axiomas de existencia
adecuados. Es precisamente el objeto de los axiomas de ZF que siguen.

1.3. Axioma de pares

Il
S

El primer axioma de existencia de ZF expresa que el predicado ¢(x) = x = a V x
(parametrizado por dos objetos a, b cualesquiera) es colectivizante:

Axioma 2 (Pares). Para todos objetos a y b, existe un conjunto cuyos elementos son a 'y b:
YaVbdc(xece x=aVvx=Db).

El conjunto c es tnico (por extensionalidad); se llama el par no ordenado formado por a
y b, y se escribe {a, b} (enlugarde {x: x =a VvV x = b}).

Se dice que el par {a, b} es no ordenado pues cumple la igualdad {a, b} = {b, a}, que resulta
de que ambos conjuntos tienen los mismos elementos. Mds generalmente, se demuestra que:

3Desde el punto de vista de la 16gica, una teorfa de conjuntos sirve esencialmente para transformar objetos de
orden superior —es decir: predicados sobre predicados sobre predicados, etc.— en objetos de primer orden.

“Histéricamente, la primera axiomatizacién de la teorfa de conjuntos por Frege (1903) sélo contenia el axio-
ma de extensionalidad y un esquema de axiomas que permitia construir el conjunto {x : ¢(x)} para cualquier
predicado ¢(x). Su inconsistencia fue demostrada por Russell usando el contraejemplo anterior.
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Proposicion 1.5 (Igualdad entre pares). Para todos a, b, ¢, d:
{a,b} ={c,d} © (a=cAb=d)yV(a=dAb=rc).

Demostracion. (<) Enel caso donde a = cy b = d, tenemos que {a, b} = {c, d} (por sustitu-
cion de los iguales). Y en el caso donde a = d y b = ¢, tenemos que {a, b} = {d, ¢} (idem), lo
que implica que {a, b} = {c, d} (pues {d, c} = {c, d}).

(=) Supongamos que {a, b} = {c, d}. De esta hipétesis, se deduce que:

m gc{cd}, entoncesa=cVa=d,

m c€{a,b},entoncesc=aVc=b;

{c,d}

m belc,d},entoncesb=cVb=d,
{a, b}
{a, D}

m de{a,b},entoncesd =aVvd=h.
Asi se obtiene una conjuncion de cuatro disyunciones, cada una con dos alternativas:

(a=cvVa=d)ANb=cVvb=d)AN(c=aVc=b)V(d=aVvd=D>b)

Distribuyendo las disyunciones con las conjunciones, se distinguen los siguientes 16 casos:

(1) a=cAb=cAc=aArd=a 9 a=dAb=cAc=ard=a
2) a=cAb=cAc=anrnd=Db (10) a=dAb=cAc=anrnd=b
B) a=cAb=cAc=bAd=a (11) a=dAb=cAc=bAd=a
@) a=cAb=cAc=bAd=b (12) a=dAb=cAc=bAd=Db
5) a=cAb=dAc=aNrnd=a (13) a=dAb=dAc=ard=a
6) a=cAb=dAc=and=Db (14) a=dAb=dAc=ard=b
(7) a=cAb=dAc=bAd=a (15) a=dAb=dAc=bArd=a
B a=cAb=dAc=bAd=Db (16) a=dAb=dANc=bAd=0b

Luego se observa que:

= En el caso (6), sededucequea =cA b =d.
= Enelcaso (11), se deducequea=d A b =c.

= En todos los otros casos, se deduce que a = b = ¢ = d, lo que implica trivialmente que
(a=cAb=d)V (a=dAb = c)(ambas alternativas son verdaderas).

Al final, tenemos que (a = c Ab =d)V (a =d A b = ¢) en todos los casos. O

1.3.1. Conjuntos unitarios

Dado un objeto a cualquiera, el axioma de pares implica que el predicado ¢(x) = x = a
(equivalente a x = a V x = a) es colectivizante. Luego, existe un (tinico) conjunto cuyo dnico
elemento es a; se llama el conjunto unitario formado por a 'y se escribe {a}. Por construccion,
tenemos que {a} = {a,a}, y es claro que {a} = {b} si y s6lo si a = b paratodos ay b.
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1.3.2. El par ordenado

Dados dos objetos a y b cualesquiera, se define el par ordenado (a, b) a partir del par no
ordenado (y del conjunto unitario) por’

(PAR ORDENADO) (a,b) = {{a},{a,b}}.

El interés de tal definicion es que rompe la simetria entre a y b, lo que permite mantener el
orden entre las dos componentes a y b:

Proposicion 1.6 (Igualdad entre pares ordenados). Para todos a, b, ¢, d:
(a,b)=(c,d) © a=cANb=d.

Demostracion. (<) Obvio, por sustitucion de los iguales.
(=) Supongamos que (a,b) = (c,d), es decir: {{a}, {a, b}} = {{c},{c,d}}. Segin la Prop. 1.5
aplicada a la igualdad anterior, se distinguen dos casos:

» {a} ={c}y{a,b} ={c,d}. Laprimeraigualdad implica que a = c. Aplicando de nuevo
la Prop. 1.5 a la segunda igualdad {a, b} = {c, d}, se distinguen los siguientes casos:
e a=cyb=d. Esloquequeriamos demostrar.
ea=dyb=c. Comoa=c,tenemosquea =>b=c=d,entoncesa=cyb=d.

» {a} ={c,d} y{a,b} = {c}. Estoimplicaquea=b=c=d,luegoa=cyb =d.
En todos los casos, tenemos que a = cy b =d. O

Mis generalmente, se definen las ternas ordenadas, las cuadruplas, etc. por

(x,y,2) = (x,(y,2), (x,y,z,u) = (x,(y, (z, ), etc.

1.4. El esquema de comprension

El siguiente axioma de ZF no es estrictamente hablando un axioma, pero un esquema de
axiomas, que define un axioma particular para cada predicado ¢(x):

Axioma 3 (Esquema de comprensién). Para todo conjunto a, existe un conjunto b cuyos ele-
mentos son los elementos x € a que cumplen ¢(x):

VYadbVx(xeb & xeaA ¢d(x))

(donde ¢(x) es cualquier predicado de la teoria de conjuntos).

El conjunto b definido asi es tnico, y se escribe {x € a : ¢(x)}.

Intuitivamente, el esquema de comprension expresa que la interseccion (en el sentido intui-
tivo) entre un conjunto a y una clase (definida por un predicado ¢(x)) forma un conjunto. Més
generalmente, el esquema de comprension permite demostrar que cualquier clase incluida (en
el sentido intuitivo) en un conjunto forma un conjunto:

SEsta definicién del par ordenado es debida a Kazimierz Kuratowski (1886—1980).
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Proposicion 1.7 (Criterio de colectivizacion). Un predicado ¢(x) es colectivizante si 'y solo si
existe un conjunto a que contiene (al menos) todos los objetos x que cumplen ¢(x):

d(x) colectivizante & daVx(p(x) = x€a).

Demostracion. (=) Siel predicado ¢(x) es colectivizante, entonces el conjunto a = {x : ¢(x)}
satisface obviamente la propiedad deseada.

(<) Supongamos que a es tal que Vx (¢(x) = x € a). Por comprension, se define el conjunto
a ={xe€a: ¢(x)},y se verifica inmediatamente que a’ = {x : ¢(x)}. O

Una consecuencia importante del resultado anterior es que:
Corolario 1.8. No existe ningiin conjunto de todos los conjuntos:
=AU Vx(x e U).

Demostracion. En efecto, si existiera tal conjunto U, cualquier predicado seria colectivizante,
incluso el predicado de Russell ¢(x) = x ¢ x, lo que es absurdo. O

1.4.1. Diferencia conjuntista y conjunto vacio

Dados dos conjuntos a y b, se define la diferencia conjuntista a — b por
a-b = {x€ea:x¢b}.

En el caso particular donde a = b, se observa que el conjunto a — a es vacio, en el sentido
que para todo x, tenemos que x ¢ (a — a). Ademds, como a —a = b — b para todos a 'y b
(por extensionalidad), el conjunto vacio a — a no depende de a, y se escribe &. Otra definicion
posible (y equivalente) del conjunto vacioes @ :={x € a : x # x}.

El conjunto vacio es el conjunto més pequefio del universo en el sentido de la inclusién, y
tenemos que & C a para todo conjunto a. En particular, la inclusién a € & implica la igualdad
a = @ (por antisimetria). Mas generalmente, para todos a y b tenemos la equivalencia:

a—-b=0 © acCh.

1.4.2. Interseccion

Dados dos conjuntos a y b, se define la interseccion binaria a N b por
anb = {x€ea:xeb}.
Se verifica facilmente que la operacion a N b es idempotente, conmutativa y asociativa:
anNa=a, anb=bnNa, (anb)ync=an®Bnec).

Ademads el conjunto vacio es elemento absorbente: aN @ =20 Na= .
Mis generalmente, si a es un conjunto (de conjuntos) no vacio, se llama interseccion de
todos los elementos de a 'y se escribe () a al conjunto definido por:

ﬂa = {x: (Vyea)x €y)}.

El conjunto () a existe por la Prop. 1.7, pues la coleccion definida por el predicado ¢(x) =
(Vy€ea)(x € y) estd incluida en cualquier elemento del conjunto a, que es no vacio por hipé-
tesis. Por otro lado, cuando a = &, el predicado ¢(x) = (Vy e D)(x € y) no es colectivizante (se
cumple para todos los objetos del universo) y la interseccion () & no existe.
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aUa = a anNna = a

aUb = bUa anb = bNa
(@aub)Uc = au(bUc) (anb)ync = anbnec)
(anb)Uc = (aUc)Nn(bUc) (auUbync = (anc)U(bnec)
(auUb)y—c = (a—c)U(b-o0) (anb)—c = (a—-c)Nnb-c0)
a-(bUc) = (a@a-bn(a-c) a-(bnc) = (a-b)U(a-—c)
(a-b)—c =a-(bUc) a-(b-c) = (a-b)U(anc)
alUgd = gUa = a anNg = dNa = J
a-J =a aCh o aub=»>b
TD—-—a =0 S anb=a
a—a = 9 Sa-b=0

Cuadro 1.1: Propiedades de las operaciones binariasa Ub,anNnbya—b

1.5. Axioma de union

Mientras la interseccion (binaria y generalizada) se puede construir mediante el esquema
de comprension, la construccion de la unién necesita un axioma especifico:

Axioma 4 (Unibén). Para todo conjunto a, existe un conjunto b cuyos elementos son los ele-
mentos de los elementos de a:

YadbVx(xeb & (dyeca)(x€y)).

De nuevo, el conjunto b es tnico; se llama la union (de los elementos) de a y se escribe | J a.
La unién binaria a U b estd definida para todos conjuntos a y b por a U b = | J{a, b}. Se
verifica ficilmente que esta operacion es idempotente, conmutativa, asociativa

alUa = a, aUb=bUa, (aub)Uc=aU((bUc),

y que el conjunto vacié es neutro: aU @ = JUa =a. (Las propiedades notables de las tres
operaciones a U b, a N b 'y a — b estan recordadas en el Cuadro 1.1.)

Combinada con el axioma de pares, la operacion de unién binaria también permite definir
conjuntos finitos de tamaiio arbitrario: {a, b, c} = {a, b} U {c}, {a, b, c,d} = {a, b, c} U {d}, etc.

1.6. Axioma del conjunto potencia

Axioma 5 (Conjunto potencia). Para todo conjunto a, existe un conjunto b cuyos elementos
son los subconjuntos de a:
YaadbV¥x(x€b © xCa).

El conjunto b (que es tnico) se llama el conjunto potencia de a 'y se escribe B (a).

El axioma del conjunto potencia es uno de los axiomas mds potentes de ZF, que permite
construir muchos conjuntos importantes en matematica, tales como el producto cartesiano, el
conjunto cociente, asi como todos los conjuntos usuales de funciones y de relaciones.
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1.6.1. Producto cartesiano, grafos y relaciones

Proposicion y definicion 1.9 (Producto cartesiano). Dados dos conjuntos A y B, existe un
(unico) conjunto, escrito A X B, cuyos elementos son los pares (x,y) tales que x € Aey € B:

AXB = {z:(Ax€eA)dyeB)z=(x,y)}.

Demostracion. Se aplica la Prop. 1.7 al predicado ¢(z) = (Ax€A) (dy € B) z = (x, y), observan-
do que ¢(z) implica z € P(P(A U B)) para todo z. O

Es claro que A X @ = @ X B = & para todos A y B. Por otro lado, la operacién A X B no es
ni conmutativa (A X B # B X A en general) ni asociativa ((A X B) X C # A X (B X C) en general),
aunque existan biyecciones candnicas entre A X By BX Ayentre (AX B)xCyA X (BxC),
anticipandose a las definiciones de las nociones de funcién y de biyeccidn.

Grafos y relaciones Se llama grafo a cualquier conjunto de pares:
G grafo = (VzeG)dxdy z=(x,y).
Dado un grafo G, se escriben

pry(G) = {x:3dy (x,y) € G}
pr,(G) = {y:dx (x,y) € G}

(La existencia de ambos conjuntos pr,(G) y pr,(G) sigue de la Prop. 1.7, pues los dos predicados
d1(x) = Ay(x,y) € Gy ¢(y) = dx(x,y) € G usados para definirlos cumplen las implicaciones
d1(x) = xe JUGy pa(y) = y € UG para todos x e y.) Para todo grafo G, tenemos por
construccion la inclusién G C pr,(G) X pr,(G).

Todo grafo G define una relacidn binaria, dada por la férmula ¢(x,y) = (x,y) € G (para-
metrizada por G). Reciprocamente, si ¢(x, y) es una relacion binaria (es decir: una formula que
depende de dos variables distinguidas x e y, y posiblemente de otros pardmetros), se dice que G
es el grafo de la relacion ¢(x,y) cuando G es el conjunto de todos los pares (x,y) tales que
#(x,y). En este caso, el grafo G (que es unico) se escribe G = {(x,y) : ¢(x,y)}.

Del mismo modo que un predicado no siempre define un conjunto, una relacién binaria
@(x,y) no siempre admite un grafo. Por ejemplo, la relacion de igualdad x = y, la relacion de
pertenencia x € y y la relacion de inclusién x C y no tienen grafo. (Si tal grafo G existiera, su
primera proyeccion pr,(G) seria el conjunto de todos los conjuntos, que no existe.)

En cambio, si ¢(x,y) es una relaciéon binaria entre dos conjuntos A y B —es decir: si la
relacion ¢(x,y) implica que x € A e y € B para todos x e y—, entonces dicha relacién admite
un grafo, que estd definido como un subconjunto del producto cartesiano A X B. Asi, como toda
relacién ¢(x,y) entre A y B se puede representar por un subconjunto G = {(x,y) : ¢(x,y)} C
A X B, y como todo subconjunto G C A X B define a su vez una relaciéon ¢(x, y) = (x,y) € G, se
tiene la costumbre de identificar las relaciones entre A y B con los elementos de ‘B(A X B).

1.6.2. Funciones y conjuntos de funciones

Se llama funcion a todo grafo funcional, es decir, a todo conjunto de pares f tal que las dos
condiciones (x,y) € fy (x,y") € f impliquen y = y" (para todos x, y, y’). Formalmente:

ffuncion = (Vze f)dxdyz=(x,y) A (f es un grafo)
VxVyVy (x,y) e fA(xY)e f=y=Y) (el grafo f es funcional)

18



Dada una funcién f, se llaman dominio e imagen de f a los dos conjuntos dom(f) y img(f)

definidos por dom(f) = pr,(f) y img(f) = pr,(f).
Para toda funcién f y para todo elemento x € dom(f), existe un tnico elemento y € img(f)

tal que (x,y) € f; este objeto y se llama la imagen de x por f, y se escribe f(x). Un modo
sencillo para definir la notacién f(x) consiste en escribir

f@ = Jyeimg(n: ey e £y

(En efecto, cuando x € dom(f), el conjunto {y € img(f) : (x,y) € f} es unitario, y el operador
de unidn naturalmente extrae su tnico elemento.)

Funciones de A a B Dados dos conjuntos A y B, se llama funcion de A a B a toda funcioén f
tal que dom(f) = A y img(f) € B. Se observa que las condiciones dom(f) = A y img(f) € B
son asimétricas: mientras el dominio A = dom(f) estd determinado por f, el codominio B es
un conjunto convencional que no se puede deducir de f (s6lo se requiere que img(f) € B). En
lo siguiente, el enunciado «f es una funcién de A a B» se escribe f : A — B:

f:A— B = ffunciéon A dom(f) = A Aimg(f) C B.

Proposicion y definicion 1.10 (Conjunto de funciones). Para todos conjuntos A 'y B, existe un
conjunto de todas las funciones de A a B, que se escribe B*.

Demostracion. Se aplica la Prop. 1.7 con el predicado ¢(f) = (f : A — B), observando que la
asercion ¢(f) implica que f € B(A X B) para todo f. O

Operaciones sobre las funciones Se dice que dos funciones fy g son componibles (en este
orden) cuando img(f) € dom(g). Cuando lo son, se define la funcion compuesta g o f por

(8o Hx) = g(f(x) (para todo x € dom(f))

En particular, dos funciones f : A = By g : B — C siempre son componibles (en este orden),
y su compuesta tiene el tipo go f : A — C. La operaciéon de composicién es obviamente
asociativa, siempre que las funciones involucradas sean componibles:

(hog)of=ho(gof)

(Es decir: cuando img(f) € dom(g) y img(g) € dom(k).) Dado un conjunto A, se define la
funcion identidad id4 : A — A por
ida(x) == x (paratodo x € A)

Para toda funcién f : A — B, tenemos que
foidy = idgo f = f.

Observacion 1.11 (Estructura categérica). Las operaciones anteriores equipan naturalmente el
universo 7%/ de los conjuntos con una estructura de categoria, que se llama la categoria de los
conjuntos, y se escribe Set. En esta categoria:

= [os objetos son los conjuntos.
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= Las flechas entre dos objetos A y B son las funciones f : A — B.
= La compuesta de dos flechas f : A - Byg: B — Ceslafunciébngo f: A — C.
» La flecha identidad en un objeto A es la funciénid, : A — A.

Esta estructura cumple obviamente los dos axiomas de las categorias:
(ASOCIATIVIDAD) (hog)of=ho(gof) (sif:A>B,g:B—>C,h:C — D)
(IDENTIDAD) foidy = idgo f = f (sif:A— B)

Funciones notables Dados dos conjuntos A, B y una funcién f : A — B, se dice que:

= fes inyectiva (notacion: f : A — B)si: (Vx,xX’ €A)(f(x) = f(X') = x=X);
= fes sobreyectiva (notacion: f: A — B)si: (VyeB)(Axc€A)y = f(x);
= f es biyectiva (notacién: f : A = B) si f es inyectiva y sobreyectiva.

Toda funcién f : A — B inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva) también se llama una inyec-
cion (resp. una sobreyeccion, una biyeccion). Toda biyeccioén f : A — B es invertible (respecto
a la operacién de composicién), y su inversa f~! : B — A est4 definida por:

f= 0,0 (uy) € ).

Se verifica inmediatamente que f'of=idy y fof!=idz. Cuando existe una biyec-
cién f : A > B, se dice que los dos conjuntos A y B son equipotentes.

Observacion 1.12. Recordemos que en la definicién de la formula
f:A— B = ffuncién A dom(f) = A Aimg(f) C B,

el dominio A estd determinado por el grafo f mientras el codominio B es convencional, siempre
que img(f) € B. En particular, toda funcién f : A — B también se puede ver como una funcién
f A — img(f) (sin cambiar el grafo subyacente), que es siempre sobreyectiva, como funcién
de tipo A — img(f). En este sentido, toda inyeccién f : A — B, vista como una biyeccion
f : A — img(f), es invertible, y su inversa f~! : img(f) — A cumple f~! o f = id,.

Otras operaciones Dada una funcién f : A — By subconjuntos X C Ae Y C B, se llaman:

= imagen de X por f al subconjunto f(X) C B definido por

J&X) = {yeB:(AxeX)y = f(0)}
» preimagen de Y C B por f al subconjunto f~'(Y) C A definido por
fUY) = {xeA: f(x)eY);
» restriccion de f a X ala funcion fix : X — B definida por
fix = fN(XXB).
Por construccidn, tenemos que dom(f;x) = X e img(fx) = f(X).

En razo6n del cardcter convencional del codominio, también se puede ver la funcién f;x como
una funcién de tipo X — Y para todo subconjunto Y C B tal que f(X) C Y.
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Pegado de funciones En general, la unién f U g de dos funciones f y g no es una funcioén.
En lo siguiente, se dice que dos funciones f y g son compatibles cuando coinciden sobre la
interseccion de sus dominios:

fy g compatibles = figom(f)ndom(g) = &} dom(f)ndom(g) -

(En particular, cuando dom(f) = dom(g): f y g son compatibles si y sélo si f = g.)

Se verifica sin dificultad que dos funciones f y g son compatibles si y s6lo si se pueden
«pegar», en el sentido que el grafo f U g también es una funcién. En este caso, tenemos que
dom(f U g) = dom(f) U dom(g) e img(f U g) = img(f) U img(g).

En la teoria de conjuntos, se necesita frecuentemente pegar conjuntos (o familias) de fun-
ciones con multiples dominios. Para ello, se usa el siguiente lema:

Lema 1.13 (Pegado de funciones). Dado un conjunto C de funciones, el grafo

F:=|Jc

es una funcion siy solo si las funciones en C son compatibles dos a dos. En este caso, la funcion

«pegada» F = | J C cumple dom(F) = |J{dom(f): f € C} e img(F) = J{img(f): f € C}.

(Se deja la demostracién como ejercicio al lector.)

1.6.3. Familias de conjuntos

Dado un conjunto I, se llama familia de conjuntos indizada por I a toda funcién F' tal que
dom(F’) = I. (No se supone nada sobre la imagen de F'.) La imagen de un elemento i € [ por F
se escribe F; en lugar de F (i), y la familia propiamente dicha se escribe (F));c; en lugar de F.

Dada una familia de conjuntos F = (F})cs, s€ escriben

C
=

Uimg(F) = {x: PieDx e F}}

ﬂ img(F)

observando que la interseccion ();; F; esta definida s6lo cuando I # &.

{x:Miel)xeF;},

)
=

Producto cartesiano (generalizado) de una familia de conjuntos Sea (A;);c; una familia de
conjuntos indizada por un conjunto / cualquiera. Se llama producto cartesiano (generalizado)
de la familia (A;);c; y se escribe [],c; A; al conjunto formado por todas las familias (a;),c; tales
que a; € A; paratodoi € I:

ﬂAi = (@) - (VieDa; € A

iel

(Este conjunto es un subconjunto del conjunto de todas las funciones de I a | J,; A;, lo que
justifica su existencia.) Para todo i € I, se define la proyeccion n; : ([1,e; Ai) — A; por

mi((@ier) = a; (para todo (a;)ies € [1;e; Ai)

El producto cartesiano [[,.; A; satisface la siguiente propiedad universal:
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Proposicion 1.14. Para todo conjunto X dado con una familia de funciones (f; : X — A})ics,
existe una unica funcion h : X — ([];e; A;) tal que ;o h = f; para todo i € I:

X

h:

v
([Tics A) A

La funcion h : X — ([1,e; A;) estd caracterizada para todo x € X por:

h(x) = (fi(xX))ier -
(Se deja la demostracion como ejercicio al lector.)

Observaciones 1.15. (1) El producto cartesiano [];;; A; es una generalizacién natural del
producto cartesiano finitario A; X --- X A, a las familias de conjuntos (A;);; indizadas por
un conjunto / cualquiera, finito o infinito —anticipdndose a la distincién finito/infinito que
introduciremos en el Capitulo 2 (Seccién 2.3.3). Intuitivamente, se pueden ver los elementos
del producto cartesiano generalizado [];.; A; como «tuplas generalizadas»

(@ier = (@i, aj,ar,...) € AiXA; XA X+,

que contienen tantas componentes como elementos i, j, k, ... € I, al vivir cada componente q;
en el conjunto A; correspondiente. En particular, cuando el conjunto / es finito —tipicamente,
cuando I = {1,..., n}—, existe una biyeccidn candnica entre el producto cartesiano generaliza-
do [];e; A; y el producto cartesiano usual A; X - -- X A, la cual estd definida por:

.....

(2) En el caso particular donde I = & (la familia de conjuntos (A;);c; €s vacia), tenemos que
[1ic; Ai = {D}. Asi, el producto [],c5 A; no es vacio, pero es un conjunto unitario cuyo Unico
elemento es la familia vacia &, que también se puede ver como la tinica «0-upla» ().

(3) Cuando A; = A para todo i € I (la familia de conjuntos (A;),c; es constante), el producto
cartesiano [],.; A; se reduce al conjunto de las funciones de I a A:  [[;;A; = Al

Suma directa de una familia de conjuntos Sea (A;),; una familia de conjuntos indizada
por un conjunto / cualquiera. Se llama suma directa de la familia (A;);c; y se escribe ., A; al
conjunto formado por todos los pares (i,a) dondeie€ [y a € A;:

DA = {Ga) i€l AacA) = [+l xA).

iel iel

(Este conjunto es un subconjunto del conjunto I X  J;; A;, 1o que justifica su existencia.) Para
todo i € I, se define el constructor o; : A; — (3,c; Ai) por

oia) = (,a) (paratodo a € A))

La suma directa };;;; A; satisface la propiedad universal «dual» del producto cartesiano genera-
lizado [],c; Ai, que es la siguiente:
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Proposicion 1.16. Para todo conjunto X dado con una familia de funciones (f; : A; = X)ics,
existe una tnica funcion h : (3,c; A;) = X tal que ho o; = f; para todo i € I:

Ji

(Zie'l Aj) ~ A;
La funcion h : (3;c; A;) = X estd caracterizada para todo (i,a) € Y;c; A; por:
h((i,a)) = fi(a).
(Se deja la demostracion como ejercicio al lector.)

Observaciones 1.17. (1) Cuando I = {1,...,n} para algin entero natural n, se escribe

Al +---+A, = ZAi = ({1} xA)w---w({n} xA4,).

(2) Enelcaso particular donde I = & (la familia de conjuntos (4;);c; es vacia), la suma directa
Dicr A; también es vacia: )., A; = I.

(3) Cuando A; = A para todo i € I (la familia de conjuntos (A;),c; es constante), la suma
directa ) ;c; A; se reduce al producto cartesiano de [ por A: > ;c;A; = I XA.

1.7. Axioma del infinito

1.7.1. Conjuntos Dedekind-infinitos

Los axiomas y esquemas de axiomas que presentamos hasta ahora sélo permiten definir
conjuntos hereditariamente finitos, es decir: conjuntos finitos cuyos elementos también son
finitos, y esto recursivamente.

Antes de introducir el axioma que permite construir conjuntos infinitos, recordemos que:

Definicion 1.18 (Conjunto Dedekind-infinito). Un conjunto A es Dedekind-infinito cuando
existe una funcién f : A — A que es inyectiva pero no sobreyectiva.

Proposicion 1.19. Si un conjunto A es Dedekind-infinito, entonces todo conjunto B para el
cual existe una inyeccion f : A — B es Dedekind-infinito igualmente.

Demostracion. Como A es Dedekind-infinito, se toma una funcién g : A — A que es inyectiva
y no sobreyectiva, y se considera la funcién /4 : B — B definida por:

W) = {f(g(f O siy € ime(f) (para todo y € B)
y s1 no

Se verifica facilmente que la funcién 4 : B — B es inyectiva y no sobreyectiva. O

La proposicién anterior implica en particular que todo conjunto que contiene un subconjun-
to Dedekind-infinito también es Dedekind-infinito. Como tales conjuntos no se pueden cons-
truir a partir de los axiomas anteriores, se afiade el siguiente axioma:

Axioma 6 (Axioma del infinito). Existe un conjunto Dedekind-infinito.
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1.7.2. Estructuras aritméticas

Definicion 1.20 (Estructura aritmética). Una estructura aritmética es una terna (N, o, s) forma-
da por un conjunto N, un elemento o € N y una funcién s : N — N, tales que:

(1) lafuncién s : N — N es inyectiva;
(2) o ¢ img(s);
(3) paratodo P C N:sio € Py s(P) C P, entonces P = N (principio de induccion).

Es claro que el conjunto de base N de cualquier estructura aritmética (N, o, s) es Dedekind-
infinito (por las propiedades de la funcién s). Mds generalmente, se demuestra que todo con-
junto Dedekind-infinito contiene un subconjunto con una estructura aritmética:

Proposicion 1.21. Para todo conjunto Dedekind-infinito A, existe un subconjunto N C A, un
elemento o € N y una funcion s : N — N tales que (N, o, §) es una estructura aritmética.

Demostracion. Sea A un conjunto Dedekind-infinito. Se considera una funcién f : A — A
inyectiva y no sobreyectiva, y se toma un elemento o € A tal que o ¢ img(f). Sean

C={PeP@):oePAfPCP, y N=[)C

(EI conjunto C no es vacio, pues A € C.) Se verifica facilmente que 0 € Ny f(N) C N, lo que
permite definir la funcién s : N — N por s = fiy. Es claro que (1) la funcién s : N — N es
inyectiva, y (2) o ¢ img(s). Para establecer el item (3), se considera un subconjunto P C N tal
queo € Py s(P) C P.Como s = fiyy P C N, tenemos que f(P) = s(P) C P, de tal modo que
P e C (por definicion de C). Esto implica que N (= (\C) € P, luego P = N. O

Combinada con el axioma del infinito, la proposicién anterior implica la existencia de es-
tructuras aritméticas. Ahora, se trata de demostrar que todas las estructuras aritméticas son
isomorfas entre ellas —y en particular, que todos los conjuntos de base de tales estructuras
son equipotentes. Para ello, se demuestra la siguiente propiedad universal, que establece el
mecanismo de definicion de funcion por recursion:

Proposicion 1.22 (Definicion de funcién por recursion). Sea (N, o, s) una estructura aritméti-
ca. Para todo conjunto X dado con un elemento xy € X y una funcion f : X — X, existe una
tinica funcion h : N — X tal que h(o) = xoyhos= foh:

0 N——N
: h h

Voo V
Xy € X—f>X

Dicho de otro modo, la propiedad universal expresa que para todos X, xo € Xy f : X — X,
existe una unica funcién i : N — X que cumple las dos condiciones:

h(0) = xo y h(n+ 1) = f(h(n)) paratodon € N
(usando las notaciones sugestivas 0 := oy n+ 1 := s(n) en N).
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Demostracion. (Unicidad) Sean dos funciones h,h’ : N — X tales que h(o) = h'(0) = xo,
hos=fohyhos=foh'.SeaP:={ne N :h(n) = h'(n)} CN; se verifica ficilmente que
0 € Py s(P)C P.Luego P =N, lo que implica que las funciones & y &’ son iguales.
(Existencia) Se dice que un subconjunto G C N X X es interesante cuando G cumple las
siguientes dos condiciones:

() VxeX)((0,x) e G = x = xp)

(ii) (VneN)(VX' €eX)((s(n),x) e G = (AxeX)((n,x) € G A X" = f(x)))
Sea H = |J{G € B(N x X) : G interesante} la unién de todos los subconjuntos interesantes de
N x X. Se verifica facilmente que el subconjunto H C N X X es interesante; por construccion,
es el subconjunto interesante mas grande de N X X. Se verifica igualmente que:

(1) (o,x0) € H. En efecto, el conjunto {(o, x¢)} es interesante, entonces {(0, x9)} C H.

(2) Si (n,x) € H, entonces (s(n), f(x)) € H. En efecto, dado (n,x) € H, es obvio que el

conjunto H' := H U {(s(n), f(x))} es interesante, luego H’ = H por maximalidad.

Ahora, se trata de demostrar que para todo n € N, existe un tnico x € X tal que (n, x) € H. De
nuevo, sedefine P :={ne N : (A'xe X)(n,x) € H};esobvioqueo € P(por (i) y(1))y s(P) C P
(por (ii) y (2)), de tal modo que P = N. Esto demuestra que el subconjunto H € N X X es el
grafo de una funcién i (= H) : N — X, que cumple obviamente las condiciones deseadas. O

Teorema 1.23 (Isomorfismo). Si (N, 0, s)y (N’,0’, s") son dos estructuras aritméticas, entonces
existe una tinica biyeccion h : N — N’ tal que h(o) = 0" yho s = s"oh.

Demostracion. Aplicando la Prop. 1.22 a la estructura aritmética (N, o, s) con X = N’, xo = o’
y f = ¢, se obtiene una funcién & : N — N’ tal que h(o) = 0o’y ho s = s’ o h. Aplicando
de nuevo la Prop. 1.22 a la estructura aritmética (N’,0’,s') con X = N, xo = oy f = s, se
obtiene otra funcién 4’ : N” — N tal que i’ (0’) = oy h’ o s’ = s o h’. Se verifica facilmente que
W oh=1dyyhoh’ =1idy, lo que implica que la funcién & : N — N’ es biyectiva. La unicidad
de tal isomorfismo es obvia por la Prop. 1.22. O

Gracias al teorema anterior, se puede fijar una estructura aritmética cualquiera (IN, 0, s), y
definir los enteros naturales como los elementos del conjunto IN.

En el capitulo 2, daremos una formulacion alternativa del axioma del infinito, asi como una
construccién mds candnica del conjunto IN, como primer ordinal limite.

1.7.3. La teoria de conjuntos de Zermelo

La teoria inducida por los axiomas anteriores se llama la teoria de conjuntos de Zermelo, y
se escribe Z. Se recuerda que sus axiomas son:

» el axioma de extensionalidad (Axioma 1 p. 12),

» ¢l axioma de pares (Axioma 2 p. 13),

= los axiomas de comprension (Axioma 3 p. 15),

» el axioma de union (Axioma 4 p. 17),

» ¢l axioma del conjunto potencia (Axioma 5 p. 17), y

» el axioma del infinito (Axioma 6 p. 23).

En la practica, la teoria de Zermelo es (mds que) suficiente para desarrollar la casi totalidad de
las matematicas usuales. Sin embargo, la teoria de los ordinales y de los cardinales (Capitulo 2)
necesita introducir un dltimo esquema: el esquema de reemplazo.

25



1.8. Esquema de reemplazo

1.8.1. Imagen de una relacion funcional y total

Los axiomas de Zermelo permiten construir la imagen de una funcién f cualquiera, por:

img(f) = {y:Ix(x,y) € f}

(En efecto, el predicado y(y) = dx(x,y) € f es colectivizante por la Prop. 1.7 p. 16, pues
Y(y) implica y € | JJ f para todo y.) Desgraciadamente, tal construccién ya no es posible en
la teorfa de Zermelo si se remplaza la funcién f por una relacién funcional y total® sobre un
conjunto a, es decir, por una férmula ¢(x, y) tal que:

Mxea)Alyp(x,y).

Aqui, el problema viene de que los axiomas de Zermelo no permiten demostrar en general
que el conjunto a tiene una imagen a través de la relaciéon funcional y total ¢(x,y), aunque
la clase imagen ¥(y) = (dx€a) ¢(x,y) tenga intuitivamente un tamafio no mayor que el del
conjunto a (por unicidad del objeto y asociado a cada x € a). El ejemplo tipico de relacion
funcional y total que no tiene imagen en la teoria de Zermelo es el siguiente:

Ejemplo 1.24. Sea (IN, 0, s) una estructura aritmética fijada. Para todo n € IN, se escriben
[O.n]={meN:m<n} y [0.n)={meN:m<n}

(anticipandose a la definicién de las relaciones de orden <y < en IN). Dado un conjunto a que
parametriza la construccion, se considera la relacion ¢(n, y) definida por la férmula

¢(n,y) = nelN A Af[f funcion A dom(f) =[0..n] A f(O)=a A
(Vie[0..n) f(s@) =BG A f(m) =y ]

Se verifica facilmente que:

(1) Vy(¢(0,y) ©y=a) («aeslaunicaimagen de O por ¢»)

(2) (YnelN)Vy[p(n,y) = ¥y (#(s(n),y") &y = P)]
(«S1y es imagen de n por ¢, entonces PB(y) es la tinica imagen de s(n) por ¢>»)

Por una induccién obvia, sigue de los items (1) y (2) que para todo n € IN, existe un unico
objeto y tal que ¢(n,y). Intuitivamente, el inico objeto y asociado al entero n € IN por la
relacion ¢(n, y) es el n-esimo conjunto potencia de a, es decir:

y = %) = BC-P@--).
——

(Insistamos en que tal escritura con puntos suspensivos es puramente informal, y que sélo se
puede formalizar en la teoria de conjuntos con una férmula tal como ¢(n, y).)

6Aqui, se dice que la relacién ¢(x, y) es total (sobre a) en el sentido que (Yx € a) Iy ¢(x,y). Esta nocién de
totalidad es distinta de la nocién de totalidad que definiremos en la Seccién 1.9 para las relaciones homogéneas
sobre un conjunto A. Para distinguir las dos nociones de totalidad, se usa a veces la terminologia de relacion
total por la izquierda (sobre a) para indicar una relacion ¢(x, y) tal que (Vx € a) Iy #(x,y). En general, el contexto
permite determinar de cudl nocién de relacién total se trata.
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Sin embargo, se puede demostrar por métodos metamatematicos que la féormula
AbVy(yeb o (AnelN)dn,y))

que expresa la existencia del conjunto imagen b = {}"(a) : n € IN} es una férmula indecidible
en la teoria de Zermelo (es decir: una férmula que no se puede ni demostrar ni refutar), aunque
la clase imagen sea intuitivamente numerable. De hecho, este problema no es especifico a la
operacion y — B(y) (conjunto potencia), pues el mismo problema se encuentra cuando se itera
n veces las operaciones y — {y} (conjunto unitario) y y — | J y (unién) para todo n € IN.

La discusion anterior justifica el siguiente esquema:

Axioma 7 (Esquema de reemplazo). Para todo conjunto a, si la relacion ¢(x,y) es funcional y
total sobre a, entonces existe un conjunto b que contiene al menos todas las imdgenes de los
elementos de a por la relacion ¢(x,y):

Va[(VYxea)Aly(x,y) = Fb(Vxeca)(dyed) p(x,y)]
(donde ¢(x,y) es cualquier relacion binaria de la teoria de conjuntos).

Proposicion 1.25 (Imagen y grafo de una relacién funcional y total). Cada relacion binaria
d(x,y) que es funcional y total sobre un conjunto A tiene imagen y grafo:

img(¢) = {y: Axed)o(xy)}p vy gr(¢) = {(xy) :x € ANy}
En particular, el grafo f = gr(¢) es una funcion de dominio A y de imagen img(¢).

Demostracion. Por el esquema de reemplazo aplicado al conjunto A y a la relacién ¢(x,y),
existe un conjunto By tal que (Vx € A)(dy € By) ¢(x,y). Luego se definen por comprension:

img(¢) = {y€Bo: (AxeA)d(x,y)} vy gr(¢) := {(x,y) € AX By : $(x,y)}. O

Volviendo a la relacién ¢(n,y) del ejemplo 1.24 (la cual es funcional y total sobre IN), la
proposicién anterior implica la existencia del conjunto

img(¢) = {P"(@) :n €N}
asi como de la funcién f de dominio IN definida por

f0)=a y f(s(n)) = B(f(n)) paratodon € IN.

1.8.2. Aplicacion: clausura transitiva de un conjunto
Se dice que un conjunto a es transitivo cuando todo elemento de a estd incluido en a:

(Vx€ea)xCa
Vxea)(Vyex)yea

a transitivo

Por una induccién obvia, es claro que todo conjunto transitivo a contiene los elementos de sus
elementos, los elementos de los elementos de sus elementos, y esto recursivamente:

Xp €EXp1 € E€EXrE X E€EQ = X1, X2y ... Xn—1, X € Q.

Ademads, se verifica facilmente que:
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Proposicion 1.26 (Propiedades de los conjuntos transitivos).

(1) Un conjunto a es transitivo si 'y sélo si (| a) C a;

(2) Si(a;)ic; es una familia de conjuntos transitivos, entonces los conjuntos | Jic; a; y (\ies Gi
son transitivos igualmente (con la restriccion I # & en el caso de la interseccion).

Gracias al esquema de reemplazo, se puede demostrar que:

Proposicion y definicion 1.27 (Clausura transitiva). Para todo conjunto a, existe un conjunto
transitivo minimal b (en el sentido de la inclusion) tal que a C b. Este conjunto se llama la
clausura transitiva de a, y se escribe Cl(a).

Demostracion. Siguiendo el ejemplo 1.24 (con el operador de union en lugar del operador de
potencia), se considera la relacién binaria definida por

¢(n,y) = neIN A Af[f funcion A dom(f) = [0..n] A f(0)=a A
(Vie[0.n) fs@)=USfD A f(m)=y ]

Es claro que la relacién ¢(n,y) es funcional y total sobre IN; por la Prop. 1.25, ella define una
funcién f de dominio IN que satisface por construccion las dos condiciones:

fO)=a y f(s(n)) = U f(n) paratodon € IN.
Ahora se define Cl(a) = |,y f(n), y se verifica que:

= a C Cl(a). Obvio, pues a = f(0) € Cl(a).

= q es transitivo. En efecto, si x € Cl(a) = U,y f(n), tenemos que x € f(n) para algin
n € IN, de tal modo que x C | J f(n) = f(s(n)) € Cl(a).

» Cl(a) es el conjunto transitivo mds pequeiio tal que a < Cl(a). En efecto, si b es un
conjunto transitivo tal que a C b, se demuestra por una induccién obvia que f(n) C b
para todo n € IN, de tal modo que Cl(a) C b. O

Intuitivamente, tenemos que

Cl(a) = U(Ua) - U(UU“)

nelN nelN
n veces

1.8.3. La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel

Por definicion, la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (notacién: ZF) es la teoria in-
ducida por todos los axiomas anteriores, es decir: por los axiomas de Zermelo (Seccién 1.7.3),
maés los axiomas de reemplazo (Seccion 1.8).

Algunos autores consideran (particularmente en la teoria de modelos) que el sistema ZF
también incluye el axioma de fundacion (o axioma de regularidad) que presentaremos en el
capitulo siguiente (Seccion 2.4.4). En la prictica, este axioma no cambia mucho la expresividad
de la teoria, a diferencia del axioma de eleccién (Seccion 2.2).

28



1.9. Relaciones de equivalencia y relaciones de orden

Para concluir este capitulo introductorio a la teoria axiomatica de conjuntos (segun la axio-
matizacion de Zermelo-Fraenkel), se recuerda aqui la terminologia y los principales resultados
acerca de las relaciones de equivalencia y de las relaciones de orden.

1.9.1. Propiedades notables de las relaciones

Sea A un conjunto. Se llama una relacion binaria (homogénea’) sobre A cualquier relacién
binaria R C A X A. Se dice que tal relacién es:

n reflexiva si (Vx€eA)xRux;

n irreflexiva si (Vx€A)—(xRx);

= simétrica si (Vx,yeA)(xRy = yRx);

» antisimétrica si (Vx,yeA)(xRyAyRx = x=Y);
» fransitiva si (Vx,y,z€ A)(xRyANyRz= xR2);
» fotal® si (Vx,yeA)(xRyV yRXx).

Ademads, se dice que una relacion R C A X A es:

= un preorden si R es reflexiva y transitiva;
= un orden (en el sentido amplio) si R es reflexiva, transitiva y antisimétrica;
= un orden estricto si R es irreflexiva y transitiva;

= una relacion de equivalencia si R es reflexiva, simétrica y transitiva.

Dada una relacién binaria R € A X A y un subconjunto X C A, se llama relacion inducida
por R sobre X alarelacion binaria Ry € X X X definida por Ry := RN (X X X).

Se observa que si la relacion R es reflexiva, irreflexiva, simétrica, antisimétrica, transitiva,
total, un preorden, un orden, un orden estricto, o una relacion de equivalencia sobre A, entonces
la relacién inducida R}y sobre el subconjunto X C A todavia cumple dicha propiedad®.

Observacion 1.28. Las definiciones anteriores se generalizan naturalmente a las relaciones
binarias definidas sobre una clase. Recordemos que en teoria de conjuntos, una clase A esta
definida por una férmula A(x) que depende de una variable x, mientras una relacion binaria R
estd definida por una férmula x Ry = R(x, y) que depende de dos variables x e y. (Tales férmulas
A(x) y R(x,y) pueden depender de otras variables, que tienen un papel de pardmetros.) En tal
contexto, diremos por ejemplo que la relacién R es transitiva sobre la clase A cuando

Vx,y,z:A)(xRyANyRz= xR2),

7A diferencia de las relaciones no homogéneas R C A X B, donde A # B.

8Véase la nota 6 p. 26 acerca de las dos nociones de relacién total.

9Cuidado! Algunas propiedades de las relaciones no se mantienen a través de la operacién de restriccién. Por
ejemplo, si (<) € A X A es un orden estricto denso sobre A (es decir: una relacion irreflexiva, transitiva y tal
que (Yx,y€eA)(x <y = (Jz€A)(x < z Az < y))), entonces la relacién inducida (<);x € X X X todavia es un
orden estricto sobre X, pero no cumple la propiedad de densidad sobre X en general. El mismo problema ocurre
tipicamente con las propiedades de completitud (existencia de infimo/supremo), y mas generalmente con todas las
propiedades que involucran cuantificaciones existenciales.

29



usando la abreviatura (Vx: A) ¢(x) = Vx (A(x) = ¢(x)). (Las otras propiedades de las relaciones
binarias se generalizan del mismo modo.) Una gran parte de la terminologia y de los resultados
sobre las relaciones de equivalencia y las relaciones de orden (véase Secciones 1.9.2 'y 1.9.3
mads abajo) se generaliza a este marco. Por supuesto, hay que tener en cuenta que las clases no
son objetos matemadticos (es decir: objetos del universo %), lo que implica que:

(1) Una clase nunca puede pertenecer a un conjunto, ni siquiera a otra clase.

(2) Nunca se puede cuantificar sobre todas las clases, aunque se pueda parametrizar un re-
sultado y su demostracién por una o multiples clases, usando esquemas de teoremas y de
demostraciones (siguiendo el ejemplo de los esquemas de axiomas).

1.9.2. Relaciones de equivalencia

Sea A un conjunto. Se recuerda que una relacion de equivalencia sobre A es una relacion
binaria R C A X A reflexiva, simétrica y transitiva:

R equivalencia sobre A = RCAXA A
(VxeA)xRx A
Vx,yeA)(xRy = yRx) A

Vx,y,z€A)(xRyANyRz = xR2)

En lo siguiente, se usardn simbolos tales como ~, ~, =, etc. (posiblemente afectados con
sub/superindices) para indicar las relaciones de equivalencia.

Clases de equivalencia y conjunto cociente Sea ~ una relacién de equivalencia sobre A.
Dado un elemento x € A, se llama clase de equivalencia de x (respecto a la relacién ~) y se
escribe [x]. al subconjunto de A definido por

[x]. = {yeA:x~y}.
Se observa que para todos x,y € A, se cumplen las siguientes equivalencias 16gicas:
x~y o yehl. o xehl. & x.Nhl.#9 o [xl. =]yl

Mais generalmente, se llama clase de equivalencia de la relacién ~ a cualquier conjunto de la
forma [x]. para algin x € A. Por fin, se llama conjunto cociente de A por la relacién ~ y se
escribe A/~ al conjunto de todas las clases de equivalencias de la relacion ~:

A/~ = {[x].: xe€A) (€ P(A))

La funcién n. : A — (A/~) definida por n.(x) = [x]. para todo x € A es sobreyectiva; se
llama la sobreyeccion canonica asociada a la relacion de equivalencia ~.

Particiones de un conjunto La nocién de relaciéon de equivalencia (sobre un conjunto A) es
fuertemente relacionada con la nocién de particion (del mismo conjunto A). Formalmente, se
llama particion de A a todo conjunto de partes P C ‘(A) tal que:

(1) ParatodoC e P: C # &.
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(2) Paratodos C,C"' € P: C # C'implicaCNC’ = @.
3)A=UP.

La siguiente proposicion establece que las particiones de A son exactamente los conjuntos
cocientes de A por todas las relaciones de equivalencia posibles sobre A:

Proposicion 1.29. Sea A un conjunto cualquiera.

(1) Para toda relacion de equivalencia ~ sobre A, el cociente A/~ es una particion de A,
cuyos elementos son las clases de equivalencia de la relacion ~.

(2) Reciprocamente, para toda particion P de A, la relacion (~) C A X A definida por
x~y = (dACeP)(xeCAye() (para todos x,y € A)

es una relacion de equivalencia sobre A, cuyas clases de equivalencia son los elementos
de P, de tal modo que (A/~) = P

(Se deja la demostracion como ejercicio al lector.)

Funciones compatibles Sea ~ una relacién de equivalencia sobre A y X un conjunto cual-
quiera. Se dice que una funcién f : A — X es compatible con la relacioén de equivalencia ~
cuando x ~ y implica f(x) = f(y) para todos x,y € A.

El conjunto cociente A/~ cumple la siguiente propiedad universal:

Proposicion 1.30 (Propiedad universal). Sea A un conjunto equipado con una relacion de
equivalencia ~. Para todo conjunto X dado con una funcion f : A — X compatible con la
relacion de equivalencia ~, existe una unica funcion f : (A/~) = X tal que f = fom.:

A _r X
Al~

(Se deja la demostracién como ejercicio al lector.)

Mas generalmente, si A y B son dos conjuntos dados con relaciones de equivalencia (~4) C

AXAvy(~p) € BXB,sedice que una funcién f : A — B es compatible con las relaciones ~4 y

~p cuando para todos x,y € A, x ~4 yimplica f(x) ~p f(y). Se deduce de la propledad anterior
que existe una unica funcioén f (A/~4) — (B/~p) tal que f oM., =M., 0 f

Y - B/~
/~a ; /~B

(Aqui, la funcién f estd definida por f = (m.y 0 f)™)
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1.9.3. Relaciones de orden

Sea A un conjunto. Se recuerda que una relacion de orden sobre A es una relacion binaria
R C A X A reflexiva, antisimétrica y transitiva:

Rordensobre A = RCAXA A
(VxeA)xRx A
Vx,yeA)(xRyAyRx=>x=y) A
(Vx,y,z€ A)(xRyAyRz = xRz)
Precisemos que dicha nocién no presupone que la relacion R sea total, y es la razén para la cual

algunos autores llaman un orden parcial 1o que se llama aqui un orden. Un conjunto ordenado
es un par (A, R) formado por un conjunto A equipado con una relacién de orden R sobre A.

Orden inverso Dada una relacion de orden R sobre A, se observa que la relacién inversa
R := {(9,x) eAXA:xRy)

también es una relacién de orden sobre A; ésta se llama el orden inverso, €l orden dual o el
orden opuesto del orden R sobre A.

En lo siguiente, se usardn simbolos tales como <, <, <, etc. (posiblemente afectados con
sub/superindices) para indicar las relaciones de orden, asi como los simbolos “en espejo” >, >,
=, etc. para indicar las relaciones de orden opuestas correspondientes.

Elementos notables Sea (A, <) un conjunto ordenado. Dado un elemento x € A, se dice que:

= x es un elemento minimal de Asi: (VyeA)(y<x= x=y);

= x es un elemento maximal de A si: (VyeA)(y = x = x =y);

» xeselminimode Asi: (VyeA)(x <y);

n xesel maximode Asi: (VyeA)(x >y).
Cuando existe, el minimo (resp. el mdximo) de A es Unico, y se escribe min(A) (resp. max(A));
también es el Unico elemento minimal (resp. el Gnico elemento maximal) de A. Al contrario, el
conjunto A puede tener cero, uno o multiples elementos minimales (resp. elementos maximales)
sin tener minimo (resp. maximo).

Ademas, dado un elemento x € A y un subconjunto S C A, se dice que:

= x es una cota inferior de S si: (VyeS)(x <y);

= x es una cota superiorde S si: (VyeS)(x >y).

Un subconjunto S C A puede tener cero, una o multiples cotas inferiores (resp. cotas superiores)
en A. Cuando una cota inferior (resp. una cota superior) de S en A pertenece a S si mismo, es
unica (en §); y ésta constituye el minimo (resp. el mdximo) de S para el orden inducido.

Se llama infimo (resp. supremo) de S al maximo (resp. al minimo) del conjunto de las cotas
inferiores (resp. de las cotas superiores) de S en A, cuando existe:

inf(S) = max{xeA:(¥yeS)(x<y)

sup(S) = minfxe A: (VyeS)(x >y)}
(Insistamos en que tales elementos no siempre existen.) Se observa que, cuando existe, el infimo
(resp. el supremo) de S pertenece a S siy solo si S tiene minimo (resp. mdximo); y en este
caso, tenemos que inf(S) = min(S) (resp. sup(S) = max(S)). También se observa que inf(2) =
sup(A) = max(A) (si existe) y sup(<) = inf(A) = min(A) (si existe).
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Funciones monétonas Sean (A, <,), (B, <p), (C, <¢) conjuntos ordenados. Se dice que una
funcién f : A — B es mondtona (respecto a los 6rdenes <, y <p) cuando x <, y implica

f(x) <p f(y) paratodos x,y € A:
f:A— Bmonétona = (Vx,yeA)(x <,y = f(x) <p f()).

Se verifica inmediatamente que la funcién identidad id4 : A — A es mondtona y que la
compuesta g o f : A — C de dos funciones monétonas f : A — By g : B — C también es una
funcién monoétona (respecto a los 6rdenes correspondientes). Sin embargo, la funcién inversa
f~'': B — A de una funcién f : A — B mondtona y biyectiva no es monétona en general.

Se llama isomorfismo entre (A, <4) y (B, <p) a toda biyecciéon f : A — B tal que ambas
funciones f : A — By f~' : B — A son mondtonas (respecto a los 6rdenes correspondientes).
Se verifica sin dificultad que una biyeccién f : A — Bes un isomorfismo entre (A, <4)y (B, <p)

siysolosi: (Vx,yeA)(x <ay © f(x) <p f()).

Observacion 1.31 (Estructura categérica). La clase de los conjuntos ordenados equipados con
las funcionas mondtonas forma naturalmente una categoria, que se llama la categoria de los
drdenes, y se escribe Pos'?. En esta categorfa:

= [os objetos son los conjuntos ordenados A = (A, <).

= Las flechas entre dos objetos A = (A, <4) y B = (B, <p) son las funciones monétonas f
de A a B (notacion: f : A — B).

» La compuesta de dos flechas f : A — Byg:B — Ceslafunciébngo f: A — C.

» La flecha identidad en un objeto A es la funcién monoétona idg : A — A.

Esta estructura cumple obviamente los dos axiomas de las categorias:

(ASOCIATIVIDAD) (hog)of=ho(gof) Gif:A>B,g:B->Ch:C—-9D)
(IDENTIDAD) foidg = idgo f = f if:A—>B)

Predrdenes Sea A un conjunto. Una relacion de preorden sobre A es una relacion binaria
reflexiva y transitiva sobre A. (Se observa que las relaciones de orden como las relaciones de
equivalencia son casos particulares de predrdenes.) Un conjunto preordenado es un par (A, <)
formado por un conjunto A equipado con un preorden < sobre A.

Cada preorden < sobre A induce una relacion de equivalencia ~ sobre A, definida por

X~y = x2yAy=<x (para todos x,y € A)

(Esta es la relacion de igualdad cuando la relacién < ya es una relacion de orden.) A través de
la sobreyeccién candnica 7. : A — (A/~) asociada a la equivalencia ~, el preorden < sobre A
induce una relacién de orden < sobre el conjunto cociente A/~, la cual estd definida por:

c<c = Axec)@xX ec)(x X)) (para todos ¢,c’ € A/~)

(La definicion no depende de los representantes x y x’ elegidos en las clases c y ¢’.)

En otros términos, el mecanismo anterior permite transformar cualquier conjunto preorde-
nado en un conjunto ordenado, remplazando el conjunto de base por su cociente a través de la
relacién de equivalencia inducida por el preorden.

19Del inglés poset, es decir: partially ordered set.
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Mas generalmente, la terminologia asociada a los conjuntos ordenados se generaliza natu-
ralmente a los conjuntos preordenados, remplazando en cada definicidn la relacion de igualdad
x = y por la relacién de equivalencia x ~ y asociada al preorden. Por ejemplo, si x € A es un
elemento de un conjunto preordenado (A, <), se dice que:

= x es un elemento minimal de A si: (VyeA)(y<x= x~Y);
= x es un elemento maximal de A si: (VyeA)(y = x = x~y).

Por otro lado, las nociones de maximo/minimo, de cota inferior/superior y de infimo/supremo
se definen exactamente del mismo modo que en los conjuntos ordenados, teniendo en cuenta
que en un conjunto preordenado (A, <), el minimo/maximo de A y el infimo/supremo de un
subconjunto § C A (cuando existen) no son tinicos en general.

Asimismo, las nociones de funcion mondtona 'y de isomorfismo entre dos conjuntos preor-
denados se definen con las mismas férmulas que para los conjuntos ordenados. Como la clase
de los conjuntos ordenados, la clase de los conjuntos preordenados equipados con las funciones
monotonas (generalizadas a los predrdenes) tiene una estructura de categoria, que se llama la
categoria de los predrdenes, y se escribe Ord.

Ordenes estrictos La nocién de orden que definimos al comienzo de la Seccién 1.9.3 es la
nocioén de orden en el sentido amplio, que incluye el caso de igualdad (por reflexividad):

Vx,yeA)x=y=>x<y) (si < es un orden sobre A)

Cuando se desea excluir el caso de igualdad, se usa la nocién de orden estricto en lugar de la
nocién de orden (en el sentido amplio). Formalmente, dado un conjunto A, se llama relacion
de orden estricto sobre A a toda relacion binaria R C A X A irreflexiva y transitiva:

R orden estricto sobre A = RCA XA A
(VxeA)-(xRx) A
(Vx,y,z€ A)(xRyAYRz= xR?)

Insistamos en que las relaciones de orden estricto no son casos particulares de las relaciones
de orden (en el sentido amplio), pues ambas nociones son disjuntas cuando A # &. (En efecto,
la relacién vacia sobre el conjunto vacio es la tinica relacion que es a la vez un orden estricto y
un orden en el sentido amplio.) Sin embargo, se demuestra sin dificultad que:

Proposicion 1.32. Dado un conjunto A:

(1) Para toda relacion de orden estricto < sobre A, la relacion < definida por
X<y =x<yVx=y (para todos x,y € A)

(es decir: (<) := (<) Uidy) es una relacion de orden sobre A (en el sentido amplio).
(2) Para toda relacion de orden < sobre A (en el sentido amplio), la relacion < definida por

X<y = xZ<yAX#Yy (para todos x,y € A)

(es decir: (<) := (L) —idy) es una relacion de orden estricto sobre A.

(3) Las dos correspondencias anteriores son reciprocas la una de la otra, y definen biyeccio-
nes inversas entre el conjunto de las relaciones de orden estricto sobre A y el conjunto
de las relaciones de orden (en el sentido amplio) sobre A.
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1.10. Ejercicios

1.10.1. Equipotencia

Se recuerda que dos conjuntos A y B son equipotentes cuando existe una biyeccion f :
A 5 B. Larelacion de equipotencia es una relacion de equivalencia sobre el universo % .

Ejercicio 1.1. Para cada uno de los pares de conjuntos siguientes, construir una biyeccién
“natural” entre los dos conjuntos:

(1) PA)y2* (con2 ={0,1})

2) AX(B+C)y(AxB)+(AxC)

(3) AX Xier Biy 2iet(A X B))

(4) AP*C y A x AC

(5) A B) y [Ties A”

(6) (Ax By AC x BC

(7) ([Tt A"y HieIAlB

(8) APCy (AP)C

9) (A+ By Y pepo)(AP x B<™P)  (férmula del binomio)

Ejercicio 1.2 (Cantor). Sea A un conjunto.

(1) Demostrar que no existe ninguna sobreyeccion f : A — P(A).
(Sugerencia: considerar el conjunto {x € A : x ¢ f(x)}.)

(2) Deducir de (1) que no existe ninguna inyeccién g : P(A) — A.
(3) Deducir de lo anterior que para todo conjunto a, tenemos que P(| J a) ¢ a.

Ejercicio 1.3 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder). Sea X un conjunto dado con una in-
yeccion h : X — X (que define asi una biyeccién entre X y h(X)), € Y un conjunto tal que
h(X) C Y C X. Se trata de demostrar que Y es equipotente a X.

(1) Demostrar que existe un subconjunto minimal Z C X talque (X-Y)CZ y h(Z) C Z.

(2) Demostrar que h(Z) =ZNY.

(3) Usando la inyecciéon h : X <— X y el subconjunto Z C X definido en (1), construir una
biyeccion b’ : X 5 Y. (Sugerencia: definir h’(x) por casos segiin que x € Z 0 no.)

(4) Deducir de lo anterior el siguiente teorema:

Teorema (Cantor-Bernstein-Schroder). Si A y B son dos conjuntos tales que existen in-
yecciones f : A<— By g: B — A, entonces Ay B son equipotentes.

Conjuntos numerables Se dice que un conjunto A es numerable'' cuando existe una biyec-
cién f: IN 5 A. En el siguiente ejercicio, se suponen conocidas las definiciones y propiedades
basicas de las operaciones aritméticas +, X y del orden < en IN.

Ejercicio 1.4 (Conjuntos numerables). Demostrar las siguientes propiedades, usando el teore-
ma de Cantor-Bernstein-Schroder (Ejercicio 1.3) cuando se necesite.

1 Algunos autores usan la palabra numerable en el sentido de «numerable o finito». En este curso, se usa la
palabra numerable con su sentido estricto, es decir: «infinito numerable».
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(1) La siguiente funcién f : IN X IN — IN es biyectiva:

f(n,m) ;= m+m)(n+m+1)/2+n (para todo (n,m) € IN x IN)

(2) Sidos conjuntos A y B son numerables, entonces A X B es numerable igualmente.
(3) Los conjuntos Z (enteros relativos) y Q (nimeros racionales) son numerables.

(4) Si (A))ic; es una familia de conjuntos numerables indizada por un conjunto numerable /,
entonces ambos conjuntos );.; A; Y U e; Ai son numerables igualmente.

(5) Si A es un conjunto numerable, entonces el conjunto Bg,(A) (C P(A)) formado por todos
los subconjuntos finitos de A es numerable igualmente.

(6) Si A esun anillo conmutativo numerable (por ejemplo: Z), entonces el anillo A[X] de los
polinomios con coeficientes en A es numerable igualmente.

(7) Deducir de lo anterior que el conjunto de los niimeros algebraicos
A = {xelR:@ApeZ[X]) p(x) =0}

es numerable igualmente.

El conjunto R de los nimeros reales En lo siguiente, se suponen conocidas la definicion y
las propiedades de los nimeros reales, y se escribe IR al conjunto correspondiente. Para todos
a,b € R tales que a < b, se definen los intervalos (a, b), (a, b], [a, b), [a, b] C R por:

(a,b) := {x€eR:a< x<b} (a,b] = {x€eR:a< x<b}
[a,b) == {xeR:a< x<b} [a,b] .= {(x€R:a< x<b}

Ejercicio 1.5 (Intervalos de RR).

(1) Verificar que la funcién f : R — (-1, 1) definida por f(x) = x/(1 + |x|) es biyectiva.
(2) Deducir que (a, b) es equipotente con IR para todos a, b € IR tales que a < b.

(3) Usando el teorema de Cantor-Bernstein-Schroder (Ejercicio 1.3 (4)), deducir que los
intervalos (a, b), (a, b], [a,b) y [a, b] son equipotentes con IR para todos a < b.

Ejercicio 1.6 (Desarrollo de un niimero real en base b). Sea b € IN, b > 2 una base de numera-
cién. Se escribe igualmente b = {0, ..., b — 1} al conjunto de los digitos en base b'?. Para todo
x € [0, 1), el desarrollo de x en base b es la sucesién (x #, n),s; € b definida por:

x#,n = [b'x] mdéd b (paratodon > 1)

donde |y] indica la parte entera inferior del nimero real y € R, y donde k£ méd b indica el resto
de la divisién euclidiana del entero k € IN por b.

(1) Verificar que paratodo x € [0,1): x=},5(x#, n)b™".

(2) Demostrar que la funcién f : [0,1) — b dada por f(x) = (x#, (n + 1)), para todo
x € [0, 1) estd bien definida e inyectiva.

121 3 notacién b = {0, ..., b — 1} es consistente con la representacion de los enteros naturales como ordinales
que introduciremos y adoptaremos en el Capitulo 2.
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(3) Demostrar que la funcién f7 : BN — [0, 1] dada por f'((d,)nen) = Xnen b "' para toda
sucesion de digitos (d,).cn € b™ estd bien definida y sobreyectiva, pero no inyectiva.
(Cudles son los nimeros x € [0, 1] que tienen més de un antecedente por f”?

(4) Demostrar que la funcién f” : b — [0, 1] dada por f”"((d,)pen) = Sopem du(b + 1)
para toda sucesion de digitos (d,),ein € b estd bien definida e inyectiva.

(5) Usando el teorema de Cantor-Bernstein-Schroder (Ejercicio 1.3 (4)), deducir que los
conjuntos IR, [0, 1) y b son equipotentes para toda base b > 2.

(6) Deducir de lo anterior que R es equipotente con P(IN), y que no es equipotente con IN.

Ejercicio 1.7. Usando los resultados del ejercicio anterior, demostrar que:

(1) IR? := R x R es equipotente con IR.

(2) IR" es equipotente con R para todon > 1.

(3) RN es equipotente con R.  (Sugerencia: observar que RN es equipotente con (2N)N.)
(4) R® es equipotente con B(IR), y no es equipotente con IR.

1.10.2. Relaciones

Ejercicio 1.8 (Clausuras de relaciones). A cada relacion binaria R C A X A se asocian las tres
relaciones R=,R”, R* C A X A definidas por:

R= = Ruid, (dondeids = {(x,y) e AXA : x=y})
R® = RUR! (donde R™!' = {(x,y) €AXA : yRx})
R* = [)S e B(AxA) : S transitiva A RCS).

Las tres relaciones R=, R” y R* se llaman respectivamente la clausura reflexiva, la clausura
simétrica y la clausura transitiva de la relacion R.

(1) Demostrar que R~ es la relacion reflexiva mds pequefia que contiene R.

(2) Demostrar que R es la relacién simétrica mds pequefia que contiene R.

(3) Demostrar que R* es la relacidn transitiva mds pequefia que contiene R.

(4) Deducir de lo anterior que (R™) = R~, (R”)” =Ry (R")* = R".

(5) Deducir de (3) que para todos x,y € A:

xXR*y & xRyVv(dzeA)(xRzAzR'Yy)
& xRyVvV(dzeA)(xR*'zAzZRY)

Se define la clausura reflexiva-transitiva de R por: R* := (R*)~.

(6) Demostrar que R* es el preorden mas pequefio que contiene R.

(7) Demostrar que: R* =(R")"=(R°)" =(R7)" = (R*)" = (R")* = (R*)* = (RY)".
Se define la clausura reflexiva-simétrica-transitiva de R por: R~ := (R7)".

(8) Demostrar que R~ es la relacion de equivalencia mas pequefia que contiene R.
(9) Demostrar que (R*)” C (R”)* = R™, y dar un contraejemplo a la inclusién reciproca.
(10) Explicar por qué no se puede definir una nocién de clausura antisimétrica.
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Relaciones bien fundadas Dada una relacién binaria R C A X A, se llama principio de in-
duccion bien fundada (respecto a la relacion R) a la siguiente férmula:

(VX CA)[(VxeA)(VyeA)Rx=>yeX) = xe€X) = X =A].

Cuando esta féormula se cumple, se dice que la relacion R estd bien fundada sobre A. Es impor-
tante observar que la propiedad de buena fundacién no implica la propiedad de transitividad;
por ejemplo, la relacion R C IN X IN («relacidn sucesor») definida por

nRm = s(n)=m (para todos n,m € IN)
estd bien fundada (véase Ejercicio 1.17 mds abajo), pero no es transitiva.
Ejercicio 1.9 (Caracterizacion de las relaciones bien fundadas).

(1) Demostrar que una relacion R € A X A estd bien fundada sobre A si y sélo si todo
subconjunto no vacio X C A tiene un elemento R-minimal, es decir:

VXCA[X+#9 = AxeX)(VyeX)-(yRx)]

(2) Deducir que toda relacion bien fundada es irreflexiva.

(3) Demostrar que si una relaciéon R € A X A estd bien fundada sobre A, entonces no existe
ninguna sucesion (x,),en € AN tal que x,.; R x,, para todo n € IN.

(4) Usando el axioma de eleccion (véase Capitulo 2), demostrar la reciproca de (3).

Ejercicio 1.10 (Clausura transitiva de una relacion bien fundada). Sea R una relacion binaria
sobre un conjunto A, y R* su clausura transitiva (véase Ejercicio 1.8). A cada subconjunto
X C A, se asocia el subconjunto X* C A definido por

X" = XU{z€eA:(Ax,yeX)(xR" zAzR" y)}

Se llama elemento R-minimal de X a todo elemento x € X tal que (Vy € X) —=(y R x); la nocién
de elemento R*-minimal se define de modo similar.

(1) Demostrar que si x es un elemento R-minimal de X*, entonces x € X y x es un elemento
R*-minimal de X. (Sugerencia: usar las equivalencias del Ejercicio 1.8 (5).)

(2) Deducir que si la relacion R es bien fundada, entonces su clausura transitiva R* es bien
fundada igualmente. (Sugerencia: usar la caracterizacion del Ejercicio 1.9 (1).)

(3) Al suponer que la relacién R esta bien fundada sobre A, ;qué se puede decir en general
sobre su clausura reflexiva R~ y su clausura simétrica R ?

1.10.3. Relaciones de orden

Ejercicio 1.11 (Orden producto). Sea (A;)c; = (A;, <;)ic; una familia de conjuntos ordenados
indizada por un conjunto / cualquiera. Se considera la relacion binaria (<p) definida sobre el
producto cartesiano (generalizado) P = [],.; A; por:

(@ier <p (@)ier = (YieD(a; < a)) (para todos (a;)ies, (a})icr € P)

(1) Demostrar que (<p) es una relacion de orden sobre P. El orden <p se llama el orden
producto sobre P = [];c; A; respecto a la familia de 6rdenes (<;);c;.
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(2) Demostrar que para todo i € I, la proyeccion nr; : P — A; definida por m;((a))ic;) = a;
(para todo (a;);; € P) es una funcién mondétona respecto a los ordenes <p y <;.

(3) Demostrar que, en general, la relacion de orden <p no es total sobre P, incluso cuando
todos los 6rdenes <; son totales sobre los conjuntos A; (i € I).

(4) Demostrar que en la categoria de los conjuntos ordenados (véase Obs. 1.31 p. 33), el
conjunto ordenado (P, <p) satisface una propiedad universal similar a la de la Prop. 1.14
p- 22, remplazando en el diagrama todos los conjuntos involucrados por conjuntos orde-
nados, y s6lo considerando funciones mondtonas.

Ejercicio 1.12 (Orden suma). Sea (A;)ic; = (A;, <i)ic; una familia de conjuntos ordenados
indizada por un conjunto / cualquiera. Se considera la relacién binaria (<g) definida sobre la
suma directa S = },.; A; por:

(Ga)<(@,d) =i=i"Na<;d (para todos (i,a), (i’,a’) € S)

(1) Demostrar que (<g) es una relacion de orden sobre S . El orden <y se llama el orden suma
sobre S = ) ,.; A; respecto a la familia de 6rdenes (<;);e;.

(2) Demostrar que para todo i € I, la inyeccion o; : A; — S definida por o;(a) = (i,a) (para
todo a € A;) es una funcién mondtona respecto a los ordenes <; y <g.

(3) Demostrar que, en general, la relacién de orden <g no es total sobre S, incluso cuando
todos los 6rdenes <; son totales sobre los conjuntos A; (i € I).

(4) Demostrar que en la categoria de los conjuntos ordenados (véase Obs. 1.31 p. 33), el
conjunto ordenado (S, <g) satisface una propiedad universal similar a la de la Prop. 1.16
p- 23, remplazando en el diagrama todos los conjuntos involucrados por conjuntos orde-
nados, y s6lo considerando funciones mondtonas.

Ejercicio 1.13 (Orden lexicogréfico sobre la suma directa). Sea (A;)ic; = (A;, <i)ic; una familia
de conjuntos ordenados indizada por un conjunto ordenado 7 = (I, <;). Se considera la relacién
binaria (<)) definida sobre la suma directa S = ) ;;; A; por:

(ba)<(',a) = i< i’'VvVi=iNa<;d) (para todos (i,a), (i’',a’) € S)

(1) Demostrar que (<jx) es una relacion de orden sobre S. El orden <« se llama el orden
lexicogrdfico sobre la suma S = ) ,.; A; respecto a los 6rdenes <; y <; (para todo i € I).

(2) Demostrar que para todo i € I, la inyeccion o; : A; — S definida por o;(a) = (i,a) (para
todo a € A;) es una funcién mondétona respecto a los ordenes <; y <.

(3) Considerando el orden <g definido en el ejercicio anterior (Ejercicio 1.12), demostrar
que la funcion idg : (S, <g) — (S, <iex) €s mondtona, pero en general no un isomorfismo.

(4) Demostrar que si los 6érdenes <; (sobre /) y <; (sobre A; para todo i € I) son totales,
entonces el orden lexicografico < es total igualmente sobre S .

Observacion. En el caso particular donde A; = A = (A, <,) para todo i € I (es decir: cuando
la familia (A;);c; es constante), vimos que la suma directa § = }},.; A; se reduce a un producto
cartesiano binario: § = I X A. En este caso, el conjunto ordenado (S, <ix) se escribe 7 Xex A,
y se llama el producto lexicogrdfico de los conjuntos ordenados 7 y A.
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Ejercicio 1.14 (Orden lexicografico sobre las palabras). Dado un conjunto ordenado (A, <),
se escribe A* al conjunto de todas las sucesiones finitas de la forma (x;);c[;.,, donde n € IN
y x; € A para todo i € [1..n]. Los elementos (x;)ie[1.,) € A* también se llaman las palabras
sobre el alfabeto A, y se usa la notacion sugestiva x; - - - x,, 1= (X;);e[1., para representarlas. (La
palabra vacia se escribe &.) Se define la relacién binaria <}, sobre A* por:

(XDie1m Sty Oiermy = M<m A Yisn)xi=y) V
(Fk < min(n, m)) (Vi<k)x; = y;i AN xx < i)

(En la definicién anterior, se supone que i > 1y k > 1.)

(I) Demostrar que <;, es una relacion de orden sobre el conjunto A, cuyo minimo es la
palabra vacia . El orden < se llama el orden lexicogrdfico sobre el conjunto A*.

(2) Demostrar que si el orden < es total sobre A, entonces el orden <}, es total sobre A™.

Buenos ordenes Un buen orden sobre un conjunto A es una relacién de orden (<) C A X A
tal que todo subconjunto no vacio de A tenga un minimo:

(<) buen orden sobre A = (<) orden (amplio) sobre A A
VXCA)X +#92 => (AxeX)(VyeX)x<y)

Un conjunto bien ordenado es un conjunto ordenado (A, <) cuyo orden es un buen orden.

Ejercicio 1.15 (Orden lexicogrifico y buen orden). Sea (A;)ic; = (A;, <))ics una familia de
conjuntos bien ordenados indizada por un conjunto bien ordenado J = (I, <),y S = >,/ Ai la
suma directa de los conjuntos subyacentes.

(1) Demostrar que el orden lexicogréfico <jx sobre § (Ejercicio 1.13) es un buen orden.

Sean (A, <) un conjunto bien ordenado, y A* el conjunto de las palabras sobre el alfabeto A
(Ejercicio 1.14). Para toda palabra u = (x;)ic1.,) € A", se escribe |u| = n a su longitud.

(2) Mostrar con un contragjemplo que el orden lexicografico <}, sobre A" (Ejercicio 1.14)
no es un buen orden en general.

(3) Demostrar que la relacion binaria (<) € A* X A" definida por

u<og v =lul < Vv (ul=pMAu< v

(para todas palabras u, v € A*) es un buen orden sobre A*.

En lo siguiente, se llama un buen orden estricto todo orden estricto sobre un conjunto A
cuya relacion de orden asociada (en el sentido amplio) es un buen orden sobre A:

(<) buen orden estricto sobre A = (<) orden estricto sobre A A
VXCAX#0=>AxeX)(VyeX)(x=yVx<y)).

Ejercicio 1.16 (Caracterizacién de los buenos érdenes estrictos). Se dice que una relacién
binaria R C A X A es conexa cuando: (Vx,yeA)(xRyV x=yV yRx).

(1) Demostrar que todo buen orden estricto sobre A es una relacién conexa.
(2) Demostrar que todo buen orden estricto sobre A es una relacién bien fundada.
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(3) Reciprocamente, demostrar que toda relacion conexa y bien fundada sobre A es un buen
orden estricto sobre A. (No se supone que dicha relacion es un orden estricto.)

Ejercicio 1.17 (Buen orden sobre una estructura aritmética). En este ejercicio, se fija una es-
tructura aritmética (N, o, s) cualquiera (Def. 1.20 p. 24). Se considera la relacién «sucesor»
S C N X N definida para todos x,y € N por xSy = s(x) =y, y se escriben respectivamente
S*y §* su clausura transitiva y su clausura reflexiva-transitiva (véase Ejercicio 1.8).

(1) Demostrar que la relacién S estd bien fundada. Deducir (con el resultado del Ejerci-
cio 1.10) que su clausura transitiva S * estd bien fundada igualmente.

(2) Deducir de lo anterior que la relacién S * es un orden estricto, mientras la relacién S* es
el orden asociado (en el sentido amplio).

En lo siguiente, se escriben (<) := Sy (<) :=§*.

(3) Demostrar por induccién que: (YxeN)(x =0V o < x).

(4) Demostrar que la relacion (<) = S* es conexa: (Vx,yeN)(x<yVx=yVy<x).
(Sugerencia: se efectia la demostracion por una induccién doble sobre x e y, usando las
equivalencias del Ejercicio 1.8 (5).)

(5) Usando la caracterizacion del Ejercicio 1.16, deducir que la relacion (<) € N XN definida
por (<) := §* (clausura reflexiva-transitiva de S') es un buen orden sobre N.

(6) Verificar que el elemento 0 € N y la funcién sucesor s : N — N se pueden caracterizar a
partir del buen orden (<) sobre N definido en (5) por:

0 = min<(X) y s(x) =minfy e N : x <y} (para todo x € N)
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