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Practico 1

Ejercicio 1. Probar las siguientes afirmaciones:

(1) {a} = {b}siysoOlosia = b,
(2) {a,b} ={c,d}siysdlosi((a=c)Ab=4d)V((a=d)Ab=rc)),
(3) (a,b) =(c,d)siysdlosi(a=c)A(b=4d)

(Se recuerda que (a, b) = {{a}, {a, b}}.)

Ejercicio 2.
(1) Probar que el predicado ¢(x) = x ¢ x no es colectivizante (paradoja de Russell).

(2) Probar que la clase de todos los conjuntos no es un conjunto, es decir:
—3dx (Vz (z € x)).

(3) Probar que la clase de los conjuntos unitarios (conjuntos con un solo elemento) no es un
conjunto.

(4) Deducir que la clase de todos los conjuntos finitos no es un conjunto.
(Aunque no se haya definido aun la nocién de conjunto finito, se puede asumir que todo
conjunto unitario es finito.)

Imagenes y preimagenes Dada una funcién f : X — Y y dos subconjuntos A C X, BC Y,
se recuerda que:

» Laimagende A C X por f estd definidapor f(A):={yeY:(@AxcA)f(x)=y} (C€Y)
» La preimagen de B C Y por f estd definida por f~'(B) :={x€ X : f(x) € B} (X

Ejercicio 3. Sea una funcién f : X — Y, con subconjuntos A,A{,A» CXyB,B,B,CY.

(1) Para cada una de las siguientes igualdades, decir si es verdadera (demostrandola) o falsa
(dando un contra-ejemplo, e indicando si una de la dos inclusiones se cumple):

a) f(@)=2 b) f(X)=Y c) f(AY) = (f(A)*
d) f(AiUAy) = f(ADU f(Az) e) f(A1NAy) = f(A) N f(A2)

(2) Mismo ejercicio con las siguientes igualdades:

a) [1(@)=0 b) [V =X o) f1(B) = (f(B)
d) f(BiUBy) = f1(B)U f7'(By) e) f'(BiNBy)=f(B)Nf (B

(3) (Qué cambia en 1. y 2. si se remplaza las uniones e intersecciones binarias (A; U A,,
A N A,, etc.) por uniones e intersecciones infinitarias (| ;c; Ai, (e Ais €tC.)?
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Inyecciones y sobreyecciones Intuitivamente, la existencia de una inyeccién f : A — B
significa que «A es més pequefio que B», y la existencia de una sobreyeccién f : A — B que
«A es mds grande que B». Pero las cosas no son tan sencillas...

Ejercicio 4 (Un problema de eleccién). Sean A, B dos conjuntos cualesquiera.

(1) Supongamos que A # & y que existe una inyeccién f : A — B. Mostrar que existe una
sobreyeccion g : B — A, y que se puede construir g tal que g o f = id,.

(2) (Qué pasa cuando A = &?

(3) Supongamos que existe una sobreyeccion f : A — B. jExiste una inyeccién g : B — A?

Ejercicio 5 (Cantor). Sea A un conjunto.

(1) Demostrar que no existe ninguna sobreyeccion f : A — P(A).
(Sugerencia: considerar el conjunto {x € A : x ¢ f(x)}.)

(2) Deducir de (1) que no existe ninguna inyeccion g : P(A) — A.
(3) Deducir de lo anterior que para todo conjunto a, tenemos que B(|J a) ¢ a.

Conjuntos equipotentes Se recuerda que dos conjuntos X e Y son equipotentes cuando existe
una biyeccién f : X 5 Y. Un conjunto X es numerable cuando es equipotente con IN.

Ejercicio 6. Probar que los siguientes pares de conjuntos son equipotentes:

(1) B@) y 24

(2) AX 2 Bi y 2iet(AX B))

(3) Az y [T (AP)

(4) (AP y ABxC

(5) 2ictAi Y Uies Ai, silos conjuntos A; (i € I) son disjuntos dos a dos.

Ejercicio 7 (Teorema de Cantor-Bernstein-Schrdder). Sea X un conjunto dado con una in-
yeccién h : X — X (que define asi una biyeccién entre X y 4(X)), € Y un conjunto tal que
h(X) C Y C X. Se trata de demostrar que Y es equipotente a X.

(1) Demostrar que existe un subconjunto minimal Z C X talque (X-Y)CZ y h(Z) C Z.
(2) Demostrar que i(Z) =ZN'Y.
(3) Usando la inyecciéon h : X — X y el subconjunto Z C X definido en (1), construir una
biyeccion i’ : X > Y. (Sugerencia: definir h'(x) por casos segin que x € Z 0 no.)
(4) Deducir de lo anterior el teorema de Cantor-Bernstein-Schroder:
Si A y B son dos conjuntos tales que existen inyecciones f : A — By g : B — A,
entonces A y B son equipotentes.

El teorema de Cantor-Bernstein-Schroder es una herramienta fundamental para demostrar que
dos conjuntos A y B son equipotentes, en la medida en que reduce el problema (dificil) de la
construccidn de una biyeccion entre A y B al problema (mds sencillo) de la construccién de dos
inyecciones f : A — By g : B < A sin relacion entre ellas.



Ejercicio 8 (Conjuntos numerables). Demostrar las siguientes propiedades, usando el teorema
de Cantor-Bernstein-Schroder cuando se necesite.

(1) Si dos conjuntos A y B son numerables, entonces A X B también lo es.
(2) Los conjuntos Z y @ son numerables.

(3) Si (A))ic; es una familia de conjuntos numerables indexada por un conjunto numerable /,
entonces ).;c; A; Y U, Ai también son numerables.

(4) Si A es un conjunto numerable, entonces el conjunto B4,(A) formado por todos los sub-
conjuntos finitos de A también es numerable.

(5) Si A es un anillo conmutativo numerable (por ejemplo Z), entonces el anillo A[X] de los
polinomios con coeficientes en A también es numerable.

(6) Deducir de lo anterior que el conjunto de los niimeros algebraicos
A={xelR : (Ap € Z[X]) p(x) = 0} es numerable.

Ejercicio 9 («Lo veo pero no lo creo»). Usando el teorema de Cantor-Bernstein-Schroder,
demostrar que:

(1) Los conjuntos IR? (el «plano») y R (la «recta») son equipotentes.
(Sugerencia: remplazar R por el intervalo abierto (0, 1).)

(2) Los conjuntos P(IN) y IR son equipotentes.

(Observacion historica: la existencia de una biyeccion entre el plano y la recta fue descubierta
en 1877 por Cantor, que escribio en una carta a Dedekind: «lo veo pero no lo creo».)

Conjuntos Dedekind-infinitos Un conjunto X es Dedekind-infinito (o D-infinito) cuando
existe una funcion f : X — X inyectiva pero no sobreyectiva.

Ejercicio 10 (Conjuntos D-infinitos).
(1) Verificar que los conjuntos IN, Z, Q y IR son D-infinitos.
(2) Mostrar que si X € Y y X es D-infinito, entonces Y también es D-infinito.

(3) Usando las propiedades basicas de los conjuntos finitos (y anticipdndose la definicion
formal de tales conjuntos), mostrar que un conjunto finito nunca es D-infinito.

(4) Sea X un conjunto D-infinito dado con una inyeccién f : X < X y un elemento a € X
tal que a ¢ img(f). Mostrar que existe un subconjunto minimal N C X talque a € Ny
f(N) € N. Deducir que el conjunto N satisface el principio de induccion:

SiPC Nestalquea € Py f(P) C P, entonces P = N.

(Intuitivamente, N es una copia de IN adentro de X, donde a y f tienen el papel de O y de
la funcién sucesor. En particular, el conjunto N equipado con a'y f es isomorfo a IN.)



