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Definiciones

Practico 5: Deduccion natural

Sea V el vocabulario de un lenguaje de primer orden.

= [os términos (notacién: ¢, u, v, etc.) estdn definidos por la gramatica:

tu,v

X | f(ll,...,lk)

(donde f es cualquier simbolo de funcion de aridad k en el vocabulario V).

» Las formulas (notacién: ¢, i, y, etc.) estan definidas por la gramatica:

¢ ¥, x

Vx¢ | dx¢

= T|lL|t=n]pt,... 0%
| = | oAy | dVY | oy | dey
|

(Férmulas atémicas)
(Conectivas)
(Cuantificadores)

(donde p es cualquier simbolo de predicado de aridad k en el vocabulario V).

» Los contextos (notacion: I', A, etc.) son las listas finitas de férmulas:

LA = ¢1,...,0,

(n>0)

= Un secuente es un par escrito I' + ¢ («¢ es consecuencia de I'», o «I" demuestra ¢»),
donde I" es un contexto (el antecedente, cuyos elementos se llaman las hipotesis del
secuente) y ¢ una férmula (el consecuente, o la conclusion del secuente).

Las reglas de deduccidn del sistema NK («deduccién natural cldsica») son las siguientes:

(Axioma)

(T, 1)

(=)
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(V)

(=)
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€))

I'erT
Ior L
'k —¢
I'rg TrHY
I'ro Ay
I'k¢ 'y
'roVvy 'roVvy
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'ro=y
Lory Tyrd
'rp oy
I'ro
I'kVxe¢
'k ¢[x:=1]
I'Fdx¢

(six ¢ FV(I))

T'ret=t

I'r¢

(sigel)
F,—Igbl-J_
ko
I'rg T'+-¢
I'rL
oAy ' Ay
I'r¢ 'y
I'reovy Iéry yry
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I'ro=y T'+Ho¢
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l'reeoy T'ko l'rpgoy T'Hy

(Absurdo)

'y I'r¢
I'kVx¢
'k ¢[x:=1]
I'rdx¢ T,ory
'y

I'rt=u TFo[x:=1]
'+ ¢lx :=u]

(six ¢ FV(I,¢))




Reglas admisibles Dados secuentes S;,...,S,y S, se dice que la regla
S, -+ S,
S
es admisible (en un sistema de deduccién cualquiera) cuando cumple la propiedad que:
Silos secuentes S, ..., S, son derivables, entonces el secuente S es derivable.

Es claro que toda regla admisible (indicada tradicionalmente con una doble raya de inferencia)
se puede agregar al sistema de deduccion sin cambiar la clase de los secuentes derivables.
En lo siguiente, se autorizard el uso de las siguientes reglas, que son admisibles' en NK:

Permutacion: Debilitamiento: Contraccién: Ex falso quod libet
¢17-'~a¢n|_¢’ r'_"// F7¢’¢|_¢’ ' L
Bo(tys -+ s Doy F ¥ Lory Lory I'ro

(donde o es cualquier permutacion de los enteros 1..n).

Ejercicio 1. — Derivar las siguientes férmulas:

= Equivalencias notables del cédlculo proposicional:

pANP S ¢ ¢Vo¢

PN S YN ¢V SYVe

@AY Ax S oA A)) VY VxS oV YVy)
OANT & ¢ pVLeP

pALS L VT ST

PAWNVY) S @AYV (DAY) PVWAY) S @VY)IA@DYY)

@=2yAx)e@=>vA0@>)) @=>yVvy)e (@=>¢9v)Vie=>y)
@AY= x)e@=>x)VEY =Y @Vy=>x)e @=>2x)ANY >y

(T=¢) ¢ (= 1) ¢
L=2d T Pp=>T)e T
P=>WU=x) @AYy =))
= Equivalencias notables del calculo de predicados:
Vx(@AYy) ©Vxdp AVxy dx(@pVy) e dx¢ Vv Ixy
Vxop VVxy = Vx(dVy) Ax(@AyY) = Axp Adxy
Vx¢ © ¢ (si x & FV(¢)) Ixp o ¢ (si x & FV(¢))

Vx(@AY) e dAYxY (six ¢ FV(¢)) Ax(@pVy) e oV Axy (si x ¢ FV(¢))
Vx(@pViy)e ¢V Vxy (six ¢ FV(¢)) Ax(PpAY) & ¢ AAxy (si x ¢ FV(¢))
Vx(@=¢) © (9= Vxy) ixgFV(g) x(@=y¢) © (¢ = Axy) Gix¢ FV(g)
Vx(@=>y¢) e Axd =) (ixe FV@Y)) Ax(@p=y) © (Vxd = Y) (sixe FV(Y))

= Tautologias clasicas y leyes de De Morgan:

¢ & ¢ ¢V -

TS L 1T
(PAY) S PV Y PV Y) S ~p Ay
@S bAY DY) S GVY
-Vx¢ & dx—¢ —dx¢d © Vx—¢
(d=y)=9)=> 09 (ley de Peirce)

"Este resultado de admisibilidad es el objeto del Ejercicio 5 p. 4.
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» [gualdad:
Vx(x=x)
VxVy(x=y=y=xXx)
VxVyVz(x=yAy=z=>x=7)
VxVy(x=y=tlz:=x]=tz:=Y]
YxVy(x =y = (¢[z = x] © dlz :=y])

Ejercicio 2 (Conmutacion de cuantificadores). — El objetivo del ejercicio es mostrar la impor-
tancia de las “condiciones de frescura” que restringen el uso de la reglas V-intro. y 3-elim.:

I'r¢ I'r3dx¢ I,ory

Fl_vx(p(sixeéFV(F)) Iy

(si x ¢ FV(T,¢))

Para ello, se considera una féormula ¢ = ¢(x, y) que depende (al menos) de dos variables x e y.

(1) Derivar las siguientes equivalencias:
(@) VxV¥Vyo(x,y) & VyVxe(x,y)
(b) Ixdyé(x,y) & dydxd(x,y)
verificando que las derivaciones respetan las condiciones de frescura.
(2) Derivar las siguientes implicaciones:
(a) IxVyop(x,y) = Vydxeé(x,y) respetando las condiciones de frescura;
(b) Vydxe¢(x,y) = AxVye(x,y) sinrespetar las condiciones de frescura.
(3) Con contraegjemplos en la matematica usual (convergencia simple/uniforme, continuidad
simple/uniforme, etc.), explicar por qué la implicacién del item (2.b) es falsa.

Ejercicio 3 (Una funcién involutiva). — Se trabaja en un vocabulario “V con un simbolo de
funcién f de aridad 1, que representa una funcion definida sobre todo el universo del discurso.
Derivar el teorema que dice que «si f es involutiva, entonces f es biyectiva», es decir:

Vxf(f(x)=x = Va¥X' (fx)=fX)=>x=x) A Vydxf(x)=y.

Ejercicio 4 (Unicidad de las construcciones l6gicas). — El objetivo de este ejercicio es mostrar
que las reglas de cada conectiva (resp. cada cuantificador) determinan dicha conectiva (resp.
dicho cuantificador). Para ello, se extiende el lenguaje de las férmulas

o, = p(t,....4%)
lt=t | T | L |=¢ |oAY [ dVY | =4 | sy | Vx¢ | dx¢
| ¢

1= [T L2 oA Y | oVY | ¢="y [ g™ Y | Vg | Txé
duplicando cada construccidn légica (=, T, L, =, A, V, =, &V, J) con una version “estrellada”
(=", T, L%, =", A%, VY, =7, oF, VY, 3%). Del mismo modo, se duplican todas las reglas de
introduccién y de eliminacién del sistema NK con versiones estrelladas:
Iory I'reo="y T'ko I'rt="u TFoplx:=1]
I'rg ="y I'ey I'rt="1¢ I'+ ¢lx := u]

(por supuesto, no se duplica la regla axioma). Se escribe NK* el resultante sistema.

(1) En el sistema NK*, derivar las siguientes equivalencias:
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T e T PNY & dNY Vx¢g © Vx¢
1" 1 OVY © dVY Jx¢p © dx¢
nh="n e hnh==n @="¢) & (p=y) ¢ S ¢
(2) Verificar que en todas las equivalencias anteriores, se puede remplazar la conectiva &
por su version estrellada &*.

(3) Concluir que las construcciones estrelladas no sirven para nada.

Razonamiento por induccion sobre (el tamaiio de) la derivacion Dada una derivacion d
en un sistema de deduccién cualquiera, se llama el tamaiio de d y se escribe |d| el nimero de
pasos de deduccién en d (es decir: el nimero de «rayas de inferencia» en el drbol correspon-
diente). La herramienta fundamental para establecer una (meta)propiedad ®(d) para todas las
derivaciones d (en un sistema de deduccidn cualquiera) es el razonamiento por induccion sobre
(el tamaiio de) la derivacion, que tiene la siguiente forma:

Si para toda derivacion d:

si O(d’) para toda derivacion d’ tal que |d’| < |d|, (Hipétesis de induccion)
entonces O(d); (Tesis de induccién)
entonces para toda derivacion d, tenemos que O (d). (Conclusién)

En la préctica, para demostrar que la hipétesis de induccion implica la tesis de induccion, se
necesita distinguir los (muchos) casos en funcién de la dltima regla aplicada en la derivacion d,
con el fin de explicitar (para cada regla) las subderivaciones de d sobre las cuales se podra
aplicar la hipétesis de induccion.

Ejercicio S (Reglas admisibles en el sistema NK).

(1) Demostrar que para toda derivacion d : (I' + ¢), para toda variable x y para todo tér-
mino u, existe una derivacién d’ : (I'[x := u] + ¢[x := u]) de mismo tamaio |d’| = |d|.
(2) Deducir que la siguiente regla es admisible en el sistema NK:
I'¢
I'x:=u] F ¢lx :=u]

Sustitucién:

Dados dos contextos I' 'y I, se escribe I' C I cuando toda férmula que ocurre en I' también
ocurre en I (sin tener en cuenta ni el orden, ni el nimero de ocurrencias en I' 'y I'").

(3) Demostrar que para toda derivacion d : (I' + ¢) y para todo contexto I'” tal que I' C I”,
existe una derivaciéon d’ : (I + ¢) de mismo tamafio |d’| = |d|.
(4) Deducir que la siguiente regla es admisible en el sistema NK:

I'+
Debilitamiento generalizado: F’"Z (sil' cTI”)

(5) Deducir de (4) que las reglas de permutacion, de debilitamiento, de contraccion y del ex
falso quod libet (véase p. 2) son admisibles en el sistema NK.

Se define la logica intuicionista a través del sistema NJ («deduccién natural intuicionista»)
que se obtiene a partir del sistema NK («deduccion natural clasica») remplazando la regla del
absurdo (eliminacién de L) por la regla del ex falso quod libet (véase p. 2).

(6) Demostrar que la 16gica intuicionista estd incluida en la l6gica clésica.



