Facurtap DE CIENCIAS —  FUNDAMENTOS DE LA MATEMATICA —  PRIMER SEMESTRE DE 2023

Practico 6: Calculo de secuentes

Las reglas de deduccién del Célculo de secuentes (sistema LK) son las siguientes:

Axioma y regla de corte

- LegrA T"Fo, AN

(Axioma, Corte) oro T T rAA
Reglas estructurales
» Lo, v, I FA I'r Ao, ¥, A
(Permutacion) Ly 6,1 F A TrAy. 6.8
(Debilitamiento) FF (b'_ |—AA FI:_ |_¢AA
sz F’¢’¢|_A F|_¢,¢7A
(Contraccion) m m
Reglas logicas
I'ro,A ILorA
(=) 1"’—|¢|_A FF—Igb,A
(L, T) [LLEA CrT,A
IorA LyrA 'e¢g,A THY,A
() LoAYrA LoAUFA oAy, A
ILerA TLyrA I'ro¢,A I'ry, A
V) TovurA TroVu,A Trovy,A
¢
I'eg,A T 0+ A Loru, A
=) LT.650rAN Tré= A
v [Loplx:=t]FA I'ro¢,A v ¢ FV(C.A
) ,Vxdr A Trvxg A SIXEEVITLA)
; LOFA o rvray TFlx:=1],A
c LaxgrA o ’ Trdxe, A
I, =ulrA T"rFP[x:=1], N
=) Plx := u] 9l ] "

LI t=ur AN



Ejercicio 1. — Derivar las siguientes férmulas en el sistema LK, y comparar las derivaciones
obtenidas con las derivaciones correspondientes en el sistema NK (Préctico 5):

= Equivalencias notables del célculo proposicional:

PAP S ¢V

PAY S YN PVY S YV

@AY AxY S AW AY) @VYIVy e oV Vy)
OANT & ¢ oV L&

gb/\J_<=>_L ¢VT<:>T

GAWNVY) S @AYV (DAY) dVWAY) S (@VYAGYY)

@=2vrAx)e@=>¢Y)A@=)) @=2vvVvy)e@=>¢9v)Vig=yx
@AYy =2x)e(@=>x)VIY=>Y @GVy=>x)e@=2x) AW =)

(T=¢) ¢ (= 1) ¢
L=2¢ T p=>T)eT
(p=>W=x) @AY=y
= Equivalencias notables del calculo de predicados:
Vx(@AY) © Vxdp AVXY dx(pVy) e Ax¢ Vv Axy
VxoVVxy = Vx(d V) Ax (@ AY) = Axd A Axy
Vx¢ & ¢ (six & FV(¢)) dx¢p ¢ (six ¢ FV(¢))

Vx(@AY) e dAXY (si x ¢ FV(¢)) Ax(@pVy) ¢V IAxy (six ¢ FV(¢))
Vx(@p V) & oV Vxy (six ¢ FV(¢)) Ax (@ AY) © dAIAxy (six ¢ FV(¢))
Vx(@ =) & @=>Yxy) GixeFVg)  Ax(@=>¢) & (@ = dxy) Gixe FV(9)
Vx(g=y) o @xp=y) GixeFVe)  Ix@=>y¢) © (Vxd=>y¢) Gixg FVQY)

= Tautologias clasicas y leyes de De Morgan:

¢ & ¢ V-

T & L -1l & T

SGAY) S~V Y (V) S gAY
@SV SNy DY) S GV

-Vx¢ & dx—¢ —dx¢ & Vx—¢
(p=v)=>9) =9 (ley de Peirce)
Ejercicio 2 (Paradoja de los bebedores). — En légica de primer orden, se supone implicita-

mente que el «universo del discurso» no es vacio.

(1) Derivar las siguientes formulas en LK
(@) AxT (b)) Ix(x=x) (c) Vx¢p = dx¢
y explicar en qué expresan que el universo del discurso no es vacio.
Ahora, se supone que los objetos del discurso son los clientes de algiin bar (no vacio), y se

considera un predicado unario p(x) que expresa: «el cliente x bebe».

(2) Derivar las siguientes formulas en LK (existencia de los bebedores lider y seguidor):
(a) dx(p(x) = Yy p(©)) («existe x tal que, si x bebe, entonces todos beben»)
(b) Ax Ty p(y) = p(x)) («existe x tal que, si alguien bebe, entonces x bebe»)

(jCuidado con las condiciones de frescura de las variables!)
(3) Derivar las mismas férmulas en deduccion natural (NK). ;Que se puede observar?



Ejercicio 3 (Equivalencia entre NK y LK).

(1) Demostrar que para toda derivacién d : (I' + ¢) en el sistema NK, existe una derivacion
d": (' + ¢) en el sistema LK. Algunas sugerencias:

= Como siempre, se demuestra la propiedad por induccién sobre el tamafio de la de-
rivacion d, distinguiendo los casos en funcion de la dltima regla aplicada en d.

= Las reglas de introduccion de NK se simulan facilmente en LK usando las reglas
derechas (y posiblemente, las reglas estructurales).

» Las reglas de eliminacién de NK se simulan en LK combinando las reglas izquier-
das con la regla de corte (y posiblemente, las reglas estructurales).

Dado un contexto I' = ¢, ..., ¢, se escribe =" = =¢y, ..., ¢,.

(2) Demostrar que para toda derivacion d : (I' + A) en el sistema LK, existe una derivacion
d : (I',=A+ L) enel sistema NK.

Observacion: los casos en (2) son mucho mas técnicos que en (1), debido al desplazamiento
del contexto A por la izquierda bajo una negacion. Se usan masivamente las reglas admisibles
de NK —para reorganizar el contexto— asi como la regla del absurdo.

(3) Deducir de (2) que siI' + ¢ es derivable en LK, entonces I + ¢ es derivable en NK.

Ejercicio 4 (Forma prenexa y forma normal conjuntiva). — Se dice que una férmula ¢ es en
forma prenexa cuando ¢ es de la forma ¢ = Qx; -+ Q,X, ¢o, donde Qy,...,Q, (n > 0) son
cuantificadores y donde ¢, es una férmula sin cuantificadores (el cuerpo de la forma prenexa).

(1) Demostrar que toda férmula es equivalente a alguna férmula en forma prenexa.

(2) Suponiendo que la férmula ¢(x) es sin cuantificadores, dar dos formas prenexas distintas
del principio de induccién: ¢ = @(0) A Vx (d(x) = @(s(x))) = YxP(x).

(3) Escribir la siguiente formula en forma prenexa:

Ve(e>0= 60> 0AVYxVyd(x,y) <o =d(f(x), f(y) <&)))
= YxVe(e>0=>36(0>0AVyd(x,y) <6 =d(f(x), f(y) <¢&)))

Se llaman:

» férmula atémica a toda férmula ¢ de la forma ¢ = (1, = t,) 0 ¢ = p(t1, ..., H)';
= Jiteral a toda férmula que es o bien una férmula atémica, o bien su negacion;
» cldusula a toda disyuncion finita de literales (donde L es la cldusula vacia);

» forma normal conjuntiva (FNC) a toda conjuncidn finita de cldusulas (donde T es la
forma normal conjuntiva trivial).

(4) Demostrar que toda férmula sin cuantificadores es equivalente a alguna FNC.
(5) Escribir los cuerpos de las formas prenexas obtenidas en (2) y (3) en FNC.

Observacion: Los resultados de este ejercicio s6lo se cumplen en ldgica clasica.

'En esta definicién, se excluyen las unidades T y L de la nocién de férmula atémica.
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