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Practico 7: Aritmética de Peano

El lenguaje de la aritmética es el lenguaje de primer orden definido a partir de un simbolo
de constante 0 («cero»), un simbolo de funcién unario s («sucesor»), dos simbolos de funcién
binarios + («suma»), X («producto») y el tnico simbolo de predicado binario = («igualdad»).
La aritmética de Peano (notacion: PA) es la teoria de primer orden sobre el lenguaje anterior,
cuyos axiomas son los siguientes:

(A) YVx(x+0=x)

(A2) YxVy(x+s(y) = s(x+y))
(A3) Vx(xx0=0)

(Ag) YxV¥y(x X s(y) = (xXy)+x)
(As) YxVy(s(x) = s(y) = x =)
(A6) Yx(s(x)#0)

(A7) YZ(d[x := 0] AVx (¢ = ¢[x := s(x)]) = Vx¢)
para toda férmula ¢ con variables libres 7 = x;,...,x; y x.

Ejercicio 1. — Derivar la siguientes férmulas en PA:
(1) Vx(x =0V Ay (x = s(3)))
(2) VxVyVz(x+y)+z=x+( +2)
B) VxO+x=x)
(4) YxV¥y(s(x) +y = s(x+y))
B) VxVy(x+y=y+x)
(6) VxVyVz(x X (y+2) =xXy+xX2)

Orden En PA, se definen las relaciones x < y y x < y por las abreviaturas:
x<y:=dz(x+z=y) y x<y:= s(x)<y.

Ejercicio 2. — Derivar la siguientes férmulas en PA:

(1) Vx(x < x)
(2) VxVy(x<yAy<z=>x<2)
B) VxVy(x<yAy<x=>x=Y)

Ejercicio 3 (Buen orden). — Sea ¢(x) una férmula de PA que depende de x, y posiblemente
de otras variables 7 (que actian como parametros).

(1) Demostrar por induccidn sobre x que:
Yx[p(x) = Fxo (¢(x0) A Vy (9(y) = x0 < y))]
(2) Deducir de lo anterior el principio de buen orden:
dxp(x) = Ix(@(x) AVy((y) = x < y)).
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Consistencia computacional A cada entero externo' n € IN se asocia un término cerrado 7
del lenguaje de la aritmética, llamado entero de Peano n'y definido por

7= 50 = s¢s0)--)

n veces

A cada término cerrado ¢ del lenguaje de la aritmética, se asocia un entero externo Val(¢) € IN,
llamado el valor de t y definido por induccidn estructural sobre ¢ con las ecuaciones:

Val(0) = 0 Val(z + u) = Val(z) + Val(u)
Val(s(z)) = Val(z) + 1 Val(z X u) = Val(¢) - Val(u)

Por definicidn, es claro que Val(n) = n para todo n € IN.

Ejercicio 4. — En este ejercicio, se trabaja en PA™ := PA — (A7), es decir: en la aritmética de
Peano sin esquema de induccidn.

(1) Verificarque PA™+rn=n paratodon e IN.

(2) Demostrar que para todos n,m € IN tales que n # m, tenemos que: PA™ +n # m.
(Sugerencia: la derivacion se construye por induccion externa sobre min(n, m).)

(3) Demostrar que para todos n,m € IN: PA™ Frn+m =n+m.
(4) Demostrar que para todos n,m € IN:  PA™ + n X m = nm.
(5) Deducir de lo anterior que para todo término cerradot: PA™ ¢ =7n, donden = Val(?).

(6) Demostrar que para todos términos cerrados ¢y u:

PA™ v+t = u si Val(t) = Val(u)
PA™ +t# u si Val(r) # Val(u)

(7) Demostrar que si PA™ es consistente, entonces para todos términos cerrados ¢ y u:
PA"rt=u siysolosi Val(¢) = Val(u).

(Qué pasa si PA™ es inconsistente?

(8) Misma pregunta que (7), remplazando PA™ por PA.

Completitud respecto a las formulas sin cuantificadores A cada férmula cerrada ¢ sin
cuantificadores del lenguaje de la aritmética, se asocia un entero externo Val(¢) € {0, 1}, llama-
do valor de ¢ y definido por induccién estructural sobre ¢ con las ecuaciones:

B _J1 siVal(t)) = Val(t,)
Val(n =12) = {0 Si Val(fy) # Val(ry)
Val(p = ¢) = méx(l - Val(g), Val(¥)) Val(~¢) = 1 - Val(g)

Val(g A g) = min(Val(¢), Val(#)) Val(g v ¢) = miax(Val(@), Val(®))

Val(T) = 1 Val(1) = 0

Ejercicio 5. — En este ejercicio, se trabaja de nuevo en PA™ := PA — (A7).

'Es decir, un entero natural de la metateoria, en contraste con los enteros abstractos descritos por PA.
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(1) Demostrar que PA™ es completa respecto a las férmulas sin cuantificadores, es decir:

PA"F¢ siVal(g) =1
PA™ F =¢ siVal(¢) =0
para toda férmula cerrada ¢ sin cuantificadores.
(2) Demostrar que si PA™ es consistente, entonces
PA" ¢ siysolosi Val(g) =1.
para toda férmula cerrada ¢ sin cuantificadores.
(3) Misma pregunta que (2), remplazando PA™ por PA.

Una aritmética no estandar Dada una teoria axiomética .7, se escriben:
s V() el vocabulario de 7
n L(T) el lenguaje de las formulas de .7,
n (7)) el lenguaje de las formulas cerradas de 7,
n AX(7) (C L(D)) el sistema de axiomas de T .

También se usa el simbolo .7 para indicar el conjunto de todos los teoremas de 7.

Dadas dos teorias axiomadticas .7 y .7, se recuerda que .7’ es una extension conservativa
de  cuando 7' N %4(7)=.7. Estoimplica obviamente que .7’ es una extension de .7
(es decir: .7 C .7"), pero también implica que las teorias .7 y .7’ son equiconsistentes.

Ejercicio 6. — Para todo entero externo n € IN, se define la teoria .7, por:

s V' (Z,) = V(PA) W {c}, donde ¢ es un nuevo simbolo de constante.

» Ax(7,) = AX(PA)U{c #m : m < n}

Por construccion, es claro que PA € %y 7, € J,, para todo n € IN.

Dado un entero externo n € IN y un término ¢ del lenguaje de .7, se escribe t[c := n] el
término de PA obtenido remplazando todas las ocurrencias de la constante ¢ en ¢ por el término
cerrado 7. Dada una férmula ¢, un contexto I' y una derivacion d del lenguaje de .7, se definen
las notaciones ¢[c :=n], ['[c := n] y d[c := n] de modo similar.

(1) Verificar que (¢f[x := u])[c := n] = (t[c := n])[x := ul[c := n]ly (p[x := u])[c :=n] =
(¢lc := n))[x := u[c := n]] para todos ¢, t, u del lenguaje de .7,.
(2) Demostrar que si d es una derivacion del secuente I' + ¢ en NK, entonces d[c := n] es
una derivacion (bien formada) del secuente I'[c := n] + ¢[c := 1] en NK.
(3) Demostrar que si .7, + ¢, entonces PA + ¢[c := n].
(4) Deducir que .7, es una extension conservativa de PA.
Sea .7, la teoria definida por .7, := U,y 75 Su vocabulario es 7 (PA) @ {c}, mientras sus
axiomas son los axiomas de Peano, mas todos los axiomas de la forma ¢ # n, donde n € IN.
(5) Demostrar que .7, es una extension conservativa de PA, equiconsistente con PA.
(6) Demostrar que 7, +n <c paratodo entero externo n € IN.
(Sugerencia: se puede usar que: PAFVx(n<x© x#0A---AXx#n).)
(7) Demostrar que: 7, +c<s(c), J,rs(c)<c+c, Tyrc+c<cXc.
Se considera la formula Prim(x) := x # s(0) A VyVz(x=yXxz=y=50)V z=5(0)),
y se define la teorfa .7 por V(7)) = V(7,) y Ax(T)) = Ax(Z,) U {Prim(c)}.
(8) (Es .7/ una extension conservativa de PA? juna extension conservativa de .7,?



