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Sistemas de deduccion

Existen maltiples sistemas de deduccién en légica clasica:

@ Los sistemas de Hilbert [Frege 1879, Hilbert 1925]
@ Los sistemas de deduccién natural [Gentzen 1934]
@ Los calculos de secuentes [idem]

Todos definen la misma clase de férmulas demostrables en |6gica clasica
(es decir: las tautologias del calculo de predicados)

@ En las clases anteriores, vimos una presentacién de la deduccién
natural clasica con secuentes explicitos: el sistema NK

@ Hoy, veremos el calculo de secuentes (clasico): el sistema LK

Observacion: Los 4 sistemas NK/NJ y LK/LJ fueron introducidos en un
mismo articulo de Gerhard Gentzen (1909-1945):

@ Gerhard Gentzen. ,Untersuchungen iiber das logische SchlieBen. I. & I1."
Mathematische Zeitschrift. 39(2):176-210, 39(3):405-431. 1935.
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De la deduccién natural clasica (NK)...

@ Secuentes asimétricos de la forma T ¢ (consecuencia dnica)

@ Oposicion entre:

o Reglas de introduccién (icémo probar una construccién?)
o Reglas de eliminacién (icémo utilizar una construccion?)
Mok rM-¢=v k¢
Fr-¢o=1v = J
. = (¥en S
+ regla axioma T4 (comunicacién entre T y 1)

o Reglas estructurales (permut., debilit., contraccién) admisibles

¢, ¢2, T F 9 re4 Lo, o4 J

T, g2, 61,1 =9 ok Lok

e Sistema mas adaptado a la légica intuicionista (NJ); se recupera la
l6gica clasica (NK) mediante un truco (regla del absurdo)
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al calculo de secuentes (LK)

Secuentes simétricos de la forma ' A (maltiples consecuencias)

@ Dos formas de reglas de introduccién: reglas izquierdas y derechas

M=o¢,A k= A Mok A J

Mr,¢g=ykEAA Fr-¢=v,A

iNo hay reglas de eliminacién!

Reglas de eliminacién remplazadas por una tnica regla de corte:

oA T'Fo A
YN J

Reglas estructurales (permut., debilit., contraccién) primitivas

Sistema LK méas adaptado a la l6gica clasica debido a

o la simetria entre hipétesis (izquierda) y consecuencias (derecha)
e = simetria entre una férmula ¢ y su negacién —¢
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Secuentes del sistema LK

o El sistema LK utiliza secuentes simétricos de la forma
N=A

donde I (el antecedente) y A (el consecuente) son listas finitas
de férmulas (posiblemente vacias)

o El secuente ¢1,...,0, 9¥1,..., 0¥y (n,m € IN) tiene el mismo
significado que la férmula:

v [ Ner = \/ i
i=1 i=1

o Casos particulares:

° ¢1,...,¢0nFn (secuentes asimétricos, NJ/NK)
o P1,...,Pn («¢1, ..., ¢n son contradictorias»)
o F1,...,Um («una de 91, ...,%m se cumple»)
o Fin («%1 es una tautologia»)

° (secuente vacio: contradiccion absoluta)
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Reglas del sistema LK

@ Axioma y regla de corte:

- FokEA ko, A

(Axioma, Corte) o+ NN
o Reglas estructurales, izquierdas y derechas:

P tacis Mo, =A r-4,¢,9,4
(Permutacion) Fo ol FD [FA v 6 A
e r=A r=A
(Debilitamiento) TorA TFo A
C s Lok A TFéea
(Contraccién) For A Fon

Observacion: En lo siguiente, se usan las reglas de permutacion

de modo implicito (como si ', A fueran multiconjuntos)
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Reglas del sistema LK (2/3)

o Reglas lé6gicas, izquierdas y derechas:

ME ¢ A Mok A
) F—oF A “ MF—¢, A
FEgA Mgk A Mok oA
(=) N EY YN Fo=¢.A
Mok A Mok A MF¢,A TFo,A
(N ForsrA T.orvrA FFény, A
X
FoFA  ToFA ME ¢ A Mo, A
V) FovoFA FFove,A Trove A
(T) @ reET,A
X
(1) rLFA “
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(3/3)

o Reglas l6gicas, izquierdas y derechas (continuacion):

Mox:=tlFA M=¢,A ) VA
) TTVx6F A Trvxg A O F0A)
s
oA I @lx :=t],A
S Faxgra o FFVne) BEETYS
_ Molx:=ulFA Ik ¢[x = t], A’
(_) F,F’,t:uI—A,A’ Fi=i

@ Observacioén:

El sistema LK no tiene reglas para la equivalencia

l6gica ¢ < 1), que siempre puede ser definida por

b=

(0= Y)A (Y= 9)
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Ejemplos (1/4)

o Conmutatividad de A:

w"ib (L) oF ¢(AX))

pApEY T pAYE ¢MM
PAVFUNG
Fonp=yYne "

o Conmutatividad de V:

o™ o grp "

oYV ¢F¢V¢(n
DRAT I

FoVy =4y Vve
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Ejemplos (2/4)

@ Tercer excluido 4 equivalencia con la doble negacién

(Ax)
RN Ry oo ™ ¢>%¢(AX’
¢, ¢ L (= R)
— v Rz) ¢, ¢+ —9, ¢
Fo, oV o g)
F oV -6, 6V =g C z j:: 5 (=) ¢ ¢;¢ (m)
rvera o=
@ Equivalencia con el contrarreciproco:
oFe T, e 3y
o0 Y G P P ™ Fede
o=, UF = - =6 6FYv
p=yvF = ¢> W= g o=

o) s (w9 " Fws g =@




SEe™™  Godasesco  oecsoeosor  odososoo
Ejemplos (3/4)

o La ley de Peirce:

¢ P ¢ (Ax)
(Weakg)

A =

o= " v M
(0= 0)=0oF 6 0
(@0=0)=oF o
(=) =) =0

(Contrg)

(=r)
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Ejemplos (4/4)

o Paradoja de los bebedores:
) p)
p(y) F p(y),Vz p(z)
p(x0), p(y) - p(y), ¥z p(2)
p(x0) - ply), ply) = Vzp(z)
p(x0) = ply), 3x(p(x) = Yy p(y)) “a)
p(x0) F Yy p(y), 3x(p(x) = Vy p(y)) )
F p(x0) = Vy p(y), 3x(p(x) = Vy p(y))

( 3
F3x (p0x) = Yy p0y)), I (p(x) = Vy p(y)) "
}—Elx(

( (Contrg)
(x) = Vy p(y))

(Weakg)

(Weak,)

=R)

(3r)

@ Obs.: jLos ejemplos anteriores nunca usan la regla de corte!
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Reglas admisibles

@ Las reglas de permutacién, debilitamiento y de contraccién son
primitivas en LK, a la vez por la izquierda y por la derecha:

o0, A reA Moo A
M, 6,0 FA rérA FoFA
r=A g9, A r-A r=o¢,¢,A
T A, b, 6,0 T oA - o A

@ Proposicion: La regla de debilitamiento generalizado es admisible:

(sifcr’, AcAa’)

e A’

V.

La regla de sustitutividad es admisible:

rEA
MNx :=u] F Alx := u] |

o Proposicion:

Demostracion: Por induccién sobre la derivacién de I = A
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La regla de corte (1/3)

@ La regla de corte es una generalizacién de la regla de contradiccion
y de la regla de modus ponens:

¢ Fo oY Fo
= -4
o Estas reglas se pueden generalizar
ok A Fo oFA Mk o
FA MEA

hasta la forma general de la regla de corte:

Mok A e ¢, A J

; n (cut)
rLre=AA

@ Intuicién: La férmula cortada ¢ representa un lema...

o ... que se demuestraen [’ ¢, A’
o ... queseutilizaen I ¢oFA
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La regla de corte (2/3)

([
dhELE L
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(3/3)

La regla de corte permite simular las reglas de eliminacién de la
deduccién natural

@ Eliminacién de A:

oo™ ;
GAYE G THEOAYD, A

oA (cut)

o Eliminacién de =

——— (Ax) ——— (Ax) :
oFe ™ g™
L TEosvA
FoF o A M b o, A
AN ()

@ + eliminacién de V, V, 3, etc. (jEjercicio!)
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Propiedades de inversién

La regla de corte también permite demostrar las siguientes equivalencias:
Proposicién (Equivalencias de inversién)
En el sistema LK: Mo, FEA sii oAy FEA
M=o, A sii Fr=ovy, A
r=A sii rTEA
A si TFLA
ok, A sii N=o¢=1,A

Si x ¢ FV(,A): MLokFA  si xR A
Si x ¢ FV(T,A): TEo, A  sii THYxo, A

Demostracion: Ejercicio

Corolario

En el sistema LK: FFA  sii FVR (/\ M= \/A)
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El teorema de corte-eliminacién

@ La regla de corte permite demostrar el caracter admisible (en LK) de
muchas reglas Gtiles en la practica:

o reglas de eliminacién (en el estilo de la deduccién natural),

o reglas de inversion, equivalencia con la férmula asociada, etc.

@ Sin embargo, no se necesita usar la regla de corte en las derivaciones
concretas (véase los ejemplos anteriores)

o Esto esta debido al siguiente resultado:

Teorema (Corte-eliminacién, Gentzen 1934)

Todo secuente derivable en el sistema LK tiene una derivacién sin cortes

@ Dicho de otro modo, la regla de corte es admisible en LK\ corte

o Idea de la demostracién: (afuera del programa)

Algoritmo de reorganizacién/cancelacion de los cortes
(en las derivaciones) + prueba de terminacion
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Reduccion de cortes (1/3)

(En lo siguiente se usa la raya doble para indicar los cortes)

@ Cancelacién de corte:

S d
- —— (Ax) .
Mok A o) o) s d
ok A ~ TeFA
S d
—— (Ax) , . ’ .
o) o) M=o, A s d
N ~  TF ¢, A
S d
Folra ™ Mo
(L0)
L, LFA A N NV
S d

1 S W
Mok A I S GRYAN

—
rLr,LEA AN s F,F’,iI—A,A’(

L)
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(En lo siguiente se usa la raya doble para indicar los cortes)

@ Propagacion de corte:

Equivalencia entre NK y LK

(2/3)

T d S d
Mo, A N L L g
Fora ™ Tr g M oFA  TF6A
M A A s ML EA, A
L d; L d L d
Moo - A " ¢y, A T'F o, A " L d, L d!
Tt AdaFA M- fy A o, A Lo FA  T'Fén A
N s N
o ' - df
MoiFA T,k A M ¢, A L d; S
Fovorrd " Froves % rebn  Froa
N s N
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Reduccion de cortes (3/3)

(En lo siguiente se usa la raya doble para indicar los cortes)

e Propagacion y duplicacién de corte (=)

& o
MEo,Ar Ta0- Ay Mo, A
=1L - (&R
M,Mo,0 =Y F A1, As MEo=14,A
M, Mo, F Ay, Ag, A s
D s S d
Ly Mo, -0s ok, A
Mk 6, A M2, 7,6 Ao, A

M1, M2, T = Ag, A, A

@ + muchos otros casos de reduccién de cortes

@ + muchos casos de conmutacién de reglas (no mostrados aqui)
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Recordatorio: el sistema LK sin corte

(Axioma) o
r,o,v,I"'FA TEA, ¢, A
(Perm.) e — B —
r,¢,I"FA TEA, ¢, A
¢, ¢ A ¢, ¢,A
(Deb., Contr.) reA ¢, ¢ reA ¢, ¢
réFA réFA ¢, A [N
¢, A T ok A
=) r,-oFA - —¢,A
(=) Te¢,A T/ kA ok A
= rea TwhAa _erva
rr,¢=4¢FAA Fr=¢=14,A
rékA Mok A Fe¢,A Tk A
) ToAYFEA T,oA)FA FTEo Ay, A reET,A
oA T,pFA reg¢,A M, A
™) MoVt A rLra TEoVe,A TEGV YA
roolx:=tlFA Fr-g¢,A .
el okt B —— = FV(r, A
(v) FvxoF A v B (si x ¢ FV(T,A))
MeokEA . I ¢lx:=t],A
= FV(r,A — e = e
&) Faxgra G xEFVA) TF3x¢, A
M olx=ulkFA T'F ¢[x:=t],A
=) y S Ft=t
M t=ukAA
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Consecuencia del teorema de corte-eliminacion

@ Se observa que cada regla (y luego: cada derivacion) del sistema LK
sin cortes tiene al menos una férmula en su conclusién

@ Entonces, el secuente vacio «F» no tiene derivacién sin cortes

@ Por el teorema de corte-eliminacién, se deduce que:

Teorema (Consistencia del sistema LK)

El secuente vacio «F» no es derivable en el sistema LK

Recordatorio: F derivable en LK sii F L derivable en LK

@ Intuicién: Si existiera, una derivacién del secuente vacio seria
necesariamente de la forma:

A
F (corte no eliminable)

o Moraleja: Corte-eliminacién = Interpretacién computacional de
la consistencia del calculo de predicados
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Equivalencia entre NK y LK: implicacién directa

Proposicién 1

Si un secuente I F ¢ es derivable en el sistema NK,
entonces también lo es en el sistema LK

iNingan problema de geometria! Pues:
Secuentes asimétricos de NK C Secuentes simétricos de LK

Demostracion: Por induccién sobre la derivacién de ' ¢ en NK, se
construye una derivacién del mismo secuente en LK.

En la practica, basta con simular cada regla de NK en el sistema LK
@ Axioma de NK ~» Axioma de LK + debilitamiento (repetido)
@ Reglas de introduccién (NK) ~» Reglas derechas (LK)
@ Reglas de eliminacién (NK) ~» Reglas izquierdas (LK) + cortes
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Equivalencia entre NK y LK: implicacién reciproca (1/2)
Problema de formulacién: ;Cémo traducir los secuentes simétricos
de LK en los secuentes asimétricos (i.e. restringidos) de NK?
Dos opciones:
QA ~ FF\/A (con\/@ = 1)
QIr-A ~ TI,-AF_L (con —(¢1, 2, ...) = b1, b2, .. .)

Proposicion 2

Si un secuente ' A es derivable en el sistema LK,
entonces el secuente I',—A I | es derivable en el sistema NK

Demostracion: Basta con verificar que cada regla primitiva de LK se
traduce en una regla admisible en NK:
MEA - TpFEA, M,-Ar-L - TpApFEL
r-A r-AF L
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Equivalencia entre NK y LK: implicacién reciproca (2/2)

La traduccion de cada regla (primitiva) de LK en una regla admisible de
NK induce mucha burocracia. Por ejemplo:

@ Axioma:

¢, P g ¢, F

pEé ¢, ok L
@ Regla de corte:
Me,—~AF L [, —¢,~A' F L
r7ﬁA,¢|—J_ rl,—\A,,—\(f)FL
F-AF ¢ [N —"
oA T'Eo A M =A-A"F=¢p T[T =A-AF ¢
rreA, A - I —A-A - L

o Reglas estructurales de LK ~~ Debilitamiento generalizado en NK

o Reglas légicas de LK ~» Mucho sudor (en NK)
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Equivalencia entre NK y LK: conclusién

Proposicién 1

Si un secuente 'k ¢ es derivable en el sistema NK,
entonces también lo es en el sistema LK

| \

Proposicién 2

Si un secuente ' = A es derivable en el sistema LK,
entonces el secuente I',—A - 1 es derivable en el sistema NK

Teorema

Un secuente asimétrico ' ¢ es derivable en el sistema NK
si y sélo si es derivable en el sistema LK

Demostracién: (=) Proposicion 1.
(<) SiT Ik ¢ es derivable en LK, entonces I', =¢ | L es derivable en NK (Prop. 2),
y por lo tanto I - ¢ es derivable en NK (por la regla del absurdo). (|

Conclusion: | Tautologias de NK = Tautologias de LK
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El calculo de secuentes intuicionista: sistema LJ (1/3)

@ También existe un calculo de secuentes intuicionista: el sistema LJ

o El sistema LJ se deduce del sistema LK, restrigiendo éste a los
secuentes con 0 o 1 férmula por la derecha

M=

(donde = indica una lista de 0 o 1 férmula)

o El sistema LJ tiene propiedades similares al sistema LK,
y es equivalente al sistema NJ.

También cumple su propio teorema de corte-eliminacién
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El calculo de secuentes intuicionista: sistema LJ (2/3)
Notacién: = =0 | 9 (0 0 1 formula)
. _ Mok= ko
(Axioma, Corte) o+ ¢ rrr=
> re¢,rk=
(Permutacién) N 1)
(Debilitamiento) Frqbl_l—:: FFT|_<;5
Mo, ¢kF=
(Contraccién) % /%)
Mo Mok
) F,—¢F r-—¢
M=o k= Mok
=) W= TFé=9¢
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El calculo de secuentes intuicionista: sistema LJ (3/3)
o= R kg Ty
(n) LoADF= T,AQF= TTFoAY
¢r=  rok= e [y
) Fover= TFove Trove
(T) o =T
(L) rLlF= @
Mol =t F = kg
) e TFvxg &%)
rer= ) MEglx =t
€)) T 3gr = GxEAVTD) %X(ﬁ]
Molx:=u k= Ik o[x = t]
=) M t=utr= me=t
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