TEORIAS Y MODELOS: UNA INTRODUCCION
A LA LOGICA DE PRIMER ORDEN

ALEXANDRE MIQUEL

INTRODUCCION

El objetivo de este articulo' es presentar los conceptos y los resultados bésicos de la 16gi-
ca de primer orden, con un énfasis sobre la articulacion entre la nocién de teoria de primer
orden (el punto de vista sintdctico) y la nocidén de modelo (el punto de vista seméntico). Este
articulo se restringe al estudio de los formalismos de primer orden, en los cuales las variables
sOlo representan «objetos de base» —como los enteros naturales, los elementos de un grupo, o
los elementos de un universo conjuntista. Por otro lado, los formalismos de segundo o de alto
orden introducen otros tipos de variables para representar (y para cuantificar sobre) las proposi-
ciones y las relaciones. Sin embargo, cabe destacar que los formalismos de alto orden siempre
se pueden presentar como teorias de primer orden (mediante traducciones adecuadas), lo que
explica por qué la 16gica de primer orden constituye el marco fundamental de la 16gica.

Asti, en las paginas que siguen, intentaremos contestar a las siguientes preguntas:

(Cémo se construyen las expresiones del lenguaje matematico?

(Qué es una teoria, un axioma, una demostracion, un teorema?

., Se puede demostrar que una teoria es consistente? y ;como?

A qué objetos refieren los simbolos del lenguaje matematico?

(Por qué los «universos» descritos por los formalismos mateméticos son ambiguos?
(En qué sentido los formalismos matematicos son intrinsecamente incompletos?

Problema de metodologia. El propio objeto de la 16gica —que se propone razonar sobre el
razonamiento— hace inevitablemente surgir dudas en cuanto a su viabilidad. ;Cémo se puede
razonar sobre las demostraciones matemadticas si todavia no tenemos una nocién de demostra-
cién? (En qué lenguaje se puede definir el lenguaje matematico? Y ;el razonamiento sobre el
razonamiento no introduce un circulo vicioso en la matemadtica? Por suerte, este problema de
circularidad no es especifico a la 16gica, pero también aparece en la lingiiistica, cuyo objeto
es estudiar los mecanismos del lenguaje... con el propio lenguaje. En lingiiistica, se resuelve
tradicionalmente el problema distinguiendo dos niveles de lenguaje:

= el nivel del discurso lingiiistico, que se escribe del modo usual;
= ¢l nivel de los objetos lingiiisticos, que se destacan en el discurso lingiiistico mediante
comillas, las cuales sirven para transformar partes del discurso en objetos del discurso.

Por ejemplo, el enunciado lingiiistico

La palabra «contiene» contiene 8 letras

tiene dos ocurrencias de la palabra “contiene”. La segunda ocurrencia (sin comillas) es parte

del discurso, mientras la primera ocurrencia (entre comillas) es el objeto lingiiistico sobre el

'Este articulo estd basado en una charla dada en el 6% coloquio uruguayo de matemadtica, que tuvo lugar en
Montevideo en diciembre de 2017.
%Este enunciado es un ejemplo de discurso metalingiifstico sobre un discurso lingiifstico, lo que explica por qué
necesita dos niveles de comillas (la sangria y las comillas tipogréficas).
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cual trata el discurso. También se observa que la parte del discurso entre comillas se usa como
un sustantivo (es decir: como un objeto), aunque ésta esté formada a partir de un verbo.

En légica, se resuelve el problema de circularidad de modo andlogo.

De mismo modo que la lingiiistica no intenta definir el lenguaje a partir de nada, pero sélo
propone estudiar los mecanismos del lenguaje con las herramientas del lenguaje, el objetivo
de la 16gica no es definir la matemadtica a partir de nada, pero s6lo estudiar los mecanismos de
razonamiento de la matemadtica con las herramientas de la matematica, presuponiendo que los
lectores ya tienen un conocimiento bdsico de éstas. Y como en lingiiistica, se necesita distinguir
dos niveles de discurso, con el fin de evitar las ambigiiedades... y los circulos viciosos. Para
ello, se modelizan los enunciados, las demostraciones y las teorias que aparecen en el discurso
matematico como objetos matemadticos particulares, que se llaman férmulas, teorias de primer
orden y derivaciones. En la practica, estos objetos matematicos que representan «el discurso
matematico entre comillas» estdn definidos con técnicas estdndar, y se pueden combinar con
otros objetos matemadticos, como grupos, grafos o espacios topolégicos.

Asi, podremos formular enunciados sobre las férmulas (los «enunciados entre comillas»),
demostrar propiedades sobre las derivaciones (las «demostraciones entre comillas») y —sobre
todo— desarrollar una teoria de las teorias de primer orden (las «teorias entre comillas»), esto
sin temer los circulos viciosos, en la medida en que el vinculo entre el discurso matematico y
su modelacidn solo se ubica en el nivel filoséfico, afuera de la matematica.

Sin embargo, la experiencia’ muestra que las férmulas y las derivaciones constituyen una re-
presentacion fiel de los enunciados matematicos y de sus demostraciones (a menos de cambios
de notaciones). Y en la prictica, esto nos permitird a veces justificar que cierta férmula tiene
una derivacion en cierta teoria de primer orden, usando el hecho que el enunciado correspon-
diente es un teorema en la teoria correspondiente.

Plan del articulo. Este articulo estd dividido en tres secciones. En la primera, definimos los
lenguajes de primer orden y la nocién de teoria de primer orden, y mostramos como las teorias
matemadticas usuales se pueden modelizar en este marco. En la segunda seccidn, introduci-
mos la nocién de modelo (en el sentido de Tarski), asi como los teoremas fundamentales que
describen los vinculos entre las teorias de primer orden y sus modelos. En la dltima seccion,
presentamos (con un enfoque mas historico-filoséfico) los teoremas de incompletitud de Godel,
que describen los limites intrinsecos de los formalismos matematicos.

1. TEOR{AS DE PRIMER ORDEN
1.1. Lenguajes de primer orden. Cada teoria de primer orden estd definida a partir de un
lenguaje de primer orden, que distingue dos tipos de expresiones:

» los términos, que sirven para representar los objetos de la teoria;
= las formulas, que sirven para representar los enunciados de la teorfa.

Formalmente, un lenguaje de primer orden estd definido a partir de un vocabulario:

Definicion 1.1 (Vocabulario). Un vocabulario consta de:

= un conjunto de simbolos de funcion (notacion: f, g, h, etc.) dados con sus aridades;
= un conjunto de simbolos de predicado (notacién: p, g, r, etc.) dados con sus aridades.

Se recuerda que la aridad de un simbolo (de funcion o de predicado) es un entero positivo o
nulo que indica (de modo convencional) la cantidad de argumentos esperada por dicho simbolo.
En particular, se llama simbolo de constante a todo simbolo de funcion de aridad 0.

3Asi como el reciente desarrollo de los asistentes a la prueba, que permitieron transformar miles de paginas de
matemdtica en derivaciones formales almacenadas en bases de datos y verificadas por computadoras.
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Ejemplos 1.2 (Vocabularios usuales). En este articulo, consideraremos ejemplos de teorias de
primer orden basadas en los siguientes vocabularios:

(1) El vocabulario de la teoria de grupos, que consta de:
= un simbolo de constante «e» (elemento neutro), un simbolo de funcién «/» (inverso)
de aridad 1, y un simbolo de funcién «x» (composicion) de aridad 2;
= un Unico simbolo de predicado «=» (igualdad) de aridad 2.
(2) El vocabulario de la teoria de anillos, que consta de:
= dos simbolos de constante «0» (cero) y «1» (uno), un simbolo de funcién «—» (opues-
to) de aridad 1, y dos simbolos de funcién «+» (suma) y «x» (producto) de aridad 2;
= un Unico simbolo de predicado «=» (igualdad) de aridad 2.
(3) El vocabulario de la teoria del orden, que consta de:
= ninglin simbolo de funcién o de constante;
= dos simbolos de predicado «=» (igualdad) y «<» (orden) de aridad 2.
(4) El vocabulario de la aritmética de Peano, que consta de:
= un simbolo de constante «0» (cero), un simbolo de funcién «s» (sucesor) de aridad 1,
y dos simbolos de funcién «+» (suma) y «X» (producto) de aridad 2;
= un Unico simbolo de predicado «=» (igualdad) de aridad 2.
(5) Ellenguaje de la teoria de conjuntos, que consta de:
= ningln simbolo de funcién o de constante;
= dos simbolos de predicado «=» (igualdad) y «&€» (pertenencia) de aridad 2.

Observaciones 1.3. (1) Los vocabularios anteriores contienen todos un simbolo de igualdad,
que es un simbolo de predicado binario (escrito «=») con un sentido particular en 16gica. En lo
siguiente, s6lo consideraremos vocabularios que contienen un simbolo de igualdad.

(2) En lo siguiente, usaremos la notacion e; = e, (en lugar de e; = e,) para expresar que dos
expresiones sintdcticas e; y e, (dos términos o dos férmulas) son idénticas, con el fin de evitar
confusiones con expresiones sintdcticas construidas a partir del simbolo «=».

Sea V un vocabulario. Se construyen los términos y las formulas del correspondiente len-
guaje de primer orden mediante un conjunto infinito numerable de simbolos cuyos elementos
se llaman variables (notacion: x, y, z, etc.) Se supone que el conjunto de las variables es infinito
numerable, y disjunto del vocabulario considerado.

Definicion 1.4 (Términos). Se llama término (notacion: ¢, u, v, etc.) a toda expresion construida
por aplicacion finita de las siguientes reglas:
(1) Si x es una variable, entonces x es un término.
(2) Si f es un simbolo de funcién de aridad k > Oy si ty,...,# son k términos, entonces la
expresion f(t, ..., ;) es un término.

Si ¢ es un simbolo de constante —es decir un simbolo de funcién de aridad O0—, se escribe ¢
antes de c() el término obtenido aplicando el simbolo de funcién ¢ a la sucesion vacia de
términos. Algunos simbolos de funcion binarios tales que + o X se usan con una notacion de
infijo; asi se escribe ¢ + u antes de +(¢,u), y t X u o tu antes de X(t, u).

Ejemplos 1.5. (1) En el lenguaje de la aritmética de Peano, se usan las abreviaturas 0 := 5(0),
2 := s(1), 3 := s5(0), etc. Asi el término +(X(s(s(0)), x), s(0)) se escribe 2x + 1. Mdas general-
mente, se llama entero de Peano n 'y (todavia) se escribe n al término
$'0) = 5C--5(0)-++)
——
que representa el entero natural* € IN en el lenguaje de la aritmética de Peano.

“En este articulo, se adopta la convencién que IN = {0, 1,2,3,...} [1, 11].
3



(2) En el lenguaje de la teoria de conjuntos asi como en el lenguaje de la teoria del orden, los
unicos términos son las variables.

Definicion 1.6 (Férmulas). Se llama formula (notacién: ¢, i, y, etc.) a toda expresion cons-
truida por aplicacion finita de las siguientes reglas:

(1) Si p es un simbolo de predicado de aridad kK > 0y si ty,...,# son k términos, entonces
la expresion p(ty, ..., t;) es una férmula.

(2) Las expresiones T («obviedad») y L («absurdidad») son férmulas.

(3) Si ¢y y son formulas, entonces las expresiones @AY («@y ¥»), oV («pov»)y ¢ =
(«¢ implica ¥») son férmulas.

(4) Si x es una variable y si ¢ es una férmula, entonces las expresiones Yx ¢ («para todo x,
tenemos que ¢») y dx ¢ («existe x tal que ¢») son férmulas.

Observaciones 1.7 (Construcciones definidas). (1) En la definicién anterior, no introdujimos
ni la negacién —¢ ni la equivalencia lgica ¢ < ¢ como construcciones primitivas, pues éstas
siempre se pueden definir’ mediante las abreviaturas

¢ =é=>1 y poy = (=AY =9).

También se usan las abreviaturas x #y = =(x=y), x £y := =2(x<y), x¢y := =(x€y)

etc.y Alxo(x) = Ax(d(x) AVy(d(y) = y = x)).
(2) En el lenguaje de la aritmética de Peano, se define el orden por

t<u = dx(t+x=u).

(3) En el lenguaje de la teoria de conjuntos, se definen la relacion de inclusion y las cuanti-
ficaciones restringidas mediante las abreviaturas

xCy = Vz(zex=>z€y) VMxey)d(x) = Vx(x ey = ¢(x))
(FAxey)g(x) = Ix(x €y A ()

Variables libres y variables ligadas. Los cuantificadores ¥ y 3 son simbolos particulares, que
ligan todas las ocurrencias (libres) de la variable cuantificada en el alcance del cuantificador, de
tal modo que dicha variable no sea més «visible» afuera de la férmula cuantificada. Asi, se dice
que una ocurrencia de una variable x estd ligada en una férmula ¢ cuando figura en el alcance
de una cuantificacién de la forma ¥Yx o Jx (con el mismo nombre de variable). Todas las otras
ocurrencias de la variable x son dichas libres. Se observa que:

» todas las ocurrencias de una variable x en un término ¢ son libres, asi como todas sus
ocurrencias en una formula atémica de la forma p(ty, ..., #);

= toda ocurrencia libre (resp. ligada) de una variable x en una de las dos férmulas ¢ o ¥
sigue siendo libre (resp. ligada) en las formulas ¢ Ay, ¢ V by ¢ = ;

= toda ocurrencia libre (resp. ligada) de una variable y # x en la férmula ¢ sigue siendo
libre (resp. ligada) en las formulas Vx ¢ y dx ¢, pero toda ocurrencia libre de la variable x
en la formula ¢ se vuelve ligada en las formulas Vx ¢ y dx ¢.

Se dice que una variable x es libre en un término ¢ (resp. en una férmula ¢) cuando tiene
al menos una ocurrencia libre en dicho término (resp. en dicha férmula), y se escribe FV(¥)
(resp. FV(¢)) al conjunto finito de las variables libres de ¢ (resp. de ¢). Se dice que un término ¢
estd cerrado cuando FV(t) = @; si no, se dice que ¢ estd abierto. De mismo modo, se dice
que una férmula ¢ esta cerrada cuando FV(¢) = @; si no, se dice que ¢ estd abierta. (Asi, las
expresiones cerradas no dependen de ningtin contexto.)

SEstas definiciones son vélidas en l6gica cldsica como en légica intuicionista [7] (que no presentaremos aqui).
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Alfa-equivalencia. En una férmula de la forma Vx ¢ o dx ¢, la variable cuantificada es muda,
y se puede cambiar su nombre sin cambiar el sentido de la férmula. Asi, la férmula 3x (x > 3)
tiene el mismo sentido que la férmula Jy (y > 3), aunque las férmulas x > 3 e y > 3 tengan
sentidos distintos (suponiendo que las variables x e y son distintas).

Se llama a-equivalencia a la relacion que expresa que dos férmulas son idénticas a menos
de los nombres de sus variables ligadas. (La definicién formal [13] de esta relacién es delicada,
pues un cambio de nombre desafortunado puede cambiar completamente el sentido de la for-
mula.) En légica, siempre se trabaja a menos de a-equivalencia, considerando que dos férmulas
que soélo difieren por los nombres de sus variables ligadas son idénticas.

Sustitucion. Dados términos ¢, u y una variable x, se escribe #[x := u] al término obtenido
sustituyendo en ¢ todas las ocurrencias (libres) de la variable x por el término u. (Esta operacion
se define directamente por recurrencia sobre la estructura del término ¢.)

De mismo modo, dada una férmula ¢, se escribe ¢[x := u] a la férmula obtenida sustituyendo
en ¢ todas las ocurrencias libres de la variable x por el término u.

iCuidado! Antes de efectuar esta operacion, puede ser necesario cambiar algunos nombres de
variables ligadas en ¢, para impedir que una de las variables libres de u esté capturada por una
cuantificaciéon que usa el mismo nombre de variable en la férmula ¢. (De hecho, la operacion
de sustitucion en las féormulas sélo estd definida a menos de a-equivalencia.)

Ejemplo 1.8. Si ¢ es la férmula aritmética dy (x = 2y) («x es par»), entonces ¢[x := y + 3]
es la férmula Az (y + 3 = 27) («y + 3 es par») —o cualquier férmula @-equivalente—, pero no
puede ser la férmula dy (y + 3 = 2y), que no tiene el sentido deseado.

1.2. Nocion de teoria de primer orden.

Definicion 1.9 (Teoria de primer orden). Una teoria de primer orden .7 esta definida por:

(1) un lenguaje de primer orden .’ (que contiene un simbolo de igualdad);
(2) un conjunto de férmulas cerradas del lenguaje .7, escrito Ax(.7), cuyos elementos se
llaman los axiomas de la teoria 7.

Se dice que una férmula cerrada ¢ € £ es demostrable en .7 —o que ¢ es un teorema de T —
y se escribe .7 + ¢ cuando existe una lista finita de axiomas ¢1,...,¢, € Ax(.7) (n > 0) tal
que la férmula ¢y A --- A ¢, = ¢ (0 el secuente ¢y, ...,¢d, F ¢) tiene una derivacion en ldgica
clasica. El conjunto de los teoremas de la teoria .7 se escribe Th(.7).

La definicién anterior depende de la nocién de derivacion, que definiremos formalmente
en la Seccion 1.4 mds abajo. Por el momento, basta precisar que una derivacién es un objeto
combinatorio finito, que s6lo puede usar una cantidad finita de axiomas de la teoria .7.

Ejemplos 1.10 (Teorias de primer orden usuales).

(1) La teoria de grupos® es la teoria de primer orden cuyo lenguaje estd construido sobre el
vocabulario del Ejemplo 1.2 (1), y cuyos axiomas son:

YxVyVz((x*y)*z=xx(y*2))
Vx(xxe=xANexx=Xx)
Vx(xx=I(x)=eNI(x)*x=¢e)

®La terminologia de «teorfa de grupos» es abusiva, pues dicha teoria sélo describe un grupo —pero un grupo
genérico. La misma observacion vale para la teorfa de anillos.
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(2) La teoria de anillos es la teoria de primer orden cuyo lenguaje esta construido sobre el
vocabulario del Ejemplo 1.2 (2), y cuyos axiomas son:

VxVyVz(x+y)+z=x+ (O +2) VxVyVz(x X (yXz)=xX((X2)

VxVy(x+y=y+x) Vx(xX1=xA1lXx=x)
Vx(x+0=x) VxVyVz(x+y)Xz=xXZz+YyX2)
Vx(x+ (—x) =0) VxVyVz(zX(x+y)=zXx+2zXY)

(3) La teoria del orden es la teoria de primer orden cuyo lenguaje estd construido sobre el
vocabulario del Ejemplo 1.2 (3), y cuyos axiomas son:

Vx(x <x)
VYxVyVz(x < yAy<z=x<72)
VxVy(x < yAy<x=>x=Y)

(4) La aritmética de Peano’ (notacién: PA) es la teoria de primer orden cuyo lenguaje estd
construido sobre el vocabulario del Ejemplo 1.2 (4), y cuyos axiomas son:

Vx(x+0=x) VxVy(x + s(y) = s(x+Yy))
Vx(xx0=0) VxVy(x X s(y) =xXy+x)
Vx(s(x) #0) VxVy(s(x) =s(y) > x=Yy)

VZ[¢(0,2) A Yx(d(x,2) = ¢(s(x),2) = VYxd(x,2)]

donde ¢(x, ?) es cualquier formula cuyas variables libres ocurren en el conjunto {x, 28,
Se observa que la tltima férmula —el principio de induccién— no es un axioma, pero
un esquema de axiomas, que define un axioma para cada férmula ¢ = ¢(x,?) tal que
FV(¢) C {x,Z}. Por lo tanto, el conjunto de axiomas de la aritmética de Peano es infinito.

(5) La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel’ (notacién: ZF) es la teorfa de primer orden
cuyo vocabulario es el del Ejemplo 1.2 (5), y cuyos axiomas son:

(EXTENSION) VxVy[Vz(zex o zey) = x=Y]

(PaR) YaVbdcVx(x€ec © x=aVx=D>b)

(COMPRENSION) VZVadbV¥x(xeb & x€aAn o(x, 2)

(UNI6N) VadbVx(xeb & (dy€a)xey))

(POTENCIA) YadbVx(xeb © xCa)

(INFINITO) dal(Axea)Vz(z¢ x) AN Vxea)dyea)Vz(zey o zexVz=1x)]
(REMPLAZO) VZVa[(Vx € a)Alyy(x,y,2) = Ab(¥Yx € a)( Ty € b) y(x,y,2)]
(FuNDACION) Ya [Ax(x€a) = (Axea)Vye Cl)(y ¢ x)]

donde ¢(x,2) y ¥(x,y,?) son férmulas cualesquiera cuyas variables libres ocurren en
los conjuntos {x,Z} y {x,y,Z}, respectivamente. Como para la aritmética de Peano, el
conjunto de axiomas de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel es infinito.

Observaciones 1.11. (1) A pesar de su lenguaje minimalista (que sélo permite hablar de en-
teros naturales) y de su sistema axiomdtico muy sencillo, la aritmética de Peano (PA) es un

7Al honor de Giuseppe Peano (1858-1932), que introdujo la primera axiomatizacién [15] de la aritmética.
SAqui, x es la variable de induccién, mientras 7 = zy, .. ., z, indica cualquier lista finita (posiblemente vacia) de

variables (distintas a pares), que son los pardmetros de induccion.

La primera axiomatizacién de la teorfa de conjuntos moderna fue propuesta en 1908 por Ernst ZErMmELO (1871—

1953) —que también introdujo el axioma de eleccion— y completada en 1922 por Thoralf SkoLem (1887-1963)
y Abraham FrAenkEL (1891-1965), que introdujeron independientemente el esquema de reemplazo.
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formalismo muy expresivo, en donde se puede expresar y demostrar gran parte de los resulta-
dos de la aritmética y de la combinatoria. Por ejemplo, usando las abreviaturas

x>y := dz(x=y+72)
Prim(x) ;= x# 1AV YV (x=x1 XX, 2 x1=1Vx=1),

se puede expresar y demostrar el teorema de Euclides en PA:
PA + Vx3dy(y > x A Prim(y)).

Ademads, aunque los términos de PA s6lo puedan representar expresiones polinomiales, el len-

guaje de férmulas de PA es bastante expresivo para representar todas las funciones computables
como relaciones. Esta propiedad fundamental de PA es un ingrediente central de la prueba del
primer teorema de incompletitud de Godel (véase Seccién 3.3 mds abajo).

(2) La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) es una de las teorias de primer or-
den mids potentes'®, pues permite expresar y demostrar virtualmente todos los resultados de la
matematica —a veces con la ayuda del axioma de eleccion (AC). Cabe destacar que algunos
autores [12] consideran que el sistema ZF no contiene el axioma de Fundacién'!, que sélo tiene
interés en teoria de conjuntos, pero nunca se usa en la matematica.

El problema de la consistencia. Se dice que una teoria de primer orden .7 es consistente cuan-
do la féormula absurda L no es demostrable en .7, es decir: cuando .7 ¥ L. En caso contrario,
se dice que 7 es inconsistente.

En l6gica, la férmula absurda L es la férmula més fuerte, en el sentido en que implica cual-
quier otra férmula (véase Ejemplos 1.20 (2) mas abajo). Por lo tanto, una teoria de primer
orden .7 es inconsistente si y solo si todas la formulas cerradas (de su lenguaje) son demos-
trables en .7. Y al contrario, una teoria de primer orden .7 es consistente si y solo si existe al
menos una férmula cerrada no demostrable en 7.

Dadas una teoria de primer orden .7 y una férmula cerrada ¢ del lenguaje de .7, se escribe
T + ¢ lateoria obtenida afiadiendo la formula ¢ a los axiomas de .7 (sin cambiar el lenguaje).
En lo siguiente, usaremos frecuentemente el siguiente lema:

Lema 1.12. Sean .7 una teoria de primer orden y ¢ una formula cerrada de su lenguaje.

(1) La teoria 7 + ¢ es consistente siy sélo si T ¥ —=¢ (—¢ no es demostrable en 7).
(2) La teoria T + —¢ es consistente siy solo si T ¥ ¢ (¢ no es demostrable en T ).

1.3. Subteorias, extensiones y extensiones conservativas. Sean .7 y .7’ teorias de primer
orden sobre lenguajes .Z y .Z’, respectivamente. Se dice que .7 es una subteoria de .7’ o
que .7’ es una extension de .7 y se escribe .7 C .7’ cuando:

(1) el lenguaje de .7 estd incluido en el lenguaje de .7': ¥ C &,
(2) todo teorema de .7 también es un teorema de .7': Th(.7) C Th(T").

(Para (2), basta verificar que Ax(.7") C Th(.7").)
Es claro que toda subteoria de una teoria consistente es consistente, mientras toda extension
de una teoria inconsistente es inconsistente. (En particular, se puede mostrar que todas las

108in embargo, existen teorias de primer orden mas potentes, que se obtienen afiadiendo a ZF axiomas de
existencia de ciertos cardinales grandes (es decir cardinales mds grandes que todos los que se pueden construir
efectivamente en ZF). El estudio de estas extensiones de ZF es el objeto de la teoria de los cardinales grandes.

"E] axioma de fundacién expresa que la relacion de pertenencia estd bien fundada, es decir: que no existe
ninguna sucesion infinita de conjuntos tales que xp > x; 3 x» > x3 2 ---. En teorfa de conjuntos, el axioma de
Fundacion sirve para «regularizar» la estructura del universo conjuntista (prohibiendo la existencia de conjuntos
mal fundados), pero no se necesita en la matemadtica, pues los conjuntos construidos por los matemédticos son
naturalmente bien fundados. El axioma de Fundacién no cambia la fuerza tedrica de ZF, en el sentido en que el
sistema sin Fundacién es equiconsistente al sistema con Fundacién.
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teorias sin axiomas son consistentes.) Por otro lado, una extension de una teoria consistente
puede ser inconsistente, lo que justifica la siguiente restriccion de la nocidn de extension:

Definicion 1.13 (Extension conservativa). Sean .7 y .7 teorias de primer orden sobre lengua-
jes £y &, respectivamente. Se dice que .7’ es una extension conservativa de .7 (notacion:

T Ceons Z)cuando L C Xy TW(T)=Th(T')NZL.

Dicho de otro modo, una extensién conservativa de una teoria .7 es una extension de .7
que no afecta el conjunto de los teoremas expresables en el lenguaje de .7. Y como la férmula
absurda L pertenece a todos los lenguajes de primer orden, es claro que:

Proposicion 1.14. Si .7’ es una extension conservativa de 7, entonces las teorias T y T’
son equiconsistentes, en el sentido en que ' + L siy solo si T + L.

Como el sefior Jourdain [14] practicaba la prosa sin saberlo, los matemadticos construyen
todos los dias extensiones conservativas sin darse cuenta, cada vez que introducen una nueva
notacion. Aqui estdn dos ejemplos muy ttiles de extensiones conservativas:

Extensiones de Henkin. Sean .7 una teoria de primer orden y ¢ un teorema existencial de .7,
de la forma ¢ = dxy(x). Se llama extension de Henkin de la teoria .7 respecto al teorema ¢ a
la teoria .77’ obtenida afiadiendo a .7” un nuevo simbolo de constante ¢ (llamado constante de
Henkin) asi como el nuevo axioma ¢(c). Se demuestra sin dificultad que:

Teorema 1.15. Toda extension de Henkin es conservativa.

Por ejemplo, se puede construir en ZF una férmula /(x) (muy larga) que expresa que «x es
un cuerpo totalmente ordenado completo», y también se puede demostrar (en ZF) la férmula
cerrada dx ¥/(x) («existe un cuerpo totalmente ordenado completo»). En general, justo después
de haber demostrado el teorema anterior, los matematicos asignan un nombre a un cuerpo
totalmente ordenado completo arbitrario'?, diciendo:

Ahora, se escribe R a un cuerpo totalmente ordenado completo.

Diciendo esto, construyen una extension de Henkin de ZF, introduciendo un nuevo simbolo
de constante «IR» y el nuevo axioma ¥(IR) («IR es un cuerpo totalmente ordenado completo»).
Asi, cada vez que usan el simbolo «IR», los matematicos no trabajan mds en ZF, pero en una
extension particular de ZF —con un simbolo mds y un axioma mds. Por suerte, dicha extensioén
es conservativa, lo que significa que no cambia la clase de los teoremas expresables en el
lenguaje anterior (sin el simbolo IR). Ademads, como la relacion .7 C ., 7’ es transitiva, se
puede iterar el proceso para introducir sucesivamente todos los simbolos de constante usuales
en matematica: «@», «IN», «Z», «Q», «C», «0», «1», «2», «3», «7r», «e», «i», etc.

Extensiones definicionales. Consideremos ahora un teorema ¢ de .7 de la forma

¢ = Vxy-- - Vx Ayw(xy, ..., x,y).

Se llama extension definicional de la teoria .7 respecto al teorema ¢ a la teoria .7” obtenida
afiadiendo a .7 un nuevo simbolo de funcién f de aridad k (llamado funcion de Skolem) asi
como el nuevo axioma

Vxp - Vx(xy, ..o Xk, f(X1, .00, X10)) .

Intuitivamente, el simbolo f representa la funcién que asocia a cada k-upla x, . . ., x; de objetos
el unico objeto y tal que ¥(xy,..., x, y). De vuelta, se demuestra que:

12Recordemos que «el» cuerpo totalmente ordenado completo de ZF sdlo es Gnico a menos de isomorfismo
(iinico), pero no es Unico en el sentido de la igualdad conjuntista. En efecto, existen multiples implementaciones
de dicho cuerpo: por las sucesiones de Cauchy, por las cortaduras de Dedekind, etc.
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Teorema 1.16. Toda extension definicional es conservativa.

Por ejemplo, la férmula
U(x,y,2) == VuluezouexvVuey)
expresa en el lenguaje de ZF que «z es la unioén de x e y». Y como
ZF + YxVy3Alzy(x,y,2),

se puede considerar la correspondiente extension definicional, que afiade a ZF un nuevo sim-
bolo de funcién «_ U _» de aridad 2 y el nuevo axioma Vx Vy y(x,y, x U y), es decir:

VxVyVu(ue xUy o uexvVuecy).

(Por el teorema anterior, dicha extension de ZF es conservativa.)

De mismo modo se introducen los simbolos de funcién usuales en teoria de conjuntos: «{_}»
(conjunto unitario), «{_, _}» (par no ordenado), «(_, _)» (par ordenado), «_ N _» (interseccién
binaria), «*¥(_)» (conjunto potencia), «Card(_)» (cardinal de un conjunto), etc.

En la prictica, las extensiones de Henkin y las extensiones definicionales sirven esencial-
mente para acercar los lenguajes formales del lenguaje semiformal usado en la matematica.
(Esta facilidad es especialmente importante en teoria de conjuntos, cuyo lenguaje oficial no
contiene ningin simbolo de constante o de funcién.) Lo importante es que tales extensiones
no afectan ni el poder expresivo de la teoria (respecto al lenguaje de base) ni su consistencia.
Es la razén por qué en l6gica como en matematica, se introducen los simbolos de Henkin y de
Skolem de modo implicito (sin mencionar las correspondientes extensiones), como si dichos
simbolos ya estuvieran en el lenguaje de base.

1.4. Un sistema de deduccion. Antes de concluir esta presentacion de las teorias de pri-
mer orden, se necesita decir algunas palabras sobre la nocién de deduccién en ldgica clésica.
Esta se puede definir mediante multiples sistemas formales (sistemas de Hilbert [10], deduc-
cién natural [6, 16], calculo de secuentes de Gentzen [6, 7], etc.) que ultimamente definen la
misma nocién de consecuencia légica. Por razones pedagdgicas, adoptamos aqui el sistema de
deduccion natural cldsica (notacién: NK) con secuentes explicitos. Formalmente:

Definicion 1.17 (Secuentes). Se llama secuente a todo par (I, ¢) escrito
I'r¢ (“T"lleva a ¢™)

donde I es una lista finita de férmulas (posiblemente vacia) y ¢ una férmula.

Intuitivamente, un secuente I" - ¢ representa una etapa particular de razonamiento, en la cual
se trata de establecer ¢ (el consecuente) a partir de las hipotesis en I' (el antecedente).

En lo siguiente, las listas finitas de formulas —también llamadas contextos— se escriben
I'=¢y,...,¢, (féormulas separadas por comas), y la concatenacion de dos listas I' y A se escribe
I, A. Un secuente con un antecedente vacio se escribe simplemente + ¢ (antes de () + ¢). Las
notaciones FV(I') (conjunto de variables libres) y I'[x := u] (sustitucién) se extienden a las
listas finitas de formulas del modo obvio: siT" = ¢, ..., ¢,, entonces

FV(I') = FV(¢1) U --- U FV(¢,)
I'x:=u] := §1lx:=ul,...,¢,[x = u]
La deduccién natural clésica estd definida a partir de las 18 reglas de deduccion (o reglas de
inferencia) dadas en el Cuadro 1. Cada (instancia de una) regla de deduccién es de la forma

kg -+ T,H9,
I'r¢
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— LT +¢
(Axioma) P+ (Debilitamiento) m
_ I, —¢pF L
(T-intro) FT (Absurdo) W
. Lory . I'rop=y Tk
(=-intro) m (=-elim) Try
. I'reg TrHY . 'k Ay F'ro Ay
(A-intro) m (A-elimy ») Tro Try
: I'ro Lry , 'rovy Torxy Tyry
(V-intro; ») Trovy Trovy (v-elim) Try
I'ro I'kVxo¢
(V-intro) m (x¢F V() (V-elim) m
F F =1 F F 3 F, F
(F-intro) Iff[;xQS] (3-elim) Xliﬁ F ory (xgFV(T" )
. ' I'rt=u TFr¢lx:=1]
(=-intro) Ft=t (=-elim) TF olx = u

Cuabro 1. Reglas de inferencia de la deduccién natural cldsica (NK)

donde los secuentes I'y + ¢y,...,T", + ¢, se llaman las premisas de la regla, y el secuente I' + ¢
la conclusion de la regla. Intuitivamente, tal regla expresa un paso de deduccién que permite
establecer la validez de la conclusidn a partir de la validez de las premisas, es decir:

como: ¢, se cumple (bajo las hipétesisT'}), y

¢, se cumple (bajo las hipotesisT'p,);
luego: ¢ se cumple (bajo las hipotesis T')

Algunas reglas tienen una condicion de borde (por la derecha), que restringe el uso de la
regla a elementos sintdcticos con una forma particular. Por ejemplo, la regla de introduccién
de V (generalizacién) restringe el uso de la regla a los contextos I" en los cuales la variable x
no tiene ocurrencia libre. Intuitivamente, esta condicion expresa que la variable x representa un
objeto “cualquiera”, sobre el cual no se plantea ninguna hipétesis.

Las reglas de deduccion son los ladrillos elementales del razonamiento formal, y se pueden
agregar hasta formar drboles de derivacion, o derivaciones. Formalmente:

Definicion 1.18 (Derivaciones). — Se llama derivacion a todo arbol finito de secuentes cons-
truido por aplicacion finita de la siguiente regla de agregacion:
- 5 d, dp
F] F ¢1 Fp F ¢p
son derivaciones de los secuentes I'y + ¢y,...,T', + ¢, (respectivamente), y si
Fl [ ¢1 Fp F (]517
I'ro¢
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es (una instancia de) una de las 18 reglas del Cuadro 1, entonces el arbol
d dp
d=<I'1+¢y - Fpl—d)p
I'r¢

es una derivacion del secuente I' F ¢.

Cuando tal derivacion existe, se dice que el secuente I' + ¢ es derivable. Y cuando el secuente
F ¢ (sin hipétesis) es derivable, se dice que la férmula ¢ es derivable.

Analogia 1.19. Se puede ver un sistema de deduccién como un juego de construccion en el cual
cada regla de deduccion define una familia (infinita) de ladrillos. En este juego, cada ladrillo
tiene un unico enchufe por debajo (la conclusién) y cero, una o multiples tomas por encima
(las premisas). Ademas, las “formas” de los enchufes y de las tomas estdn determinadas por las
correspondientes férmulas. Segun esta analogia, una derivacién es un montaje de ladrillos en
el cual s6lo se queda un enchufe libre (por debajo): la conclusién de la derivacion.

Ejemplos 1.20. (1) El siguiente arbol
——  (=-intro)
m (axioma) X=yFx=x (debil.)
X=yFry=x
Fx=y=>y=x
FYy(x=y=y=x)

FYxVy(x=y=y=1x)

(=-elim, con ¢(z) =z=x)

(=-intro)

(¥-intro)

(¥-intro)

es una derivacion de la férmula Vx Vy (x = y = y = x) (sin hipétesis) en el sistema NK.
(2) El siguiente arbol

——  (axioma)
_LFL el
1,7¢F L
——  (absurdo)
1lre
————— (=-intro)
FL= ¢
es una derivacion de la implicacién L = ¢ en el sistema NK (donde ¢ es cualquier férmula).
En fin, se puede asociar a cada secuente ¢y, ...,¢d, - ¢ la formula ¢y A --- A ¢, = ¢. Esta
tiene el mismo sentido 16gico que el secuente ¢y, ..., ¢, - ¢, en la medida en que:
Proposicion 1.21 (Equivalencia). El secuente ¢, ..., ¢, + ¢ es derivable en el sistema NK siy

solo si la formula asociada ¢y N - -+ N\ ¢, = ¢ es derivable (sin hipotesis) en NK.

Ast, los secuentes no afiaden nada al poder expresivo del lenguaje de férmulas, y sélo cons-
tituyen una estructura de datos cémoda para describir el proceso de descomposicion de las
formulas durante la construccion de una derivacion («busqueda de demostracion»). Es la razon
por qué en el estudio de las teorias de primer orden, siempre se pueden remplazar los secuentes
por las férmulas asociadas, asi como lo haremos en lo siguiente.

2. MobEeLos DE TARSKI

En la Seccién 1, dimos una presentaciéon puramente sintictica de la nocién de teoria de
primer orden, donde s6lo hablamos de los mecanismos que permiten formar las expresiones
del lenguaje (los términos y las férmulas) asi como de las reglas de deduccion que permiten
construir las derivaciones. Sin embargo, los simbolos de funcion y los simbolos de predicado
de una teoria de primer orden refieren implicitamente a funciones 'y a predicados (o relaciones)

cuyo comportamiento estd definido —o al menos delimitado— por los axiomas de dicha teoria.
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El primer objetivo de la teoria de modelos —que fue iniciada en los afios 1920 por los traba-
jos de Leopold LowensEM (1878-1957), Thoralf SkoLem (1887-1963), Alfred Tarskr (1901—
1983) y Kurt GopeL (1906-1978)— es explicitar, estudiar y clasificar las estructuras matema-
ticas a las cuales se refieren las teorias de primer orden.

2.1. Interpretacion de un lenguaje de primer orden.

Definicion 2.1 (Interpretacion de un lenguaje de primer orden). Una interpretacion .# de un
lenguaje de primer orden £ esta definida por:

= un conjunto de base .# # @, llamado el dominio de la interpretacion;
» una funcién £/ : .#* — ./ para cada simbolo de funcién f € Z de aridad k > 0;
» una relacién p# C .#* para cada simbolo de predicado p € % de aridad k > 0.

Por convencidn, se supone que el predicado de igualdad «=» del lenguaje £ esta interpretado
por la relacion de igualdad en el conjunto ., es decir: (=) ={(a,a) :a € ).

Observacion 2.2. En l6gica de primer orden, el «universo del discurso» (es decir: el dominio
de las cuantificaciones) nunca es vacio, pues las reglas de deduccién de la 16gica clasica (véase
Cuadro 1) permiten demostrar la formula Jx (x = x), que expresa la existencia de un objeto. Es
la razén por qué el dominio de una interpretacion .# nunca puede ser vacio.

Mais generalmente, una interpretacion .# de un lenguaje de primer orden . permite inter-
pretar cualquier término cerrado de . por cierto elemento del conjunto .#, y cualquier for-
mula cerrada ¢ de . por cierto valor de verdad («verdadero» o «falso»). Para ello, se necesita
introducir las nociones de término y de férmula con parametros en .Z :

Definicion 2.3 (Términos y férmulas con parametros en .#). Sean .Z un lenguaje de primer
orden y .# una interpretacion de .. Se llama término con pardmetros en ./ a todo término
construido en el vocabulario del lenguaje . extendido afiadiendo un simbolo de constante
para cada elemento a € .# . (Este simbolo de constante todavia se escribe a.) Las formulas con
pardmetros en .# estan definidas en la misma extension del vocabulario de .Z.

En la préctica, los pardmetros sirven para cerrar los términos abiertos y la féormulas abiertas
del lenguaje .Z, sustituyendo un parametro tomado en .# a cada variable libre de la expresion

considerada. Asi, dados k parametros a,,...,a; € A :
= se asocia a cada término ¢ = #(xy,. .., x;) del lenguaje .Z" que sélo depende de las varia-
bles xi, ..., x; el término cerrado con parametros
tay,...,ay) = tlxy :=ay,...,x = a];
= se asocia a cada formula ¢ = ¢(xy,...,x;) del lenguaje .Z que sélo depende de las
variables xp, ..., x; la férmula cerrada con parametros
oay,...,a;) = Plx; :=ay,...,x:=a].

Definicion 2.4 (Interpretacion de un término cerrado con parametros). Sean .’ un lenguaje de
primer orden y .# una interpretacion de .. A cada término cerrado 7 con pardmetros en .Z, se
asocia un elemento 7 € ./, que se llama la interpretacion del término t en ./ . Formalmente,
el elemento +# € ./ estd definido por recursién sobre el niimero de simbolos en el término ¢,
mediante las siguientes ecuaciones:

a”’ = a (ae )

(f(tr, .. t))” = f2@ .. 1) (aridad(f) = k)
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Definicion 2.5 (Interpretacion de una férmula cerrada con pardmetros). Sean .Z un lenguaje
de primer orden y .# una interpretacion de .. A cada férmula cerrada ¢ con pardmetros
en ./, se asocia un enunciado .# E ¢ (verdadero o falso), que se lee «.Z satisface ¢», «¢p se
cumple en .Z» o «¢ es verdadera en .# ». Formalmente, el enunciado .Z [ ¢ esta definido por
recursion sobre el nimero de conectivas y de cuantificadores en la formula cerrada ¢, mediante
las siguientes equivalencias:

MEPt,.. ) sii @7, 57 ep” (aridad(p) = k)
MET es verdadero
ME L es falso
MESNY  si MESy MEY
ME PV Y sii MEP o MEY
ME P> sii M = ¢ implica A E ¥
M EVxP(x) sii M = ¢(a) paratodoa € A
A = Ax p(x) sii M E ¢(a) paraalgina € A

Equivalencia elemental e isomorfismo. Sean .4y .#, dos interpretaciones de un mismo len-
guaje de primer orden .Z. Se dice que:

» Yy M, son elementalmente equivalentes cuando .4, y .#, satisfacen exactamente las
mismas formulas cerradas (sin pardmetros) del lenguaje .7, es decir: cuando ., = ¢ sii
M, = ¢ para toda férmula cerrada ¢ € .Z;

w My A, son isomorfas cuando existe una biyeccion entre .# y .#, que transforma
todas las funciones f*/ : ./} — ./, y todas las relaciones p”1 C .#* asociadas a los
simbolos de . (segtn la interpretacién .#,) en las funciones £ : ///2" — M, y las
relaciones p2 C ///2" asociadas a los mismos simbolos (segtn la interpretacion .#5).

Se verifica facilmente que dos interpretaciones isomorfas son elementalmente equivalentes,
pero el reciproco no se cumple en general.

2.2. Lanocion de modelo.

Definicion 2.6 (Modelo). Sea .7 una teoria de primer orden. Se llama modelo (o modelo de
Tarski) de la teorfa .7 a toda interpretacion .# del lenguaje de .7 tal que .# [ ¢ para todo
axioma de .7 . El enunciado «.# es un modelo de .7 » se escribe .4 = 7.

Por definicion, un modelo de una teoria .7 satisface todos los axiomas de .7, y se verifica
facilmente que esta propiedad se extiende a todos los teoremas de .7. Luego:

Proposicion 2.7 (Correccion). Sean .7 una teoria de primer orden y ¢ una formula cerrada
del lenguaje de . Si T v ¢, entonces M = ¢ para todo modelo M = T .

Ejemplos 2.8. (1) Por lo anterior, una interpretacion del lenguaje de la teoria de grupos (Ejem-
plo 1.2 (1)) es un conjunto .# # @ equipado con un elemento e/ € .#, una operacién binaria
. H* — A yunatuncién I'Y . .# — .# . (Recordemos que por convencién, el simbolo
de igualdad siempre estd interpretado por la igualdad en .Z.)

Es claro que tal estructura constituye un modelo de la teoria de grupos (Ejemplo 1.10 (1)) si
y s6lo si (., ") es un grupo, e su elemento neutro, e I/ : .# — .# la funcién que asocia
a cada elemento de . su inverso. Ademads, dos modelos de la teoria de grupos son isomorfos
(como interpretaciones del lenguaje de la teoria de grupos) si y sélo si los grupos subyacentes
son isomorfos (como grupos).

(2) De mismo modo, los modelos de la teoria de anillos (Ejemplo 1.10 (2)) son los anillos,
y dos modelos de la teoria de anillos son isomorfos (como interpretaciones del lenguaje de la

teoria de anillos) si y s6lo si los anillos subyacentes son isomorfos (como anillos).
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(3) Los modelos de la teoria del orden (Ejemplo 1.10 (3)) son los conjuntos ordenados no
vacios, y dos modelos de la teoria del orden son isomorfos (como interpretaciones) si 'y s6lo si
los conjuntos ordenados subyacentes son isomorfos (como conjuntos ordenados).

(4) El conjunto (no vacio) IN equipado con el nimero 0, la funcién sucesor n — n + 1, la
suma (n,m) — n + my el producto (n,m) — nm en IN constituye un modelo de la aritmética
de Peano (Ejemplo 1.10 (4)), que se llama el modelo estdndar de PA. Veremos méas adelante
que este modelo no es Unico, ni a menos de isomorfismo, ni siquiera a menos de equivalencia
elemental. (De hecho, existen modelos de PA con cardinales infinitos arbitrariamente grandes.)
Sin embargo, el modelo estdndar constituye el modelo més pequeiio de PA, en el sentido en
que todo modelo de PA contiene un (inico) submodelo isomorfo al modelo estandar.

(5) Un modelo de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (Ejemplo 1.10 (5)) es esen-
cialmente un grafo dirigido (.7, €”) cuyas aristas representan la relacién de pertenencia, y
en el cual todos los axiomas de Zermelo-Fraenkel se cumplen (interpretando € por €%). Por
ejemplo, la validez del axioma del par en el grafo dirigido (.#, €% ) significa que para todo par
de vértices vy, v, € ., existe un (tinico) vértice v3 € .#Z cuyos solos hijos son v; y v,. No se
sabe construir explicitamente un modelo de ZF, pero el teorema de completitud (Seccién 2.3)
implica que si ZF es consistente, entonces tal grafo dirigido existe.

2.3. Completitud semantica. La Prop. 2.7 expresa que toda formula demostrable en una
teoria .7 se cumple en todos los modelos de .7. Por contrarreciproco, si una férmula cerrada
no se cumple en un modelo de .7, entonces no puede ser demostrable en .7. Luego:

Corolario 2.9. Toda teoria de primer orden que tiene un modelo es consistente.
Demostracion. Tenemos que .# £ L en cualquier modelo .Z | .7, entonces .7 ¥ L. O

En la préctica, la construccion de un modelo constituye el método natural para mostrar que
una teoria de primer orden es consistente. Por ejemplo, la existencia del modelo estandar de PA
(Ejemplos 2.8 (4)) implica que la aritmética de Peano es consistente'.

De manera mds sorprendente, Godel mostré en su tesis de doctorado [8] el teorema de com-
pletitud, que expresa el reciproco del Corolario 2.9:

Teorema 2.10 (Completitud). Toda teoria de primer orden consistente tiene un modelo.

De tal modo que una teoria de primer orden es consistente si y sélo si tiene un modelo.

Arquitectura de la demostracion del teorema de completitud. La demostracion del teorema de
completitud es un ejemplo notable de transformacion de un objeto sintdctico (una teoria de
primer orden consistente) en un objeto seméntico (un modelo de dicha teoria).

Se efectia la construccién en tres etapas:

1. Completacion de Henkin. Dada una teoria .7 consistente sobre un lenguaje £, se
construye una extensiéon .7’ 2 .7 sobre un lenguaje £’ 2 % tal que:

a) 7’ es unateoria Henkin-completa, es decir:
para toda féormula ¢(x) € £’ que sélo depende de la variable x, si 7 F dx @(x),
entonces existe un simbolo de constante ¢, € £ (un «testigo») tal que .7 + ¢(cy).

b) 7' es una extension conservativa de la teoria .7, es decir:
para toda férmula cerrada ¢ € £ (C .£”), tenemos que .7’ + ¢ siy s6lo si 7 + ¢.

13;Cuidado! La construccién del modelo estandar de PA necesita trabajar en una teoria de conjuntos (ZF por
ejemplo) que ya supone la existencia del conjunto IN. Aunque tal demostracién de la consistencia de PA sea
matemdticamente correcta, no puede ser filoséficamente convincente.
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Técnicamente, se construye la extension conservativa .7’ D.ons 7 afadiendo simbo-
los de Henkin (con los correspondientes axiomas) a la teorfa .7, de tal modo que cada
teorema existencial de la teorfa .77’ tenga un testigo. Ademas, la propiedad b) (conserva-
tividad) nos asegura que la nueva teoria .7’ es consistente.

2. Completacion de Godel. A partir de la teorfa .7 Dcons -7 (sobre el lenguaje £’ 2 %),
se construye otra extension .7 2 .7’ (no conservativa) sobre el lenguaje .Z” tal que:

a) 7" es una teoria completa, es decir:
para toda férmula cerrada¢p € £’: T +¢ o T+ .

b) " es consistente, es decir: " ¥ 1.

Para ello, se parte de la teoria .7” := 7', y se enumera todas las formulas cerradas
del lenguaje .Z”’. Cada vez que se encuentra una férmula ¢ que no es ni demostrable ni
refutable en la teoria .7” en construccion, se afiade la férmula ¢ a los axiomas de dicha
teoria, antes de pasar a la siguiente férmula.

3. Construccion del modelo /. A partir de la teoria (consistente y completa) 7", se
construye el conjunto cociente .# := %/ /~, donde % es el conjunto de los términos
cerrados del lenguaje £ y ~ la relacion de equivalencia definida por

t~u sii I"vrt=u (para todos t,u € %)

En el conjunto cociente .# := % |~, se interpreta cada simbolo de funcién f € £’ (de
aridad k > 0) por la funcién f“ : .#* — .# definida por

A0t ) = f. )] (paratodos ty,...,1 € %)
y cada simbolo de predicado p € % (aridad k > 0) por la relacién p# C .#* dada por

(t),.... () ep? sii T"Fpt,....t) (para todos t1,...,t € U)

A partir de las propiedades anteriores, se verifica facilmente que el conjunto .# equipa-
do con las funciones f-“ y las relaciones p/ es una interpretacién del lenguaje .’ que
captura los teoremas de la teoria (consistente y completa) .7, en el sentido en que

ME @ sii T+ ¢ (para toda férmula cerrada ¢ € .Z”)
Luego, # = 7",y por lo tanto .# = .7 (pues 7 C T").

Completitud del sistema de deduccion. El teorema de completitud (Teorema 2.10) implica el
reciproco de la propiedad de correccién (Prop. 2.7 p. 13):

Corolario 2.11 (Completitud de la deduccién). Sean .7 una teoria de primer orden y ¢ una
formula cerrada del lenguaje de . Si M E ¢ para todo modelo M = 7, entonces T + ¢.

Demostracion. Razonando por contrarreciproco, supongamos que 7 ¥ ¢. Por el Lema 1.12, la
teoria .7 + —¢ es consistente y tiene un modelo .# por el teorema de completitud. Pero este
modelo .# también es un modelo de .7 en el cual .#Z = —¢, es decir: A  ¢. O

Dicho de otro modo, el resultado anterior expresa que si una férmula cerrada ¢ se cumple
en todos los modelos de .7 —es decir: en todas las interpretaciones del lenguaje de .7~ que
cumplen los axiomas de .7 —, entonces la férmula ¢ tiene una derivacién formal a partir de los
axiomas de .7 . Intuitivamente, este resultado expresa la completitud del sistema de deduccién
en logica clésica (Seccidn 1.4), es decir: que las reglas del Cuadro 1 p. 10 son suficientes para

expresar todas las deducciones 16gicas que se necesitan en la matemaética.
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2.4. Elteorema de compacidad. Se dice que una teoria de primer orden .7 es finita cuando
su vocabulario es finito, asi como su conjunto de axiomas. Por ejemplo, la teoria de grupos,
la teorias de anillos y la teorfa del orden son finitas, pero la aritmética de Peano y la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel no lo son, pues tienen conjuntos de axiomas infinitos.

Ya vimos en la Seccion 1.4 que una derivacion de una férmula ¢ en la teoria .7 es un objeto
finito, que so6lo involucra una cantidad finita de simbolos del lenguaje de .7 y una cantidad
finita de axiomas de .7. En particular, toda inconsistencia de la teoria .7 es una inconsistencia
de una subteoria finita de .7, de tal modo que:

Proposicion 2.12 (Compacidad sintactica). Una teoria de primer orden es consistente si 'y solo
si todas sus subteorias finitas lo son.

Pasando por la equivalencia entre las teorias consistentes y las teorfas que tienen un modelo
(Corolario 2.9 y Teorema 2.10), se deduce que:

Teorema 2.13 (Compacidad). Una teoria de primer orden tiene un modelo si y solo si todas
sus subteorias finitas tienen un modelo.

En la practica, el teorema de compacidad es una herramienta muy importante para construir
modelos. Un ejemplo tipico es el siguiente:

Construccion de un modelo no estindar de PA. Sea 7 la teoria de primer orden cuyo voca-
bulario es el vocabulario de la aritmética de Peano (Ejemplos 1.2 (4)) extendido con un nuevo
simbolo de constante ¢, y cuyos axiomas son los axiomas de la aritmética de Peano (Ejem-
plos 1.10 (4)), més los siguientes nuevos axiomas:

c#0, c#tl, ¢c#2, c#3, ..., c#s5"0) (para todo n € IN)

Por construccion, .7 es una extension de PA con una constante que indica un entero no estdn-
dar, es decir: un entero que no es de la forma s"(0) para ningin n € IN.
El teorema de compacidad permite demostrar que:

Proposicion 2.14. La teoria 7 2 PA tiene un modelo.

Demostracion. Sea 7, una subteoria finita cualquiera de .. Como .7, sélo contiene una can-
tidad finita de axiomas de la forma ¢ # n (n € IN), existe un entero ny € IN tal que ny # n para
todo axioma (¢ # n) € Ax(.%). Consideremos ahora la interpretacion .#, del lenguaje de .7
cuyo dominio es IN (el dominio del modelo estdndar), y en la cual:

» Jos simbolos 0, s, + y X estdn interpretados del modo usual en IN;

= el simbolo de constante c estd interpretado por el entero ¢ := ny.

Por construccion, tenemos que .Z = ¢ para todo axioma ¢ € Ax(.%), luego .#, es un modelo
de %. Por el teorema de compacidad, se concluye que la teoria .7 tiene un modelo. O

Por construccién, un modelo .# = .7 es un modelo de la aritmética de Peano que contiene
un objeto particular ¢/ € . distinto de todo entero estandar, en el sentido en que

M = c# 5"(0) (para todo n € IN)

Por lo tanto, se deduce que:

Proposicion 2.15 (Existencia de modelos no estandar). Cada modelo de la teoria 7 constituye
un modelo de PA no isomorfo al modelo estdndar.

Aqui, es importante entender que desde el punto de vista de la teoria .77 2 PA y de cualquier
modelo .Z = 7, la constante ¢ sigue siendo un entero natural, pues tenemos que

T+ $0) AVx($(x) = $(s(x)) = ¢(c)
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para toda féormula aritmética ¢(x). (Es decir: el principio de induccién alcanza la constante c,
como cualquier entero natural.) En particular, en cualquier modelo .# | .7 :

se pueden calcular 2, 2¢, ¢!y c¢;

se puede determinar si ¢ es par o impar;

se puede determinar si ¢ es primo o no;

se puede descomponer c¢ en sus factores primos, etc.

(En efecto, todas las operaciones anteriores son definibles en PA, y luego en .#.)

2.5. Laparadoja de Lowenheim-Skolem. Consideremos una teoria de primer orden consis-
tente .7 sobre un lenguaje .# de cardinal « (infinito)'*. Una observacién atenta de la demostra-
cion del teorema de completitud (cuya arquitectura ha sido presentada en la Seccién 2.3) revela
que el lenguaje intermedio .Z”’ usado en la construccion del modelo «sintactico» # := U |~
tiene el mismo cardinal que el lenguaje . de la teoria inicial. Por lo tanto, el conjunto %/ de
los términos cerrados del lenguaje .#” tiene un cardinal menor o igual a k, asi como el conjunto
cociente .# := 7/ /~. Se obtiene asi el siguiente refinamiento del teorema de completitud:

Teorema 2.16 (Lowenheim-Skolem). Toda teoria de primer orden consistente tiene un modelo
cuyo cardinal es menor o igual al cardinal de su lenguaje.

En particular:

Corolario 2.17 (Paradoja de Lowenheim-Skolem). Si la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraen-
kel (ZF) es consistente, entonces tiene un modelo infinito numerable.

Demostracion. En efecto, como el lenguaje de ZF es numerable, el teorema anterior implica
que si ZF es consistente, entonces tiene un modelo (finito o infinito) numerable. Pero se verifica
facilmente que tal modelo no puede ser finito, entonces es infinito numerable. O

Interpretacion de la paradoja. Es importante entender por qué el resultado anterior —a pesar
de su cardcter parad6jico— no lleva a ninguna contradiccion. Para ello, recordemos que un mo-
delo de ZF es un grafo dirigido (.#, €_,) cuyas aristas representan la relacion de pertenencia,
y en el cual se cumplen todos los axiomas de ZF (interpretando € por €%).

Ahora, supongamos que .# = (.#,€*) es un modelo numerable de ZF.

En el grafo dirigido (.#, ), existe un (dnico) vértice N/ € .# que representa el con-
junto IN de los enteros naturales, y cuyos hijos xo, xi, xa,... € IN“/ representan los enteros
naturales en el sentido del modelo .. Por otro lado, existe otro vértice R € .# que repre-
senta el conjunto IR de los niimeros reales, y cuyos hijos yo, y1,¥s, ... €% R* representan los
numeros reales en el sentido del modelo .. Pero como el modelo .# es infinito numerable,
ambos conjuntos IN“ = {x0, X1, X2, ...} y IR“” = {yo, V1,2, ...} son infinitos numerables, y por
lo tanto, se puede construir una biyeccién f : IN4 = R

Ahora, se trata de ver por qué la existencia de una biyeccién f : IN/ = R/ no contradice el
teorema de Cantor, que expresa que no existe ninguna biyeccion entre IN y IR.

En efecto, desde el punto de vista de la 16gica de primer orden, el teorema de Cantor es una
férmula cerrada del lenguaje de la teoria de conjuntos que es demostrable en ZF, lo que implica
que dicha férmula se cumple en el modelo .# = (.#, ). Pero esto sélo significa que en el
modelo .# , no existe ningiin vértice que representa una biyeccién entre IN“/ y IR/, 'Y lo tinico
que podemos concluir es que la biyeccién f : IN4 = R que construimos anteriormente no
corresponde a ningtin vértice del grafo (.#, €%); s6lo existe afuera de ..

Dicho de otro modo:

4Observemos que el cardinal de un lenguaje de primer orden . siempre es infinito. Mdas precisamente, si
el lenguaje . esta construido sobre un vocabulario V (finito o infinito), se verifica facilmente que Card(.¥) =
max(Card(V), Ny), donde K indica el primer cardinal infinito —es decir: el cardinal de IN.
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» Afuera del modelo .7, se observa que ambos conjuntos IN“/ y IR son infinitos nume-
rables, de tal modo que existe una biyeccion (externa) f : IN/ = IR
» Adentro del modelo ., se observa que el conjunto R (= IR“/) no es numerable, pues no
existe ninguna biyeccién (interna) entre R (= R) y IN (= IN/).
Esto nos lleva a una idea fundamental de la teoria de modelos, a saber que la nocién de cardinal
(en la teoria de conjuntos) depende del modelo considerado, y que cada modelo de la teoria de
conjuntos define su nocidén interna de cardinal, distinta de la nocién externa de cardinal®®.

En fin, cabe destacar que el Teorema 2.16 se puede generalizar del siguiente modo:

Teorema 2.18 (Lowenheim-Skolem, version descendente y ascendente). Si .7 es una teoria
de primer orden sobre un lenguaje & que tiene un modelo infinito ./, entonces para todo
cardinal k > Card(Z), la teoria 7 tiene un modelo #, de cardinal k. Ademds, se puede
construir el modelo M & 7 de tal modo que:

(1) A, es elementalmente equivalente a M
(2) Sik < Card(#), entonces M, es un submodelo de N (version «descendente»)
(3) Sik > Card(#), entonces .H es un submodelo de ., (version «ascendente»)

Ya vimos que la version «descendente» del teorema de Lowenheim-Skolem implica que ZF
tiene modelos numerables (ojald ZF sea consistente), pero la versidon «ascendente» también
implica que la aritmética de Peano (PA) tiene modelos con cardinales arbitrariamente grandes:

Corolario 2.19 (Cardinales de los modelos de PA). Para todo cardinal infinito k, la aritmética
de Peano tiene un modelo #, de cardinal k. Ademds, se puede construir el modelo ., de tal
modo que sea elementalmente equivalente al modelo estandar IN (numerable).

3. LoS TEOREMAS DE INCOMPLETITUD DE GODEL

3.1. Elprograma de Hilbert. Al comienzo del siglo XX, la matemdtica se encontraba en una
situacién paradéjica. Por un lado, Georg Cantor (1845-1918) habia mostrado en 1878 que to-
das las ramas de la matematica se podian unificar en la teoria de conjuntos [2], mientras Gottlob
FRrEGE (1848-1925) habia definido en 1879 un lenguaje universal (la conceptografia [3], el an-
tepasado del célculo de predicados) que permitia formalizar todos los razonamientos matema-
ticos. Por otro lado, la teoria de conjuntos de Cantor (cuyas bases formales no eran claras)
todavia contenia multiples paradojas, y el primer intento de formalizacién [4, 5] por Frege en
1893 habia sido un fracaso, después de que Bertrand RusseLL (1872—-1970) hubo demostrado
su inconsistencia en 1903. En 1908, Ernst ZErMELO (1871-1953) habia introducido una nueva
axiomatizacion de la teoria de conjuntos que permitia eliminar la inconsistencia descubierta
por Russell, pero sin lograr demostrar la consistencia de la nueva axiomatizacion.

En este contexto de «crisis de los fundamentos», David HiLBERT (1862-1943) formuld en los
afios 1920 un programa de investigacion muy ambicioso para asegurar los fundamentos de la
matematica. El programa de Hilbert se puede resumir en cuatro puntos:

1. Definir una teoria axiomaética «universal» suficientemente expresiva para formalizar toda
la matematica, sobre el modelo de la teoria de conjuntos de Cantor'®,
2. Demostrar por medios puramente aritméticos que la teoria universal es consistente.
3. Demostrar por medios puramente aritméticos que la teoria universal es completa, en el
sentido en que toda férmula cerrada es demostrable o refutable en dicha teoria.
4. Definir algoritmos que permiten resolver cualquier pregunta matematica'’.
I5g decir, la nocion de cardinal de la metateoria.
16Seglin Hilbert: ,,Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben konnen.“ («Del
paraiso que Cantor nos cred, nadie nos debe poder expulsar.»)
17Seg1’1n Hilbert: ,, Wir miissen wissen, wir werden wissen. “ («Debemos saber, sabremos»).
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Por supuesto, Hilbert no pensaba demostrar la consistencia y la completitud de la teoria uni-
versal a partir de nada. Sin embargo, habia observado que las demostraciones matematicas son
objetos combinatorios finitos similares a enteros naturales, que se pueden estudiar adentro de
la aritmética de Peano, via una codificacion adecuada. Y como Hilbert estaba convencido que
la aritmética era «segura», proponia utilizar la aritmética de Peano (o un formalismo similar)
como marco metamatemdtico para realizar su programa.

En 1931, Kurt GopeL (1906—-1978) publicé sus famosos dos teoremas de incompletitud [9],
que arruinaron el programa de Hilbert, mostrando que:

1. Toda teoria consistente y «suficientemente expresiva» es necesariamente incompleta.

2. Una teoria consistente y «suficientemente expresiva» siempre puede expresar su propia
consistencia, pero no puede demostrarla. En particular: no se puede demostrar la consis-
tencia de ZF (ni siquiera la de PA) adentro de PA, salvo si PA es inconsistente.

Antes de presentar los dos teoremas de incompletitud de Godel, se necesita precisar lo que
queremos decir cuando hablamos de una teoria «suficientemente expresiva».

3.2. Teorias recursivas y aritméticas, teorias completas.

3.2.1. Teorias recursivas. Cuando un lenguaje de primer orden . es numerable (es decir:
cuando su vocabulario es finito o numerable), siempre se puede definir una funcion de codifica-
cion'® e +— e (inyectiva) que asocia a cada expresién sintdctica del lenguaje .# (un término,
una férmula o una derivacién) un cddigo "e™ € IN, de tal modo que todas las operaciones sin-
tacticas usuales (aplicacion de un simbolo de funcién o de predicado, construccion de féormula
con una conectiva o con un cuantificador, sustitucion de variable por un término, aplicacion de
una regla de deduccion, etc.) correspondan a funciones computables en IN.

Formalmente, se dice que una teoria de primer orden .7 es recursiva cuando su lenguaje
es numerable, y cuando el conjunto de (los cédigos de) sus axiomas es computable, via una
funcién de codificacion dada. (Recordemos que un conjunto X C IN es computable cuando su
funcidn caracteristica 1y : IN — {0, 1} es computable.)

Mas generalmente, se demuestra que:

Proposicion 3.1. Si .7 es una teoria recursiva, entonces:

(1) Existe un algoritmo que permite decidir si un drbol finito A de secuentes constituye una
demostracion (bien formada) de la teoria 7, en el sentido en que:
a) El drbol A es una derivacion bien formada en el sistema NK (Seccion 1.4).
b) La conclusion de la derivacion A es un secuente de la forma ¢y, ...,¢, + ¢, donde
&1, ...,¢, son axiomas de 7, y donde ¢ es una formula cerrada del lenguaje de 7
(lo que implica que ¢ es un teorema de 7).
(2) Existe un algoritmo que enumera todas las demostraciones de 7 .
(3) Existe un algoritmo que enumera todos los teoremas de 7 .

Intuitivamente, una teoria recursiva es una teoria cuyas demostraciones se pueden recono-
cer mediante un algoritmo adecuado. Es claro que todas las teorias matemadticas usuales son
recursivas —y en particular, todas las que presentamos en los ejemplos anteriores.

18Hoy seria mas adecuado hablar de funcion de digitalizacion, desde que el desarrollo de la informadtica nos
acostumbr6 a la idea que todos los datos que manipulamos en nuestras computadoras (los textos, los programas,
las bases de datos, los videos y los sonidos) estdn representados en las entrafias de la maquina por sucesiones
finitas de 0 y 1 —es decir: por enteros naturales especialmente grandes.
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3.2.2. Teorias aritméticas. Se dice que unateoria .7 es aritmética cuando se pueden expresar
todas la féormulas (y demostrar todos los teoremas) de la aritmética de Peano adentro de la
teoria .7, via una representacion adecuada de los enteros naturales en .7 .

Formalmente, tal representacion se define mediante una traduccion légica de PA en 7, es
decir: una funcién computable ¢ — ¢* que asocia a cada férmula ¢ del lenguaje de PA una
formula ¢* del lenguaje de .7, de tal modo que:

(1) La férmula ¢* tiene las mismas variables libres que ¢:  FV(¢*) = FV(¢).
(2) La funcién ¢ — ¢* conmuta con todas las construcciones de la l6gica, es decir:

T r@=2y9) © ¢ >y Tr1l*e 1L
T F @AY © ¢ Ay T+ (Vxg(x) © Yx(N(x) = ¢(x))
T F@VY) © ¢ VY T+ (Axg(x)" © Ax(N(x) A d(x)")

donde N(x) es una féormula del lenguaje de .7 que expresa que «x es un entero natural».
(3) La funcién ¢ +— ¢* transforma todos los teoremas de PA en teoremas de .7 :
si PA + ¢, entonces 7 + ¢*.

Ejemplos 3.2. La aritmética de Peano (PA) es obviamente una teoria aritmética (via la tra-
duccion identidad), pero la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) también lo es, via la
representacion de los enteros naturales por los ordinales de von Neumann:

0=0
1 = 0U{0} = {0}
2 =10U{l} = {0,1}

n+1' = nU.{n} = {b,...,n}

(En este caso, la féormula N(x) que expresa en el lenguaje de ZF que «x es un entero natural»
estd definida por N(x) := x € w, donde w es el primer ordinal limite.)

3.2.3.  Teorias completas. En fin, se dice que una teoria de primer orden .7 es completa cuan-
do toda férmula cerrada ¢ del lenguaje de .7 es decidible en .7, es decir: cuando .7 + ¢ («¢ es
demostrable en .7») 0 7 + —¢ («¢ es refutable en .7 »).

Cabe destacar que en la definicién anterior, el «o» es inclusivo, de tal modo que toda teoria
inconsistente es trivialmente completa (ya que .7 + ¢ y .7 + —¢ para toda formula cerrada ¢).
Por otro lado, cuando una teoria .7 es a la vez consistente y completa, tenemos que .7 + ¢ 6
T+ —¢ («o» exclusivo) para toda férmula cerrada ¢ del lenguaje de 7.

En la teoria de modelos, las teorias completas se caracterizan del modo siguiente:

Proposicion 3.3 (Caracterizacion de las teorias completas). Una teoria de primer orden es
completa si 'y solo si todos sus modelos son elementalmente equivalentes.

Demostracion. Implicacion directa: Supongamos que .7 es completa, y consideremos dos mo-
delos ., /> E 7. Dada una férmula cerrada ¢ del lenguaje de .7, se observa que:

» obien 7 + ¢, lo que implica que .# = ¢y 4, E ¢;
» o bien 7 + —¢, lo que implica que #, | ¢y > = —¢, es decir A\ = ¢y A5 ¢.

En ambos casos, tenemos que .#; E ¢ sii .4, E ¢. Implicacion reciproca: Ahora se supone
que 7 es incompleta, y se considera una férmula cerrada ¢ tal que .7 ¥ ¢y T ¥ —¢.

» Como 7 ¥ ¢, lateoria 7 + —¢ es consistente, y tiene un modelo .7, (por el teorema de
completitud). Por construccion, .#; es un modelo de .7 tal que .#, | —¢.
= Como 7 ¥ —¢, lateoria .7 + ¢ es consistente, y tiene un modelo .#, (por el teorema de

completitud). Por construccion, .#, es un modelo de .7 tal que ., E ¢.
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Asi construimos dos modelos .#; y .4, de la teoria .7 que no son elementalmente equivalentes,

pues A\ ¢y A E §. O

3.3. El primer teorema de incompletitud. Ahora tenemos todos los ingredientes para enun-
ciar el primer teorema de incompletitud de Godel:

Teorema 3.4 (Primer teorema de incompletitud). Toda teoria de primer orden recursiva, arit-
mética y consistente es incompleta.

La demostracion del teorema se basa en las siguientes observaciones:

1. Como la teoria .7 es recursiva, se puede definir una funcién de codificacién e +— e
que asocia un cédigo "e™ € IN a cada expresion sintactica del lenguaje de .77, de tal modo
que todas las operaciones sintdcticas usuales correspondan a funciones recursivas en IN.
Ademads, el conjunto de (los cédigos de) los axiomas de .7 es computable, asi como el
conjunto de (los cédigos de) las demostraciones de .7 .

2. Como todas las funciones computables son «representables» en PA (en un sentido que
no precisaremos aqui), se puede construir en el lenguaje de PA una férmula Dem »(x)
que expresa que «x es el cddigo de una férmula cerrada demostrable en .7 ».

(Cabe destacar que Dem (x) es una férmula del lenguaje de PA que expresa la nocion
de demostrabilidad de la teoria .7, via la funcién de codificacion ¢ — "¢7.)

3. Ahora, como .7 es una teoria aritmética, existe una traduccion logica ¢ — ¢* que trans-
forma toda férmula (resp. todo teorema) ¢ de PA en una férmula (resp. en un teorema)
¢* de 7. En particular, la férmula aritmética Dem 4 (x) se traduce en el lenguaje de la
teorfa .7 en una férmula Dem’;(x), que expresa la misma propiedad sobre los cédigos
de las formulas de .7 (pero ahora en el lenguaje de 7).

4. Usando una técnica similar a la diagonal de Cantor, se construye una férmula aritmética
cerrada @ (jmuy larga!) tal que

T F ® & —Dem’y("® 7).

Intuitivamente, la formula aritmética cerrada @ dice: «no soy demostrable en .7» (via
la codificacion ¢ — "¢y la traduccion logica ¢ — ¢* de PA en 7).

5. Por lo anterior, se deduce facilmente que si la teorfa .7 es consistente, entonces la férmu-
la ®* no es demostrable en .7, es decir: .7 ¥ ®*. Y con un poco més trabajo'’, también
se demuestra que la férmula ®* no es refutable en .7, es decir: 7 ¥ —~®*,

Al final, se obtiene una férmula cerrada @* del lenguaje de .7 que es indecidible en .7 .

Observaciones 3.5. (1) Cabe destacar que la férmula indecidible ®* no es cualquier férmula
cerrada del lenguaje de .7, pero la traduccion de una férmula aritmética en el lenguaje de 7.
Dicho de otro modo, el primer teorema de incompletitud de Godel no sélo expresa la incom-
pletitud de los formalismos matematicos aritméticos, pero expresa su incompletitud respecto a
las formulas aritméticas —un resultado cuyo alcance filoséfico es mucho mas grande.

Por ejemplo, si la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) es consistente, a pesar de
toda la fuerza tedrica brindada por la jerarquia de conjuntos que se pueden construir por encima
de IN, todavia existen formulas aritméticas indecidibles en ZF. (Esta observacion no aminora el
interés de ZF, en qué se pueden demostrar mucho mas férmulas aritméticas que en PA.)

(2) Dada una férmula indecidible ¢ en la teoria .7, es muy tentador afiadir la féormula ¢ (o
su negacion) a los axiomas de .7, con el fin de «completar» la teoria .7. Desgraciadamente,

1%En su demostracién original de 1931, Godel suponia que la teoria .7 era w-consistente —una hip6tesis mucho
mds fuerte que la consistencia de .7— para demostrar que .7 ¥ —~®* («® no es refutable en .7»). Sin embargo,
Rosser introdujo en 1936 un truco (el «truco de Rosser») para demostrar que .7 ¥ —~®* sélo a partir de la hipétesis
de consistencia, usando una versiéon modificada de la férmula Dem o (x).
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el primer teorema de incompletitud todavia se aplica a la teoria (consistente) .7 + ¢, y nos da
otra férmula cerrada ¢’ que es indecidible en la nueva teoria .7 + ¢. Esta observacion muestra
que el primer teorema de incompletitud de Godel no viene de un «bug» de algin formalismo
matematico, pero que expresa una incompletitud fundamental de todos los sistemas formales
(recursivos) que contienen la aritmética de Peano.

(3) En el caso donde .7 = PA, se verifica ficilmente que la férmula de Gddel ®@* (indecidible
en PA) se cumple en el modelo estdndar (Ejemplos 2.8 (4)), es decir: IN = ®*. Asi, la férmu-
la de Godel ®* asociada a la aritmética de Peano también constituye un ejemplo de férmula
verdadera en el modelo estdndar que no es demostrable en PA: IN = ®* pero PA ¥ ®~.

Consecuencias del primer teorema de incompletitud en la teoria de modelos. Desde el punto
de vista de la teoria de modelos, ya vimos (Prop. 3.3) que las teorias incompletas son las teorias
(consistentes) que tienen al menos dos modelos no elementalmente equivalentes. Por el primer
teorema de incompletitud de Godel, se deduce que:

Corolario 3.6. Toda teoria 7 de primer orden recursiva, aritmética y consistente tiene dos
modelos no elementalmente equivalentes.

Y en particular:

Corolario 3.7. La aritmética de Peano tiene modelos no elementalmente equivalentes (y tam-
poco isomorfos) al modelo estdndar.

3.4. Ejemplos de teorias completas. El primer teorema de incompletitud sé6lo se aplica a las
teorias recursivas, aritméticas y consistentes, y es facil ver que no se puede eliminar ninguna
de estas tres hipotesis. Por ejemplo, es obvio que toda teoria inconsistente .7 es completa, ya
que 7 + ¢y T + —¢ para cada formula cerrada ¢ del lenguaje de 7.

Un ejemplo obvio de teoria consistente y completa es la teoria del modelo estindar, a saber
la teoria J)y cuyo lenguaje es el lenguaje de PA, y cuyos axiomas son (por definicion) todas
las férmulas aritméticas cerradas que se cumplen en el modelo estandar IN (Ejemplos 2.8 (4)).
Mais generalmente, se verifica facilmente que los teoremas de la teorfa Zy son las formulas
aritméticas cerradas que se cumplen en IN*, de tal modo que

Turd  sii INEG

para toda férmula aritmética cerrada ¢.

Por la equivalencia anterior, es obvio que la teoria 7}y es consistente y completa. Ademas, la
teoria Jyy es aritmética, pues contiene obviamente PA como subteoria. Por lo tanto, se deduce
por el primer teorema de incompletitud que:

Teorema 3.8. La teoria del modelo estdndar Jy no es recursiva.

Es decir: no existe ningun algoritmo que permita enumerar todas la formulas aritméticas
verdaderas en IN. Y luego, tampoco existe un algoritmo que permita decidir si una férmula
aritmética cerrada es verdadera o falsa en IN.

Ahora, queda mostrar que existen teorias consistentes, completas y recursivas, pero no arit-
méticas. Un ejemplo muy sencillo es la teoria .7; del «objeto tinico», cuyo vocabulario sélo
contiene el simbolo de igualdad «=», y cuyo tnico axioma

VxV¥y(x=y)

expresa que «s6lo existe un objeto en el universo». Es claro que la teoria 7] tiene un tnico
modelo (a menos de isomorfismo), a saber el modelo con un unico elemento. Por lo tanto,

20pe hecho, la teorfa Jy no hace ninguna distincion entre las nociones de axioma y de teorema.
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todos los modelos de la teoria .77 son elementalmente equivalentes, y se deduce por la Prop. 3.3
que 7] es una teoria completa. (Por supuesto, la teoria .77 no es aritmética.)
Otros ejemplos mucho mads interesantes son los siguientes:

3.4.1. La aritmética de Presburger. Se llama aritmética de Presburger y se escribe & a
la teoria de primer orden cuyo lenguaje es el lenguaje de PA sin simbolo «X» (producto), y
cuyos axiomas son los axiomas de PA que no involucran el simbolo «Xx». Por construccion,
la aritmética de Presburger tiene un lenguaje poco expresivo, en qué sélo se pueden expresar
desigualdades lineales tales que
3x+2y<4z+7

(es decir, formalmente: Ju(x+x+x+y+y+u=z+z+z+2z+7)).

Es claro que & es una teoria consistente (pues IN = &?) y recursiva. Ademas, Mojzesz
PRESBURGER (1904-1943) demostrd [17] en 1929 que & es completa, lo que implica que:

(1) Todos los modelos de &7 son elementalmente equivalentes a IN (sin producto).

(2) Para toda férmula cerrada del lenguaje de &2, tenemos que

) sii PAF ¢ sii INE¢.
(3) Existe un algoritmo que permite decidir si una formula cerrada del lenguaje de & es
demostrable en & / demostrable en PA / verdadera en IN.

Por supuesto, la aritmética de Presburger no es una teoria aritmética (en el sentido de Peano),
pues no es suficientemente expresiva para expresar la relaciéon z = x X y.

3.4.2. La teoria de los cuerpos reales cerrados. Se llama teoria de los cuerpos reales ce-
rrados y se escribe & a la teoria de primer orden cuyo lenguaje estd definido a partir de los
simbolos «0» (cero), «1» (uno), «+» (suma), «—» (opuesto), «x» (producto), «=» (igualdad) y
«<» (orden); y cuyos axiomas son

= Jos axiomas de los cuerpos totalmente ordenados:

Yx(O0+x=x) Vx(1x = x)

VxVy(x+y=y+x) VxVy(xy = yx)
YxVyVz((x+y)+z=x+(y +2) YxVyVz((xy)z = x(yz))
Vx(x+(-=x)=0) Vx(x#0=3dy(xy=1))

0=+1 VxVyVz((x +y)z = (x2) + (y2))
Vx(x < x)

VxVy(x <y Ay<x=x=Yy) VxVyVz(x <yAy<z=>x<7)
VxVyVz(x<y=>x+z<y+2) YxVyVz(x <y A0 <z= xz<y2);

= el axioma que expresa que todo nimero mayor o igual a O tiene raiz cuadrada:
VxO0<x=dy(x=yy);

= para cada entero natural impar n (= 2k + 1), el axioma que expresa que todos los polino-
mios de grado n tienen una raiz:

YapVa,---Va,(a, # 0= Ax(ap + a1 x + - - - + a,x" = 0))
(donde a,x” es una abreviatura para a, X x X - - - X x, con p productos).

Es claro que Z es una teoria consistente, pues A E Z, donde A es el subcuerpo numerable
de R formado por los niimeros reales algebraicos. (Por supuesto, el cuerpo IR de los nimeros
reales también es un modelo —pero no numerable— de la teoria #.) Ademas, la teoria &% es
claramente recursiva. Sin embargo, Alfred Tarskr (1901-1983) demostr6 [18] en 1951 que #Z
es una teoria completa, lo que implica de vuelta que:

(1) Todos los modelos de la teoria % son elementalmente equivalentes a A\.
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(2) Para toda féormula cerrada del lenguaje de &, tenemos que
X ¢ sil AEd¢ sii RE¢.

(3) Existe un algoritmo que permite decidir si una férmula cerrada del lenguaje de % es
demostrable en % | verdadera en A\ / verdadera en IR?!.

Aqui, cabe destacar que, aunque el lenguaje de la teoria &% permita expresar todos los enteros
naturales (0, 1,2 := 1+ 1, 3 := 2 + 1, etc.), no permite construir ninguna férmula N(x) que
exprese que «x es un entero natural». Por lo tanto, es imposible definir una traduccién légica
¢ — ¢* de PA en Z, lo que explica por qué la teoria & no es aritmética.

3.5. El segundo teorema de incompletitud. El primer teorema de incompletitud viene de
que toda teoria .7 recursiva y aritmética es suficientemente expresiva para formalizar su propia
teoria de la demostracién, mediante un predicado Dem’;(x) que expresa en el lenguaje de .7
que «x es el codigo de una férmula cerrada demostrable en .7 ». En particular, este predicado
permite definir la férmula

Cons7 = —Dem’,("L7),

que expresa la consistencia de la teoria .7 en el propio lenguaje de .7.

Pero, ;se puede demostrar la férmula Cons.7 en I ?

Para contestar a esta pregunta, Godel observa que la prueba de la primera implicacién del
primer teorema de incompletitud

Si .7 es consistente, entonces O no es demostrable en T

(donde @ es la férmula indecidible construida anteriormente) s6lo se basa en argumentos
combinatorios que se pueden formalizar adentro de la aritmética de Peano (mediante la funcién
de codificacion e — "e™), y luego adentro de la teoria .7 (via la traduccién logica ¢ — ¢*).

Transformando el razonamiento anterior en una derivacion formal adentro de la teoria .7,
Godel deduce que

T v ConsT = —Dem’'y("®*7).

Pero como las férmulas cerradas ®* y —=Dem’,("®*") son equivalentes en la teorfa .7 (por
construccion de la férmula ®@*), se deduce que:

7 + ConsS = O°

Y como ya vimos que la formula ®* no es demostrable en .7 (si .7 es consistente), es claro
que la féormula Cons.Z tampoco es demostrable en .7. Por lo tanto:

Teorema 3.9 (Segundo teorema de incompletitud). Si .7 es una teoria de primer orden recur-
siva, aritmética y consistente, entonces la formula cerrada Cons. que expresa la consistencia
de la teoria T en el lenguaje de T no es demostrable en : 7 ¥ Cons T .

Observacion 3.10. Cabe destacar que el segundo teorema de incompletitud sélo dice que la
formula Cons.Z no es demostrable en .7, pero no dice nada sobre su negacion. De hecho, se
puede construir un ejemplo (muy artificial) de una teoria de primer orden recursiva, aritmética
y consistente que demuestra su propia inconsistencia —aunque sea consistente?2.

21En particular, este algoritmo permite resolver automaticamente todos los problemas de la geometria elemental
(en cualquier dimension finita). Al dia de hoy, existen multiples implementaciones eficientes de este algoritmo,
que estdn usadas en la industria robdtica para la deteccion de colision.
22Intuitivamente, tal teoria expresa la existencia de un entero natural (el c6digo de una demostracion de la
férmula absurda) que no tiene ninguna existencia concreta. Se dice de tal teorfa que es w-inconsistente.
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3.6. La nocion de fuerza tedrica. El segundo teorema de incompletitud no impide que una
teoria 7 (recursiva, aritmética y consistente) demuestre la consistencia de otra teoria .7”’.
Cuando es el caso, esto significa que la teorfa .7 es estrictamente mds fuerte que la teoria .7".
Por ejemplo, ya vimos que la existencia del modelo estdndar implica la consistencia de la arit-
mética de Peano. Pero como dicho modelo se construye facilmente en ZF, se deduce que:

Proposicion 3.11. ZF + Cons PA.

En l6gica de primer orden, se dice que una teoria .7 es mds fuerte que otra teoria .7’ y se
escribe .7’ < .7 cuando la consistencia de .7’ es demostrable en .7, es decir: .7 + Cons 7.
(Esta relacion sélo tiene sentido cuando .7 es aritmética y cuando .7 es recursiva.)

Es fécil ver que la relacion .77 < .7 es transitiva, mientras el segundo teorema de incomple-
titud expresa que .7 £ 7 para toda teoria .7 recursiva, aritmética y consistente.

En la practica, la relacion 7 < .77’ permite clasificar las teorias recursivas y aritméticas en
términos de fuerza tedrica, y de modo sorprendente, todas las teorias usuales estdn totalmente
ordenadas, aunque la relaciéon .77 < .7’ no sea total:

PA < PA2 < PA3 < --- < PAW<<Z < -+ <ZF < ---

Asi, en el diagrama anterior:

= PA es la aritmética de Peano, también llamada aritmética de primer orden (notacion:
PA1), cuyos solos objetos son los enteros naturales.

» PA2 es la aritmética de segundo orden, cuyos solos objetos son los enteros naturales y
los conjuntos de enteros naturales.

» PA3 es la aritmética de tercer orden, cuyos solos objetos son los enteros naturales, los
conjuntos de enteros naturales y los conjuntos de conjuntos de enteros naturales.

= De modo similar se define PAn para todo n > 2. Por construccién, tenemos la inclusion
PAn C PA(n + 1) paratodon > 1.

» PAw es la aritmética de alto orden, definida por PAw := |, PAn.

» 7 es la teoria de conjuntos de Zermelo, es decir: la teoria de Zermelo-Fraenkel sin el
esquema de reemplazo (véase Ejemplos 1.10 (5) p. 5).

= ZF es la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel.

(También se pueden definir muchas teorias intermedias entre Z y ZF, asi como muchas teorias
mads fuertes que ZF, afiadiendo a ésta axiomas sobre los cardinales grandes.)
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