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Sistema A7 sintaxis (recordatorio)

Definicién (Tipos)
Tipos AB = a | AsB | AxB | A+B

Definicién (Términos)
Términos M,N = x | M:AM | MN
(M,N) | m(M) | m(M)
| at (M) | pP(M)
case N {t1(x1) = My | ta(x2) — Mo}

Definicién (Contextos)

Contextos NA = x3:A1,....x A (xi £ x; si i #j)
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Sistema A" reduccién (recordatorio)

Relacién = de reduccién definida por las 5 reglas:

(Ax:A.M)N = M[x:= N]

mi((M,N)) = M
m((M,N)) = N

case Ll (M) {Ll(Xl) — My | L2(X2) = Mz} - Ml[Xl = M]
case L2 (M) {Ll(Xl) — My | L2(X2) = Mz} = M2[X2 = M]

+ clausura contextual
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Sistema A7 tipado (recordatorio)

Definicién (Relacion T'= M : A en el sistema A7)

mSE(X:A)Gr
x:AFM:B rEM:A— B rTEN:A
T’EXx:A.M:A— B r'-MN:B

Fr=M:A r'-nN:B FrEM:AxB Fr'EM:AxB
r=(M,N): AxB FrEm(M): A e m(M): B

Fr’EM: A r’-M:B
M :A+B  THGEM):A+B

Fr=EN:A+B Mxg:AF M : C Mx:BFMy: C
r}—CBSGN{Ll(Xl)'—)Ml|L2(X2)HM2} : C
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Sistema A7": tipado sin términos

Definicién (Relacion T+ A en el sistema A\7>%)

AFB rFA-B TFHA
rFA—-B r-8

r'EA rEB r-AxB r=AxB
EAXB r=A =B

rEA =B
r'=A+B r'-A+B

r-A+B T,A-C T,BFC
rFcC




Introduccién Curry-Howard Eliminacién de cortes en NJ
0000e0 0000000000000 00000 000000000000 00000000

Sistema A" equivalencia con NJpyp

Definicion (Relacion T A en el sistema NJpyop)

MAFEB rEFA=B rEA
A= B =B

rEA =B rEAAB rEAAB
Fr=AAB Fr=A =B

rEA =B
r=AvEB Fr-AvEB

r-AvB T,AFC T,BFC
rFcC

iUna coincidencia?
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Interpretacion de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (1/3)

Filosofia del constructivismo: El significado de una proposicién A es
el conjunto ®(A) de las “evidencias” (sentido intuitivo) que A se cumple:

Una evidencia de AA B es...
@ un par (a,b), donde a€ ®(A) y be d(B)

.. entonces (A A B) = ¢(A) x d(B) (Producto cartesiano)

Una evidencia de AV B es o bien...
@ de la forma left(a), donde a € ®(A), o
@ de la forma right(b), donde b€ ®(B)

.. entonces ®(AV B) = ®(A) + ¢(B) (Suma directa)

Una evidencia de A= B es...
@ una funcién f que transforma cada a € ®(A) en algin f(a) € ®(B)
.. entonces P(A = B) = d(A) — &(B) (“funciones computables”)
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Interpretacion de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (2/3)

Filosofia del constructivismo: El significado de una proposicién A es
el conjunto ®(A) de las “evidencias” (sentido intuitivo) que A se cumple:

No hay evidencia de ...
.. entonces ®(L) =2 (Conjunto vacio)

Una evidencia de Vx A(x) es...

@ una funcién f que asocia a cada objeto x € D una evidencia ax € ®(A(x))

.. entonces  ®(Vx A(x)) H d(A ("Producto dependiente”)
xeD

Una evidencia de 3x A(x) es...
@ un par (x,a), donde xeD y a€ ¢(A(x))

.. entonces  ®(Ix A(x)) Z d(A ("Suma dependiente”)
xED
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Interpretacion de Brouwer-Heyting-Kolmogorov (3/3)

Filosofia del constructivismo: El significado de una proposicién A es
el conjunto ®(A) de las “evidencias” (sentido intuitivo) que A se cumple:

(A N B) = CD(A) X CD(B) (Producto cartesiano)

P(AVB) = O(A)+ d(B) (Suma directa)

(A = B) = ‘D(A) — ¢(B) (funciones “computables”)

o(L) = o (Conjunto vacio)

O(T) = {o} (Conjunto unitario)

d(Vx A(x)) = H d(A(x)) (Producto dependiente)
xED

¢(E|X A(X)) = Z CD(A(X)) (Suma dependiente)
xeD

Ejemplo tipico: Vx Jy A(x,y)



Introduccién
000000

Curry-Howard

0000®0000000000000

Eliminacién de cortes en NJ
000000000000 00000000

La correspondencia de Curry-Howard

Una correspondencia entre...

La teoria de la demostracion

La programacion funcional

Proposicion (férmula)
Prueba (derivacién)

ANB, AVB, A= B
p: A
p es una prueba de la férmula A

Regla de deduccién
Verificador de prueba

Eliminacién de cortes

Prueba de un lema
Teoria (enunciados + pruebas)

Tipo de datos
Programa (o dato)

AxB, A+B, A—B
p: A
——

p es un término de tipo A

Regla de tipado
Verificador de tipo

Normalizacién

Sub-programa
Médulo (interfaz + implem.)
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El isomorfismo de Curry-Howard (1/2)

Curry-Howard (CH) = correspondencia informal entre
@ los objetos y conceptos de la teoria de la demostracion y

@ los objetos y conceptos de la programacién funcional

En particular, la correspondencia de CH induce un isomorfismo entre
e el calculo proposicional intuicionista (sistema NJpyop, sin T/L) y
o el calculo lambda simplemente tipado con x y + (sistema A7)

a través de las identificaciones:

A=B = A—- B, ANB = AxB, AVB = A+ B
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El isomorfismo de Curry-Howard (2/2)

Proposicién (Isomorfismo entre NJpyop y A7)

Mediante las identificaciones (=) = (=), (A) =(x), (V)= (+):

© Toda derivacién de  x; : A1,...,x,: A, - M : B (A1)
induce una derivacién de A;,...,A, - B (NJprop)

Ademas, los arboles subyacentes a ambas derivaciones son isomorfos

© Toda derivacion del secuente Aq,...,A, B (NJprop)
viene de una derivaciéon x; : Ag,...,x,: A, - M : B (A—%h)
para algan término M (@nico a menos de los nombres de variables)
M es el término de prueba de la derivacién del secuente Aq,..., A, - B

Demostracion. Ejercicio.

Corolario

una férmula A es derivable (en NJprop)
sii existe un término cerrado M : A (en A7>F)
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Interpretacién

x1 A, ..., x, A EM B J

@ En el calculo lambda simplemente tipado:
Si x1,...,X, son variables de tipos Ay, ..., Ap,
entonces M is un término de tipo B

o En la deduccién natural intuicionista:
Si x1,...,X, son pruebas abstractas de las férmulas Aq, ..., A,
entonces M is una prueba de la férmula B

Al ..., A B )

o En la deduccién natural intuicionista:
Bajo las hipétesis Ay, ..., A,, se cumple la férmula B

@ En el calculo lambda simplemente tipado:
Si A, ..., A, son tipos habitados, entonces B también lo es
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Unicidad del término de prueba

@ Dos derivaciones de tipado pueden corresponder a la misma
derivacion légica:

x:A y:AF x: A
~ A AEA

x:A y:AF y: A
@ Solucién: Remplazar la regla «Axioma» por una versién marcada:

FAT A J

para distinguir las derivaciones A,AFA y A AFA

@ A menos de este cambio (menor), la correspondencia se vuelve en un
isomorfismo (a menos de los nombres de variables libres y ligadas)

@ Variante: Marcar las hipétesis con nombres de variables
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Ejemplos (1/4)

A=B B=C,A+- A=B A=B,B=C, A+ A
A=B, B=C, A+ B=C A=B, B=C, A+ B
A=B, B=C, A+ C
A=B, B=CF A=C
A=B F (B=C)=(A=0C)
FA=B)=(B=C)= (A= ()

MAZE AgB7C A g (f x) - (A—)B)—)(B—>C)—>(A—>C)J




SEess T Goooodosoosooooooo  0o505000030003000000.
Ejemplos (2/4)

AANB H ANB AANB - AAB
AANB F B ANB F A
AANB F BANA
F AANB=BAA

AzA%B (m5(2),m(2)) : AXxB = BxA J
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Ejemplos (3/4)

AVB, AF A AVB, B+ B
AVB - AvB AvB, A+ BVA AVvB, B+ BVA
AVB F BVA

F AVB=BVA

AZAB case z {11(x) = 3 (x) | ta(y) = 2A()} © A+B— B+ Al
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Ejemplos (4/4)

Dos pruebas distintas de la misma férmula:

ANB - AANB ANB - AANB
ANB F A ANB - B
ANB - AV B ANB - AV B
F ANB=AVE F ANB=AVE

AzA%B 2AB(ri(2)) : AxB— A+B
AzA%B  2B(my(z)) : AxB— A+B
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Cortes y redexes (1/4)

Proposicién (Cortes y redexes)

A través de la correspondencia entre:
o las derivaciones légicas en el sistema NJprop ¥

@ los términos tipados en el sistema A 7>

(1) Los cortes corresponden a las redexes

(2) Los pasos de reduccién de cortes corresponden a
los pasos de contraccién de redexes

En particular:

(3) El teorema de eliminacién de cortes del sistema NJpyop €s
equivalente al teorema de normalizacién fuerte del sistema A7 %"
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Cortes y redexes

@ Un corte de A es...

Cdy : db

TEA TEB (i .
FFAAB(A_eII) §d1
A ~ TFA
©dy : db

r'FkA ITHB . )

——— X (A-in) :
FFAAB(A_elz) ;dz
=B ~ TI+B

. una redex de x (y viceversa):

7T1(<M1,M2>) - M1
7T2(<M1,M2>) b M2

Eliminacién de cortes en NJ
000000000000 00000000

(2/4)
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Cortes y redexes (3/4)

@ Un corte de = es...

o d Dd
NAEB s d! re A
—  (=-in) . : ,
IFA=1B A - dlax(A):=d’]
(=-el) -
=B ~ [FB

@ ... una redex de — (y viceversa):

AXA. MM = M[x = M']
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Cortes y redexes (4/4)

@ Un corte de V es...

L d . | ¥

TEA oy L ds r-A
rN-AvB NAEC I,BEC (vl L d{[ax(A):=d]

r-c ~ TFEC

L d . , L

(EB iy - : d; M-8
r'-AvB NNAFC I,BEC (vl L dj[ax(B):=d]

- C ~ TFEC

@ ... una redex de + (y viceversa):

case ("B (M) {11(x1) = M | 1a(x2) = MY = Mi[x := M]

case 1575 (M) {11(x1) = My | 1a(x2) = M} = Mjlx := M]
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Extensién de la correspondencia a las unidades

o Del lado de la légica:

Férmulas: AB == .- | T | L
Permite definir la negacién: -A = A= L
. M=
—_— -i _— -el
+ reglas de deduccién: r=T (T-in) r=A (e
@ Del lado de la programacion:
Tipos: AB == -« | 1 | 0
Términos: M,N == - | () | casea M {}
rEmM:0
+ reglas de tipado: r=¢:1 I casea M {}: A

@ Obs.: La extensién del sistema A=*>F con los tipos 0 y 1 no introduce
ninguna nueva regla de reduccién: el sistema obtenido sigue cumpliendo el
teorema de normalizacién fuerte (Ejercicio: demostrarlo)
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Recordatorio: sintaxis del sistema NJ

Dado un vocabulario V:

Definicion (Términos y férmulas)

Eliminacién de cortes en NJ
0@000000000000000000

Términos t,u = x| f(tr,...,tk)
Férmulas AB C == p(t,...,t) |
| AAB | AVB
| VxA | 3IxA

donde x es cualquier variable,
f € V es cualquier simbolo de funcién de aridad k y
p € V es cualquier simbolo de predicado de aridad k

Abreviaturas: -A = A= 1, A& B

= (A= B)A(B=A)
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Recordatorio: reglas de deduccién del sistema NJ (1/2)

@ Reglas del calculo proposicional intuicionista:

(Axioma) A"
MAFB [FA=B TFA

(=) A= B rrB

kA TFB [FAAB TFAAB
(n) TFAAB rFA rFB

M- A -8 [FAVB TLAFC T,BFC
(V)  TravB TFAVB e c
(T) =T (sin regla de eliminacién)

. . 5 ML
(L) (sin regla de introduccién) rEA
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Recordatorio: reglas de deduccién del sistema NJ (2/2)

@ Reglas de introduccién y de eliminacién de los cuantificadores:

rFA [FVxA
(v) FFvxa * 0 FF Apx = 1]
: MF Alx = ] (E3xA  TARB o
J si x ,
(3) FFaxA rrB

@ Reglas de introduccién y de eliminacion de la igualdad:

- NlEt=u IEAlx = t]
(=) THt=t J

M= Alx = u]
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Recordatorio: reduccién de los cortes en NJ (1/5)

Cortes de A:

Sy by
rFA TEB _
TFANB () L
FTFA TFA

4 i
FFA TFB .
rFAANB e
———— (N-el2) .
N8B ~ [FB

(A-in)
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Recordatorio: reduccién de los cortes en NJ (2/5)

Corte de =:

éd S
rA-B i L d’ r-A
rFA=B " TEA . dlax(A):=d']

(=-el)

rFB ~ TFB
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Recordatorio: reduccién de los cortes en NJ (3/5)
Cortes de V:
L d , , ¥
[EA i : dj  db M A
r'HAvB NNAEC I,BEC (vl L d{[ax(A):=d]
r-c . TEC
d _ _ D d
TEB (i L dy L ds r-8
r-AVB * TA-C TI,BrC e . dj[ax(B)=d]
e c o TEC

Corte de T/L: ninguno
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Recordatorio: reduccién de los cortes en NJ

Corte de V:
- d
M (V-in)
- VxA
———— (V-el)
e Alx =t
Corte de =:
- d
M Alx:=t L S
A T oraArB
(3-el)

M-8

0000000000000 00000

Eliminacién de cortes en NJ
0000000e000000000000

(4/5)

(con x ¢ FV(IN))

d[x:=t]
M Alx =t

(con x ¢ FV(T, B))

¥
M Alx:=t]
d’ [x:=t][ax(A[x:=t]):=d]
~ =B
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Recordatorio: reduccién de los cortes en NJ (5/5)
Corte de =:
s d'
=t O™ TEAK =1 L

(=)

M Alx:=t] ~o FI—A[:X::t]
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Eliminacion de cortes en el sistema NJ

Ahora, tenemos todas las herramientas para demostrar el:

Teorema (Eliminacién de cortes en NJ)

El sistema formado por las 8 reglas de reduccién de cortes del sistema NJ
es fuertemente normalizante, en el sentido de que no existe ninguna
sucesion infinita de reducciones (entre derivaciones de un mismo secuente):

Ady ~ di ~ dp ~ oo v di wdipr o)
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Arquitectura de la demostracion

@ Definir traducciones:

Sistema NJ Sistema A"

formula A +—  tipo A*
derivaciéon d de A+~ término d* : A*

@ Verificar que cada reduccién de corte (en NJ) corresponde a
uno o maltiples pasos de reduccién (en A1)

© Normalizacién fuerte de A>T = Eliminacién de cortes en NJ

Para ello, trabajaremos en el sistema A= T enriquecido con:
@ una constante inerte € : « (donde a es el Gnico tipo de base)
@ una constante inerte ra:a — A para cada tipo A

Obs.: Introducir constantes inertes (i.e. sin reglas de reduccién) nunca afecta la
propiedad de normalizacién fuerte de un sistema. Siempre se pueden ver tales
constantes como variables declaradas implicitamente “en el origen del mundo”
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Traduccién de las formulas

Definicién (Traduccién A — A*)

(p(t1,...,t))" = «

T = 1* = «
(AAB)* = A*xB*
(AVB)* = A*4B*

(A= B)* = A*— B

(VxA)* = a— A
(FxA)* = axA*

Se observa que la traducciéon A~ A* borra todo lo que tiene que ver
con los términos de primer orden. Por lo tanto:

Proposicion

Para toda férmula A: (Alx :=t])* = A*
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Traduccién de las derivaciones (1/7)

Definicion (Traduccién d — d*)
A cada derivacion d: (I'= A) en el sistema NJ se asocia un

término d* del sistema A7 tal que FV(d*) C {&1,...,&0},
donde &1, ..., &, son variables que representan las hipétesis en I

o Regla axioma: N
((Fa™) =c¢

donde £ es la variable que representa la hip6tesis A en el contexto I

@ Introduccién de T:

(T_in)> - c

(ﬁ

o Eliminacion de L:

= rpe d*

o

[+
A

(L-el)
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Traduccién de las derivaciones (2/7)

Definicion (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de =:

. d
rAFB _ = AA.d*
——  (=-in)
rMN-A=58

donde £ es la variable que representa la hipétesis A en el contexto I', A

o Eliminacién de =:

 d - ’
[FA=B TFA = d*d”
B (S~
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Traduccién de las derivaciones (3/7)

Definicién (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccion de A:
@
AFB AFB = (df,d})
rAnE ™
o Eliminacién de A:
X *
[EAAB ] = m(d)
TFA
4 *
[EAAB ., = m(d)
rFB
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Traduccién de las derivaciones (4/7)

Definicion (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de V:
. d -
rEA _ = (d7)
— 2 (v-iny)
r'EFAVB
. d -
r-8 _ =1 (dY)
— 2 (v-in2)
r'EAvVB
@ Eliminacién de V:
S d © df : d
r-AvB FAI—C FBI—C |
(V-e
rFC )
= case d* {u(&) = d'1 | 2(&) — d'5}
donde &3 y &2 son las variables que representan Ay B en los contextos LAy I, B
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Traduccién de las derivaciones (5/7)

Definicién (Traduccién d — d*, continuacién)
o Introduccién de V: (con x ¢ FVIN))

L d
FrcA _ = A\z%.d*
TrvxA

donde z es una variable fresca (i.e. que no aparece en d*)

o Eliminacion de V:

S d
FEvxA ] = d*c
IE Alx =t
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Traduccién de las derivaciones (6/7)

Definicién (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccion de 3
PR
e Alx:=t] iy = (c,d*)
FFaxa O
e Eliminacién de 3: (con x ¢ FV(T, B))
S d - d’
rF3xA TARC _ ] = let (z*,&A") = d* in d'”
rFB G
donde z es una variable fresca (i.e. que no aparece en d’*), y donde ¢ es la
variable que representa la hipétesis A en el contexto ', A

<

Recordatorio: let (x*,yBY =Nin M = (AZ**B. (WA . \yB. . M)m1(2) m2(2)) N
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Traduccién de las derivaciones (7/7)

Definicion (Traduccién d — d*, fin)

@ Introducciéon de =:

(Tre=: T") =

o Eliminacion de =:
S d - d’
FrCt=u TEAx:=t — = (N>.d™)d*
e Alx := u] =

donde ¢ es una variable que no aparece en d’*
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El teorema de eliminacién de cortes

Proposicién (Propiedades de la traduccién d +— d*)

© Invariante de tipado

Para toda derivacion d: (Ay,..., A, B) (en NJ)
tenemos que &1 : A& AR dE s BY (en A7)
donde &1,...,&, son las variables que representan las hipétesis A1, ..., A,

@ Invariante de reduccién

Toda reduccién de corte d ~» d’ se traduce en el sistema A7+
por uno o miltiples pasos de reduccién: d* =+ d'*

Demostracion. Ejercicio.

Combinando el resultado anterior con el teorema de normalizacién fuerte
para el sistema \7>*", se concluye inmediatamente que la reduccién de
los cortes es fuertemente normalizante en el sistema NJ |
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