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Kurt Gédel (1906-1978)

1958: ,,Uber eine bisher noch nicht beniitzte Erweiterung des finiten
Standpunktes" (Sobre una extensién todavia no usada del punto de vista finitista)

Interpretacion «Dialecticay de HA' = introduccién del sistema T
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Sintaxis
Sistema T = sistema A™* + enteros primitivos (anico tipo de base)

Definicion (Tipos)

Tipos AB = Nat | A»B | AxB

Definicion (Términos)

Términos M,N,P == x | M:AM | MN
| M N) | m(M) | (M)
| 0 | S(M) | rec(My, My, N)

e Notaciones: FV/(M) (variables libres), M][x := N] (sustitucion)

+ lema de sustitucién (enunciado usual)
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Reduccién

@ Relacién > de reduccién definida por las 5 reglas:

(A:AM)N = Mx:=N]

m((M,N)) = M

m((M,N)) = N

I‘eC(Mo, My, 0) = My
rec(Mo, My, S(N)) > My N (rec(Moy, My, N))

+ clausura contextual

Proposicién (Confluencia)

La reduccién M = M’ es confluente

Demostracion: Ejercicio:

(1) Definir la reduccién paralela M = M’, tal que (>) C (=) C (;—)

(2) Demostrar que M = M’y N = N’ implican que M[x := N] = M'[x := N']
(3) Demostrar que = cumple la propiedad del diamante
(4) Deducir que > es confluente
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Tipado (1/2)

Contextos NA = x31:A1,...,x.: A, (xi Z x; si i #J)

Definicion (Relacién de tipado ' = M : A)

Nx:AFM:B
— si (x:A)er
N=x:A FrN=Xx:AM:A— B
rTEM:A— B FTEN:A
= MN:B
FrEM:A r=N:B FrEM:AxB r'-M:AxB
T (M,N):AxB TEm(M):A TFm(M):B
= M : Nat

I 0: Nat I+ S(M) : Nat

Fr= My : A = M;:Nat - A— A = N : Nat
I rec(Mo, My, N) : A
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Tipado

Ejercicio:

Extensién
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(2/2)

(1) Demostrar los lemas basicos (variables libres, sustitutividad, debilitamiento)

(2)

o Si
o Si
o Si
o Si
o Si
o Si
@ Si
o Si
o Si

Enunciar y demostrar el lema de inversion:

N+ x: C, entonces ...

N Xx:A.M: C, entonces ...
' MN : C, entonces ...

= (M,N): C, entonces ...
= m (M) : C, entonces ...
I m2(M) : C, entonces ...
F'H0:C, entonces ...

= S(M): C, entonces ...

I+ rec(Mo, My, N) :

C, entonces ...

(3) Deducir la propiedad de subject reduction
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Ejemplos (1/3)

o Dados M,N : Nat, se definen:

M+ N = rec(M, \uz.S(z), N) : Nat
Mx N = rec(0, A\uz.z+ M, N) : Nat
pred(M) := rec(0, Auz.u, M) : Nat

Se verifica que:

M+0 = M M+S(N) = S(M+N)
Mx0 > 0 MxS(N) = (MxN)+M
pred(0) > 0 pred(S(M)) N

(= mismas ecuaciones que en los términos de HA)

e Ejercicio: Implementar las funciones nw~ nl, (n,m)+— n™,
(n,m)— n=m, (n,m)w— max(n,m), (n,m)+— min(n, m)
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Ejemplos (2/3)

Definicion (Funciones definibles en el sistema T)

Una funcién (total) f:IN¥ — IN es definible en el sistema T cuando
existe un término cerrado M : Nat — --- — Nat — Nat tal que:
—_—

k
— — * N
Mny - - N = f(nl,...7nk)
para todos ny,...,nc € IN (escribiendo 7 := S"(0) para todo n € IN)

Proposicion

Todas las funciones recursivas primitivas son definibles en el sistema T

Demostracion. Por induccién sobre la definicién recursiva primitiva de f. D)
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Recursién de tipo A cualquiera

@ Todos los ejemplos anteriores s6lo usan la recursién de tipo Nat:

= My : Nat [+ M; : Nat — Nat — Nat = N : Nat
I+ recnat(Mo, M1, N) : Nat J

= construccién de un objeto : Nat por recursién sobre otro objeto : Nat

@ Recursion sobre el tipo Nat = recursién primitiva:

Teorema

Una funcién f : IN® — IN es recursiva primitiva si y sélo si
es definible en el sistema T con recursién restringida al tipo Nat

@ Pero el sistema T permite hacer recursién con cualquier tipo A:

FN=My: A N=M;:Nat—-A— A = N : Nat J

I+ reca(Mo, My, N) : A

= construccién de un objeto : A por recursién sobre otro objeto : Nat
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Ejemplos (3/3)

Proposicion

La funcién de Ackermann ack : IN2 — IN definida por

ack(0, n) = y+1
ack(m+1, 0) = ack(m, 1)
ack(m+1, n+1) = ack(m, ack(m+ 1,n))

es definible en el sistema T

Demostracion: Con notaciones a la Curry:

Mo = )\y.S(y) : Nat—Nat
My = M,y.recnai(f1l, A\u,z.fz, y) : (Nat—Nat)—Nat—Nat

ack = Ax.recnatnat(Mo, Au. My, x) : Nat—Nat—Nat O

v
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Normalizacidon fuerte

Ahora se trata de demostrar el:

Teorema (Normalizacion fuerte para el sistema T)

Todos los términos tipados del sistema T son fuertemente normalizantes

Arquitectura de la demostracion:

(1) Se define una nocién de candidato de reducibilidad adecuada para el
sistema T, y se estudian sus propiedades

(2) Se asocia a cada tipo A un candidato [A]...

... y a cada contexto ' un conjunto de sustituciones [[]

(3) Se demuestra el invariante de normalizacion:

Si THM: A, entonces M[o] € [A] para todo o € [

(4) Se concluye que todo término bien tipado en el sistema T es
fuertemente normalizante (por las propiedades de los candidatos)
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Candidatos de reducibilidad (1/3)
@ SN := conjunto de los términos fuertemente normalizantes
@ Redy(M) == {M' : M > M}
@ Los términos en forma canénica (o constructores) son los siguientes:

Ax:A.M (M, N) 0 S(M)

Un término neutro es un término que no estd en forma canénica

Definicién (Candidato de reducibilidad)

Un conjunto de términos C C A (posiblemente abiertos) es un
candidato de reducibilidad cuando cumple los siguientes criterios:

(CR1) CCSN
(CR2) Si M€ C, entonces Red;(M)C C

(CR3) Si un término neutro M es tal que
Red;(M) C C, entonces M e C
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Candidatos de reducibilidad (2/3)

Un candidato de reducibilidad C contiene todas las variables: x € C

Demostracién. Ejercicio.
Lema (Propiedades de expansion)
Dado un candidato de reducibilidad C:
Q@ Si M[x:=N]eC y NeSN, entonces (Ax:A.M)N € C
©@ Si MeC y NeSN, entonces mi({(M,N)) e C
@ Si MeSN y N e C, entonces m({(M,N)) e C
Q@ Si Mo C y M; €SN, entonces rec(Moy, M;,0) € C
@ Si My N(rec(Mo, M1, N)) € C, entonces rec(Mo, M1,S(N)) € C

Demostracion. Ejercicio.
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Candidatos de reducibilidad (3/3)

Lema (El candidato SN)
SN es un candidato de reducibilidad

Demostracion. Ejercicio.

Definicion (Flecha y producto de conjuntos de términos)

Dados conjuntos de términos C, D C A, se definen:
C—»D = {MeA :VNeC, MN e D}
CxD = {MG/\ZTH(M)GC/\TQ(M)GD}

Lema (Clausura de los candidatos por —, X y +)

Si C, D C A son candidatos de reducibilidad, entonces
los conjuntos C — Dy C x D también lo son

Demostracion. Ejercicio.
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Interpretacién de los tipos y contextos

Definicién (Interpretacién de los tipos)

A cada tipo A se asocia el candidato de reducibilidad [A] definido por:
[Nat] := SN
[A—B] = [A]—[B]
[AxB] = [A]x[B]

Definicion (Interpretacion de los contextos)

[ry = {o sustitucién : dom(c) = dom(l') y
o(x) € [A] para todo (x : A) € F}
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Normalizacidon fuerte

Proposicién (Invariante de normalizacién)

Si T M: A, entonces M[o] € [A] para todo o € [I]

Demostracion. Ejercicio.

Teorema (Normalizacion fuerte)

Si T M: A, entonces M es fuertemente normalizante

Demostracion. Ejercicio.

Corolarios

En el sistema T:
© Todo término tipado tiene forma normal

@ Dos términos tipados (y de mismo tipo) son convertibles
si y sélo si tienen la misma forma normal

© La relacion M; = M, (entre términos de mismo tipo) es decidible
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Extensién del sistema T

@ En programacién como en légica, es muy cémodo trabajar con un
sistema T mas amplio, con al menos:

e un tipo Unit (neutro de X)
e un tipo Bool (tipo de los booleanos)

o tipos A+ B (sumas directas)

@ También se pueden afiadir:
o tipos [A] de listas

e otros tipos algebraicos: arboles binarios, etc.

@ Se presenta y se estudia aqui la extensién “barata” con los tipos
Unit, Bool y A+ B, y se demuestra su caracter conservativo
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El tipo Unit
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@ Se enriquece la sintaxis del sistema T con:
Tipos AB == ... | Unit
Términos M, N |

Intuicién:  Unit neutro de x

tipo del objeto () sin contenido computacional

@ Nueva regla de reduccién: ninguna

@ Nueva regla de tipado:

FE () : Unit J

@ Se mantienen confluencia, subject reduction y normalizacién fuerte
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El tipo Bool
@ Se enriquece la sintaxis del sistema T con:
Tipos AB == --- | Bool
Términos M,N == .- | true | false | if(N,M, M)

@ Nuevas reglas de reduccion:

if(true, M,M") -~ M
if(false, M, M") = M’

@ Nuevas reglas de tipado:

[ - true : Bool I - false : Bool

[~ N : Bool Fr-=M: A r=M:A
O if(N, M, M) : A

@ Se mantienen confluencia, subject reduction y normalizacién fuerte
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El tipo suma A+ B

@ Se enriquece la sintaxis del sistema T con:
Tipos AB = -.- | A+B

Términos M,N o= - | Lf’B(M) | L?,B(M)
| case N {ua(xa) > My | ia(xa) > Mo}

@ Nuevas reglas de reduccién:

case Lf’B(M) {L1(X1) — Mz | L2(X2) — Mz} b Ml[Xl = M]
case LQ’B(M) {L1(X1) — Mz | L2(X2) — Mz} - Mz[Xz = M]

@ Nuevas reglas de tipado:
r<EM:A rEM:B
r=8M)y:A+B  THLEM):A+B
r'N:A+B x1:AF My : C Mxo:BFMy: C
Ik case N {it1(x1) = My | t2(x2) = Mo} : C

@ Se mantienen confluencia, subject reduction y normalizacién fuerte
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Sistema T extendido: sintaxis

Recapitulacion:

Definicion (Tipos)
Tipos A B

Unit | Bool | Nat
A>B | AxB | A+B

Definicién (Términos)

Términos M,N == x | Mx:AM | MN

(M,N) | m(M) | ma(M) | ()
0t (M) | (M)

case N {t1(x1) = My | ta(x2) — Mo}
true | false | if(N,M, M)

0 | S(M) | rec(Mo, My, N)
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Sistema T extendido: reduccién

Relacion > de reduccién definida por las 9 reglas:
(A:A.M)N = Mx:=N]
m((M,N)) = M
m((M,N)) = N
case 1} B(M) {u(x1) = My | 1a(x2) = Mo} = Mi[x; == N]
case 152 (M) {u(x1) = My | 12(0) = Mo} =  Ma[xs := N]
if(true, M,M") =~ M
if(false, M, M") = M’

rec(/\/lo, Ml,O) = My
reC(M07M17S(N)) = My N (I'eC(Mo,Ml,N))

+ clausura contextual

Ejercicio: Demostrar la confluencia de >
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Sistema T extendido: tipado

Definicién (Relacién de tipado I' = M : A)

s (AT Mx:A-M:B r-M:A—B r-N:A
lrN-x:A ' rN-Xx:AM:A— B '~ MN:B
rEM:A r-nN:B r’-M:AxB r-M:AxB
I+ () : Unit - (M,N):AxB rem(M): A I+ m(M): B
r-M:A r-M:B

T ?M):A+B  THGEM):A+B

r-N:A+B Mxit:AkEM;: C Mx2:BkEMy:C
I case N {u1(x1) = My | ta(x2) = Mo} : C

= N : Bool r-EM:A r-mM:A
I = true : Bool I I false : Bool r=if(N,M,M"): A

= M : Nat
' 0: Nat I+ s(M) : Nat

= Mo: A '-M;:Nat—A— A ' N : Nat
I+ rec(Mo, M1, N) : A
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Sistema T extendido: propiedades

El sistema T extendido cumple:

@ La propiedad de confluencia de la reduccién

@ Los lemas basicos (variables libres, debilitamiento, sustitutividad)
o El lema de inversién (Ejercicio: enunciarlo y demostrarlo)
o La subject reduction (Ejercicio: demostrarla)
@ La normalizacién fuerte (véase mas adelante)
o Ademas:

Teorema (Extensién conservativa)

El sistema T extendido es un extensién conservativa del sistema T basico,
que define exactamente las mismas funciones de tipo NatX — Nat

Demostraciéon: Véase mas adelante
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Sistema T extendido: conservatividad (1/3)

e Observacién preliminar: Los tipos del sistema T minimo! son

todos habitados. En efecto, se puede asociar a cada tipo A (del
sistema minimo) un término cerrado ¢4 : A definido por:

ENat (= O EasB = M:A.ep eaxs = (€a,eB) J

Retraccién del sistema extendido adentro del sistema minimo:

(1) A cada tipo A del sistema T extendido se asocia el tipo A* del
sistema T basico definido por:

Unit* := Nat (A= B) = A" B
Bool® := Nat (Ax B)* = A*xB*
Nat* := Nat (A+B)* = Natx (A* x BY)

Obs.: Para todo tipo A del sistema minimo, se tiene que A* = A (retraccién)

1Asi como los tipos del sistema extendido



El sistema T de G&del Extensién Eliminacién de cortes en HA™
0000000000000 00 000000000080 0000000000000 0O0000000000000

Sistema T extendido: conservatividad (2/3)

(2) A cada término M del sistema T extendido se asocia el término M*
del sistema T minimo definido por:

x* = x (M, N)* = (M*,N*)
(Ax:A.M)* = Ax:A*.M* (i (M)* = m(M*)
(MN)* = M*N* (m2(M))* = ma(M*)
0" =0 (s(M))* = s(M~)
(rec(Mo, M1, N))* := rec(My, Mi, N*)
() = o
true = S(0) false :== 0
if(N, M, M) := rec(M', X\ , .M, N)
0P (M) = (0, (M",ee+)) 50 (M) = (S(0), {eax, M"))
(case N {t1(x1) = My | 2(3x2) = Ma})" =
let (n, (x1,x2)) = N* in rec(My, A _, .M5, n)

Notacién: XA .M := Az.M, con z fresca (= funcién constante)
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Sistema T extendido: conservatividad (3/3)
(3) A cada contexto ' = x1:A1,...,%,: A, (sistema T extendido)
se asocia el contexto * = xy: A],..., X, : A% (sistema T minimo)
Propiedades de las retracciones A+— A* y M — M*
Q SiAME Zinime: A=A y M*=M (retraccion)
Q@ (M[x := N])* = M*[x := N*] (sustitutividad)

. +
© Si M = M’ (sis. extendido), entonces M* = M'" (sis. minimo)

Q Si TH M: A (sis extendido), entonces [* = M* : A* (sis. minimo)

4

Corolarios (Normalizacién fuerte + conservatividad)

@ El sistema T extendido cumple la propiedad de normalizacién fuerte

© Dado un término M : Nat® — Nat (sistema T extendido), el término
M* : Nat® — Nat (sistema T minimo) calcula la misma funcién

v

Demostracion. Ejercicio.
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Recordatorio: sintaxis del sistema HA™ (1/2)

Términos de HA=

Términos t,bu == x | 0 | s(t) | pred(z)
| t+u | txu

N

Definicién (Reduccién en un paso t > t')

pred(0) > 0O pred(s(t)) > t

t+0 > t t+s(u) > s(t+u)

tx0 > 0 txs(u) > (txu)+t

+ clausura contextual

@ Relacién t = t' confluente y fuertemente normalizante

@ Relacién t = t' (clausura reflexiva-simétrica-transitiva de >) decidible
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Recordatorio: sintaxis del sistema HA™ (2/2)

Formulas de HA=

Férmulas ABC = t=u | nul(t) | T | L
| AANB | AVB | A=B
| VxA | 3IxA

A\

Definicién (Reduccién en un paso t > t')
t=t
null(0) = T null(s(t)) > L null(t) > null(t')

t>~t u>u
t=u > t'=u t=u > t=1u

+ clausura contextual

A\

@ Relacion A = A’ confluente y fuertemente normalizante

@ Relacion A= A’ (clausura reflexiva-simétrica-transitiva de ) decidible
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Recordatorio: reglas de deduccién de HA® (1/2)

@ Secuentes asimétricos de la forma TH A

@ Reglas del calculo proposicional intuicionista:

(ttom) A si A'~Ael
=) rA-B [FA=B TFA
= FA= B r-B
rFA TrB [FAAB TFAAB
(A) r-AAB A r-B
rFA e [FAVB T,AFC T,BFC
) Frave TravBs rC
(T) r=C st C=T (sin regla de eliminacién)
(J_) (sin regla de introduccién) [[:ll: ,i si C=1
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Recordatorio: reglas de deduccién de HA® (2/2)

@ Reglas de introduccién y de eliminacién de los cuantificadores:

rEA . FrTEvxA .

(V) m si x¢FV/(I) W si A'>A[x:=t]

5 e Alx:=t] M=3xA NAFEB AT

— si x s

(3) M-3xA r-B

@ Reglas de introduccién y de eliminacion de la igualdad:

> lN-t=u MEAx:=t

=) Tre=¢ """ FEA [ ] si A/ Alx:=u] J

@ Regla de eliminacién de los enteros naturales (= induccién):

M Alx := 0] MAEAX :=s(x)] [ x¢grvr)
- A i ’

(Nat_el) A2 A[x:=t]
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Recordatorio: reduccién de los cortes l6gicos (1/5)
Cortes de A:
4
rFA rese . _
A S (in) :
[EANE (o) X
r-A ' r-A
Cdi s
TEA TEB |
rFAAB L do
———— (N-el2) .
r-B8 ~ TFB
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Recordatorio: reduccién de los cortes l6gicos (2/5)

Corte de =

éd S
rA-B i L d’ r-A
rFA=B " TEA . dlax(A):=d']

(=-el)

rFB ~ TFB
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Recordatorio: reduccién de los cortes l6gicos (3/5)
Cortes de V:
L d , , ¥
7r FA (V-iny) d{ dé r l_ A
r'HAvB NNAEC I,BEC (vl L d{[ax(A):=d]
r-c . TEC
d _ _ D d
TEB (i Ly L ds r-8
r-AVB * T)A-C TI,BrC v . dj[ax(B)=d]
e c s TEC

Corte de T/L: ninguno
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Recordatorio: reduccién de los cortes l6gicos (4/5)
Corte de V: (con x¢ FV(I') y A= Alx :=t])
3 ! dxi=t]
rFA . Dbt
FEwuxA M M Alx:=t]
——— (V-el) == (Conv)
FEA FEA
Corte de 3: (con x ¢ FV(T,B))
d D d
rEAx=1 L d M Alx = t]
r-3xA rAFB el © d [xe=t][ax(Alx:=t]):=d]

M-8 s r-B
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Reduccién de los cortes légicos

Corte de =:

: d/
(=-in)

rFt=¢ M- Alx = t] -

r-A

Eliminacién de cortes en HA™
000000000 e00000000000000000

(5/5)

(con t=t y A Ax:=1])

d
M- Alx = t]

| = (Conv
L rea o
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Recordatorio: reduccién de los cortes de induccién

Cortes de induccion: (con x¢ FV(I) y A 2 A[x :=t])

o Corte cuando t =0:

do ds do
I Alx:=0] MAE Ax:=s(x)] M= Alx :=0]
(Nat—el) —_— (Conv)
Mr=A" (= Ax:=0) ~ A

o Corte cuando t = s(t'):

C do ds
M-Ax:=0 TAFAx:=s(x)] e
M- Alx:=1t']
" do " d. ds[xi=t' [IAX(Alx:=t']):=...]
MHAX:=0] T,AF Alx:=s(x)] M Alx = s(t)]
(Nat-el) == (Conv)

F=A (= Ax = s(t) ~ r=A
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Eliminaciéon de cortes en el sistema HA™

Eliminacién de cortes en HA™
0000000000080 00000000000000

Ahora, tenemos todas las herramientas para demostrar el:

Teorema (Eliminacién de cortes en el sistema HA™)

El sistema formado por las 10 reglas de reduccién de cortes del sistema
HA™ es fuertemente normalizante, en el sentido de que no existe ninguna
sucesién infinita de reducciones (entre derivaciones de un mismo secuente):

Aldg ~ di ~ do ~ oo o~ di v dipr o)
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Arquitectura de la demostracion

@ Definir traducciones:
Sistema HA™ Sistema T

términot +—  término t* : Nat
tipo A*

I

férmula A
derivaciéon d de A~  término d* : A*

© Verificar que cada reduccién de corte (en HA™) corresponde a
uno o multiples pasos de reduccién (en el sistema T)

© Normalizacién fuerte del sistema T = Elim. de cortes en HA™

Para ello, trabajaremos en el sistema T extendido con
los tipos de base Unit, Bool y las sumas A+ B
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Traduccién de los términos

Definicion (Traduccion t — t*)

Se traduce cada término t del sistema HA= en un término t* : Nat del
sistema T definido por:

* —

= x (pred(t))* := rec(0, Axz.x, t*)
0 (t+ v)* rec(t*, Axz.S(z), u*)
S(t*) (t x u)* := rec(0, \xz.z+t*, u*)

O*
s(t)

Proposicién (Propiedades de la traduccion t — t*)

Para todo término t de HA™ tal que FV(t) C {x1,...,x«}, tenemos que
Q@ x; : Nat,...,xx : Nat - t* : Nat

Ademas, para todos términos t,t’, u de HA™:
Q (t[x :=u])* = t*[x = u*]

. B~ + .
© Si t~t' (en HAT), entonces t* = t'* (en el sistema T)
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Traduccién de las formulas

Definicion (Traduccion A — A*)

Se traduce cada férmula A del sistema HA™ en un tipo A* del sistema T
definido por:
(t=u)* := Unit (null(2))* := Unit
T = 1* := Unit (A= B)* = A* — B*
(AANB)* == A* x B* (Vx A)* := Nat — A*
(AvB)* = A"+ B* (3x A)* = Nat x A*

De vuelta, la traduccion A — A* borra todo lo que tiene que ver con
los términos de primer orden. Por lo tanto:

Proposicion

Para todas férmulas A, A”:
o (Alx :=t])* = A*
@ Si A= A, entonces A* = A"
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El sistema T de G&del
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Traduccion de las derivaciones (1/9)

Definicién (Traduccion d — d*)
A cada derivacién d: (I A) en HA™ se asocia un término d* del
sistema T tal que FV/(d*) C {x1,...,xk,&1,-..,&n}, donde

@ Xx1,...X, son las variables libres de la derivacién d,

@ &1,...,&, son nuevas variables que representan las hipétesis en I

Formalmente:
o Regla axioma:
(FFA®Y =

donde £ es la variable que representa la hipétesis A en el contexto I
v
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Traduccion de las derivaciones (2/9)

Definicion (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de T:

e Eliminacion de _:

d
[eL o] = (A& eqe)o
TFA

donde £ es una variable fresca y e4+ un término cerrado de tipo A*
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Traduccion de las derivaciones (3/9)

Definicion (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de =:

d
r A+ B o] = A d
rFA=B

donde £ es la variable que representa la hipétesis A en el contexto I', A

o Eliminacién de =:

L d L ’

v i e * JI*
rFA=B rea | =4dd

rFB
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Traduccion de las derivaciones (4/9)

Definicién (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccion de A:
@
AFB AFB = (df,d})
rAnE ™
o Eliminacién de A:
X *
[EAAB ] = m(d)
TFA
- *
[EAAB ., = m(d)
rFB
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Traduccion de las derivaciones (5/9)

Definicion (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de V:
g A* B*
rEA _ = (d)
— 2 (v-imy)
r'EFAVB
d A* B*
r-8 _ =1 (dY)
=2 (V-in2)
r'EAvVB
@ Eliminacién de V:
S d L df . db
r'FAvB IMAEC TI,BEC \
V-el
rrC (veel
= case d* {u1(&) = d'1 | 2(&) — d'5}
donde &3 y &2 son las variables que representan Ay B en los contextos LAy I, B
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Traduccion de las derivaciones (6/9)

Definicién (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de V: (con x ¢ FV(I))
L d ’
rc A . = AxNat g
FEvxA "
o Eliminacién de V: (con A= Alx :=t])
TR
[EYXA ] = 4t
M- A
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Traduccion de las derivaciones (7/9)

Definicién (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de 3
RN
Me Alx:=t] L = (t*,d*)
FFaxAa O
o Eliminacién de 3: (con x & FV(I, B))
S d d
TFxA TAEB | = let (xNat ¢A™) = d* in d'*
rFB G
donde ¢ es la variable que representa la hipétesis A en el contexto I, A

4

Recordatorio: let (x*,yBY=Nin M = (AZA*B. (XA . AyB. M) mi(2) ma(2)) N
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Traduccion de las derivaciones (8/9)

Definicién (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccion de =:

(Fl—t:t’ ("i"’) T o)

(con A" = A[x := u])

(con t=t)

e Eliminacion de =:

o e Y
lEt=u TEAx:=t
(=-el)
rEA

(/\é-Unit . d/*) d*

donde ¢ es una variable fresca (i.e. que no aparece en d’*)
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Traduccion de las derivaciones (9/9)

Definicion (Traduccién d — d*, fin)

e Regla de induccién: (con x¢ FV(I) y A = Alx :=t])
- 4 *
NEAx:=0] TILAF A[x:=s(x)]
(Nat-el)
r=A

= rec(dg, N NEAT Ly, t¥)

donde £ es la variable asociada a la férmula A en el contexto I'; A

Ejercicio. Verificar que las 2 reglas de reduccién de los cortes de induccién
corresponden a las 2 reglas de reduccién del recursor del sistema T (combinados
con unos pasos de (3-reduccién)
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El teorema de eliminacién de cortes

Proposicion (Propiedades de la traduccién d +— d*)

@ Invariante de tipado
Si d:(Ai1,...,A,F B) (HA®), entonces:
x1 o Nat,...,xx : Nat, & 1 A}, ..., & AL | d* 1 B (sistema T)

donde xi, ..., xx son las variables libres de la derivacién d, y

&1,...,&n las variables que representan las hipétesis Ay, ..., A,

@ Invariante de reduccién

Toda reduccién de corte d ~» d’ se traduce en el sistema T
por uno o miltiples pasos de reduccién: d* =T d’*

Demostracion. Ejercicio.

Combinando el resultado anterior con el teorema de normalizacién fuerte
para el sistema T, se concluye inmediatamente que la reduccién de los
cortes es fuertemente normalizante en el sistema HA™ O
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Extraccién de programas

o d
@ Observacion: Cada derivacion F Vx Jy A(x,y) (en HA%)
se traduce en un término d* : Nat — Nat x A* (sistema T)

o Por definicién de la traduccién d — d*, dicho término d* asocia a
cada n:Nat unpar d*n=(p,q) : Nat x A* formado por:

e un testigo p: Nat de la existencia Jy A(n,y)

e un «certificado» g : A" de la misma existencia

@ Por lo tanto:
Proposicién (Extraccion de programas en el sistema T)

Si d es une derivacién del secuente F Vx Jy A(x,y) (en HA),
entonces el término  F := AxMNat. 71 (d*x) : Nat — Nat  (sistema T)

calcula una funcién tal que + A(n, F(n)) para todo n € IN

Demostracion. Ejercicio.
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Teorema de representacion

Mas generalmente:

Proposicién (Extraccién de programas en el sistema T)

Si d es una derivacién de + VxX3Jy A(X,y) (en HAZ), entonces el término
F := Mxa,...,xc:Nat.mi(d*x1 - -xk) : Nat* — Nat (sistema T)

calcula una funcién tal que + A(A, F(A)) para todo @ = (n1,...,nx) € IN

| A

Teorema de representacion

Las funciones cuya existencia es demostrable en HA son exactamente
las funciones definibles en el sistema T

N

Demostracién. Parte directa (existencia en HA = definible en el sistema T):
cf proposicién anterior.

Parte reciproca (definible en el sistema T = existencia en HA): codificacién de los
términos del sistema T y de la reduccién en HA (ejercicio muy técnico). O

Conclusion: Sistema T = lenguaje de programacién de HA
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