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Introduccién

o Sistema F: descubierto independientemente por

J.-Y. Girard: El sistema F (1970)
J. C. Reynolds: El calculo lambda polimérfico  (1974)

@ Motivaciones bastante diferentes...
Girard: Interpretacion de la l6gica de segundo orden

Reynolds: Programacién funcional

. relacionadas por la correspondencia de Curry-Howard

@ Influencia importante en el desarrollo de la teoria de tipos

— Interpretacién de la légica de alto orden  [Girard, Martin-L&f]
— Type:Type [Martin-L&f 1971]

— Teoria de tipos de Martin-Lof [1972, 1984, 1990, ...]
— El Calculo de Construcciones [Coquand 1984]
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Sintaxis

Dos formas de variables:
@ Variables de términos: x, y, z, etc.
@ Variables de tipos: «, 3, 7, etc.

Definicion (Tipos y términos)

Tipos AB = a| A-B | Va.B

Términos M, N := x
| Mx:A.M | MN (abstr./apl. de término)
| da.M | MA (abstr./apl. de tipo)

Notaciones:
@ Conjunto de las variables (de términos) libres: FV(M)

@ Conjunto de las variables de tipos libres: TV(M), TV(A)
@ Sustitucién de término: M[x := N]
@ Sustitucién de tipo: M[a := A], Bla:=A]

Se consideran términos y tipos a menos de a-conversién
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Reduccién

@ Relacion > de reduccion definida por 2 reglas:

(81) (M:AM)N = Mx:= N]
(B2) M. M)A = Mla:=A]

+ clausura contextual

@ Obs.: Las otras combinaciones de una abstraccién con una
aplicacién no tienen sentido, y estaran rechazadas por el tipado

o Notaciones: (=*) = ()", (2) = (~u=)*

Proposicién (Confluencia)

La reduccién M = M’ es confluente

Demostracion: Ejercicio.
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Reglas de tipado

Contextos M o= x3:A1, ..., xp: A, (xi £ x; si i #J)
Juicio de tipado Fr=t: A
TFx:A "
N x:AFM:B Fr'EM:A— B Fr’EN:A
r-Xx:AM:A— B r'-MN:B
r'-M:B S ag TV(T) Fr'=M:Va.B
N-Xa.M:Va.B = MA: Bla:=A]

@ Declaracion implicita de las variables de tipo  (para cada a € TV(I))
@ También se podrian declarar explicitamente: « : * (cf PTS)

@ Una regla para cada construccién sintactica
= sistema dirigido por la sintaxis
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Ejemplo: la identidad polimérfica (1/2)

@ Sea id = la.\x:a.x

@ Tenemos que:

id D Va.a—=a
id B . B—B para todo tipo B
idBN : B para todo término N : B
o En particular, tomando B = Va.a—a y N = id
id (Va.a — a) : Va.a—a) - (Va.a— «)
id(Va.a%a)id : YVa.a =«

= El sistema de tipado es impredicativo (o ciclico)
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Ejemplos (2/2)

o Ildentidad polimérfica, continuacion

idBN = (Aa.Xx:a.x)BN > (x:B.x)N = N

id Vao.a—a)id Vao.a—a) - id Va.a—a)idBN =" N

@ Un poco mas complicado. ..

32 veces

——
(A Ax:a A ra—a. £ (- (Fx)--))
(Va.a—=(a—a)—=a) (Aa. Ax:a. Afa—a.fx)
(An:Va.a—(a—a)—a. da. Ax:a. A :a—a.na(naxf)f)

= e Axca M ra—al (F - (Fx)--)

———
4294 967 296 veces
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Propiedades basicas (1/4)

Dado I'=x;:A1,...,%,: A, seescribe dom(l) :={x1,...,x,}

Lema (Declaracién de las variables libres)

Si THM:A entonces FV(M) C dom(l)

Demostracion. Por induccién sobre la derivacién de ' = M : A. DJ

Dados contextos I, I, se escribe I C I’ cuando
(x: A) €T implica (x : A) € [’ para toda declaracién (x : A)

Lema (Debilitamiento)

FTEM:A

La siguiente regla es admisible: EM:A si TCr”’

Demostracion. Por induccién sobre la derivacién de ' = M : A. DJ
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Propiedades basicas (2/4)

Lema (Sustitutividad de tipo)

La siguiente regla es admisible:

r-M:B
Mo = Al F Mla = A] : Bla = A]

Demostracion. Por induccién sobre la derivacién de '= M : B. DJ

Lema (Sustitutividad de término)

La siguiente regla es admisible:
Nx:AAFM:B r-N:A
IAF Mx:=N]:B

Demostracion. Por induccién sobre la derivacién de I, x: A /A - M : B,
usando la regla de debilitamiento para tratar el caso donde M = x. DJ




In. F ala Church Tipos F ala Curry Norm. fuerte Sistema NJ2 Sistema HA2 Elim. de cortes
00 00000000@000 OOO000000 OO0O00000O0 0000000000000 DOO0OO00O0000000000 0OO000000 000000000000

Propiedades basicas (3/4)

Lema de inversién

@ Si Tk x:C, entonces (x:C)eTl

Q@ Si TEAx:A.M: C (con x ¢ dom(l)), entonces
Nx:AF M: B paraalgin tipo Btalque C=A— B

@ Si TEMN: C, entonces
Fr’EM:A—-C y TEN:A paraalgin tipo A

Q@Si TEXax.M: C (conag¢TV()), entonces
' M : B para algin tipo B tal que C =Va.B

@Si TEMA: C, entonces
' M :Va.B para algin tipo B tal que C = Bla := A]

Demostracion. Ejercicio.
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Propiedades basicas (4/4)

Proposicién (Unicidad del tipo)
Si TEM:A y TEM: A, entonces A=A

Demostraciéon. Por induccién sobre el término M, usando el lema de inversién. D)

Proposicién (Subject Reduction)

Si TEM:A y M>=M, entonces THM : A

Demostracion. Ejercicio.

Corolario

QSi TEFM:A y M>=*M, entonces THM : A

@ En particular, la forma de normal de M (cuando existe)
tiene el mismo tipo que M (cuando existe)
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Normalizacidon fuerte

Teorema (Normalizacién fuerte)

Si T M : A, entonces M es fuertemente normalizante

Demostracion: Postergada

Corolario (Convertibilidad entre términos tipados)

@ Dos términos de mismo tipo son [3-convertibles My <~ M,

si y s6lo si tienen la misma forma normal:
* N\ Fox
N (normal)

© La relacion M; = M, entre términos tipados es decidible
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Verificacion e inferencia de tipo

Se consideran los siguientes dos problemas:

© EIl problema de la verificacion de tipo:
Dados I', M, A, determinar si el juicio ' = M : A es derivable o no

© El problema de la inferencia de tipo:

Dados I', M, determinar si existe un tipo Atalque TH M : A
(y devolver tal tipo A cuando existe)

Proposicién (Decidabilidad)

En el sistema F (a la Church), los problemas de la verificacion
y de la inferencia de tipo son decidibles

Demostracion. Ejercicio.
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Booleanos

o Codificacién de los booleanos:

Bool = Vy.y—>~vy—«

true (= Ay.Ax,y:v.x : Bool

false = M .Xx,y:v.y : Bool

if = Aa.Ab:Bool.\x,y:a.baxy

Va. Bool - o — a — «

@ Reduccién:

if Atrue M M’ ~* M if Afalse M M' =* M’ )

Lema (Formas canénicas de tipo Bool)

Los términos true = \y.Ax,y:v.x y false=Xy.\x,y:v.y son los
Gnicos términos cerrados y en forma normal de tipo Bool =Vy.v — v — v

Demostracion. Por analisis de caso sobre la derivacién (Ejercicio). O
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Producto cartesiano

@ Codificacion del producto cartesiano A x B:
AxB = Vy.(A=>B—=v)—>~y

(Mi,Mo)ag = M. AN:A=-B—=~vy.fMiM, : AxB
(si Mi:Ay M>:B)

fst = A, . p:axf.pa(Ax:a.\y:p.x)
Va,B.ax 8 — «
snd = Ao, ApraxfB.pB(Ax:a.Ny:B.y)
Va,B.ax —
@ Reduccion:
fStAB<M1,M2> = M sndAB(Ml,M2> = M, J

@ jCuidado! Cuando A, B son tipos funcionales, pueden existir términos cerrados
y en forma normal de tipo A x B que no son de la forma (M1, M2)4 g
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Suma directa

e Codificacién de la suma directa A+ B:

A+B = YVy. (A=) (B—7) =7y
GEM) = M AMAsy Ng:B—oy.fM :© A+B  (siM:A)
BEM) = M. AM:Asy. N\g:B—>y.gM : A+B (si M: B)

case = Ao, B,7.As:a+B. AMia—y.A\g:f—>v.syfg
Do Ve By.at B (a—=y) > (B—oy) 2y

@ Reduccioén:

case AB C (Lf’B(N)) (Ax1:A.M1) (Ax2: B. M>)

=
case AB C (LQ’B(N)) (Ax1:A.Mp) (Ax2:B.Mp) =

* Mi[xg = N]
* Mzxe i= N

@ jCuidado! Cuando A, B son tipos funcionales, pueden existir términos cerrados
y en forma normal de tipo A + B que no son de la forma Lf’B(N) o LQ’B(N)
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Tipos finitos

e Codificacién de Fin, (n > 0):

Fin, = Vy. v =2 =2>y—=7y
—_——
n times
e = M. Ay :v...M\x,:v.x; : Fin, (1<i<n)

Lema (Formas canénicas de tipo Fin,)

e1,...,e, son los Gnicos términos cerrados y en forma normal de tipo Fin,

e En particular:

Fino = Vy.vy—>~y—v = Bool (tipo de los booleanos)
Finp = Vy.v =¥« = Unit (tipo unitario)
Fino = Vv.v = 1 (tipo vacio)

(Obs.:  No hay ningtn término cerrado y en forma normal de tipo L)
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Enteros naturales

o Codificacién de los enteros naturales:

Nat = Vy.v=>(y—=7) =7

0 = M. Xy Afiy—y.x

1 = M. Ay Aiy—y.f x

2 = M. Ay Afiy—=y . f (F x)

n = M. Ay Afiy—=y. f(--(fx)---) : Nat
———

Lema (Formas canénicas de tipo Nat)

Los términos 0, 1, 2, ... son los Gnicos términos cerrados
y en forma normal de tipo Nat
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Calculando con los enteros de Church (1/3)

Intuiciéon: El entero de Church 7 funciona como un iterador:

aAMM = M (--(M M)--) (M:A, M :A— A)
N————’

n

@ Funcién succ : Nat — Nat (sucesor)

succ = An:Nat.A\y.Ax:v. Af:y—y.f (nvy x f)

o Funciones plus,plus’ : Nat — Nat — Nat (suma)
plus = An,m:Nat. Ay . Ax:y. AMf:y—=y.m~y(nyxf)f
An, m:Nat.m Nat n succ

plus’

e Funciones mult,mult’ : Nat — Nat — Nat (producto)
mult = An,m:Nat. Ay . Ax:y. A :y=y.nyx (Ay:vy.m~yyf)

mult’ := An,m:Nat.n Nat 0 (plus m)
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Calculando con los enteros de Church (2/3)

@ Funcién predecesor pred : Nat — Nat

pred 0 ~ 0
pred (n+1) = 7
fst := Ap:NatxNat.p Nat (Ax,y:Nat.x) : NatxNat — Nat
snd := Ap:NatxNat.p Nat (Ax,y:Nat.y) : NatxNat — Nat
step := Ap:NatxNat.(snd p, succ (snd p)) : NatxNat — NatxNat

pred := An:Nat.fst (n (NatxNat) (0,0) step) : Nat — Nat

@ La funcién de Ackermann ack : Nat — Nat — Nat
ack 0 m >~ m+1
ack (n+1) 0 ~ acknl

ack (n+1) (m+1)

Af:(Nat—Nat). Ap:Nat.p Nat (f I) f : (Nat—Nat) — (Nat—Nat)
An, m:Nat.n (Nat—Nat) succ next m : Nat — Nat — Nat

next

ack
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Calculando con los enteros de Church (3/3)

o El recursor del sistema T (versién polimérfica):

rec : VYa.a — (Nat - a — a) = Nat = «

rec AM M 0 >~ Mo

rec AMM (n+1) 2 M 7(rec AM M )
fsto = Ap:Nat x a.p Nat (Ax:Nat.Ay:a.x) : Natx a — Nat
sndq = Ap:Natxa.pa (MAx:Nat.Ay:a.y) : Natxa—«
iter, = A :Nat - a — a.Ap:Nat X o

(succ (fsta p), f (fsta p) (snda p))
(Nat - o — a) — Nat X a — Nat X «

Aa. Ax:a. Af:Nat -+ a — a. An:Nat.
snda (n (Nat x @) (0,x) (iterq f))

: Va.a — (Nat - a — a) — Nat —» «

rec

Teorema (Funciones definibles en el sistema F)

Toda funcién f :INK — IN (k > 1) definible en el sistema T
también es definible en el sistema F
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El polimorfismo del sistema F

Polimorfismo de ML/Haskell (x)

Tipos AB = a| A=-B | - (tipos del usuario)
Esquemas S = Va.B

El esquema de tipo Va . B esta définido después de sus instancias Bla := A]

= El sistema de tipos es predicativo

(%) Al menos en las versiones basicas de Haskell

Polimorfismo del sistema F

Tipos AB = a| A-B | Ya.B

El tipo Va.B vy sus instancias B[a := A] estan définidos simultaneamente
Va.a — «a y Va.a— a) = (Va.a — a)

= El sistema de tipos es impredicativo, o ciclico
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Extraccién de términos lambda puros

En el sistema F a la Church, el polimorfismo es explicito:

id = M. Ax:a.x e id Nat 2
@ Dos formas de redexes (M:Athu y (Aa.t)A

Idea: Borrar las abstracciones/aplicaciones/anotaciones de tipo

Definicion (Funcién de borrado M — |M|)

x| = x
[Ax:A.M| = Ax.|M| IMN| = |M||N|
Aa. M| = |M| IMA| = M|

@ Lenguaje de destino: el calculo lambda puro

@ Redexes de 2da forma borradas, redexes de 1ra forma mantenidas
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Extensién de la funcion de borrado

Los términos borrados tienen buenas propiedades computacionales. ..

@ Una Gnica forma de redex, facil de ejecutar
@ Los calculos inatiles (sobre los tipos) estan borrados

@ La esencia del calculo estd mantenida (cf justificacién posterior)

pero jqué estatus con respecto al tipado?

La funcién de borrado, definida sobre los términos, se puede extender a:
@ Toda la sintaxis
@ Los juicios
o Las reglas de tipado

@ Las derivaciones

= Define un nuevo formalismo: el sistema F a la Curry
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Sistema F a la Curry [Leivant '83]

Tipos AB = a| A-B | Va.B
Términos M,N == x | > x.M | MN
Contextos r == o | I, x:A
Reduccién (M. M)N = Mx:=N]
Observaciones:

@ Los tipos (y los contextos) no cambian
@ Los términos son ahora los términos lambda puros

@ Una tnica forma de redex
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Sistema F a la Curry: reglas de tipado

Definicion (Reglas de tipado)

mSi(XIA)Gr
I x:AEM:B r-M:A—B r’-N:A
TFMx.M:A— B r- MN: B
r- M:B . rEM:Vo.B
- M:va.B 70 [ M: Bla:= A

= Las reglas ya no son dirigidas por la sintaxis
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Sistema F a la Curry: propiedades

Lo que no cambia:

@ Propiedades basicas (sustitutividad, etc.) + subject reduction

o La normalizacién fuerte (cf mas adelante)

Lo que cambia:
@ Un término puede tener maltiples tipos:

A= Xx.xx : NVo.a—a)— Va.a—a)
(Va.a) = (Va. a)
(Va.a) = (Va.a — a)
Bool — Bool — Bool (‘0" booleano)
Nat’ — Nat’ (n+n")
(con Nat’ :=V~y.(y =) = (v = 7))
@ Ningan tipo principal

@ Verificacién e inferencia de tipo se vuelven indecidibles  [Wells '94]
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Borrado y tipado

Equivalencia entre las presentaciones a la Church y a la Curry
@Si THMy:A (Church), entonces T F [Mg|: A (Curry)

@Si T=M:A (Curry), entonces = My : A (Church)
para algin My tal que |[My| =M

@ La funcién de borrado M +— |M| transforma:

Mundo de Church Mundo de Curry

derivaciones en derivaciones (isomorfismo)

juicios derivables en juicios derivables  (sobreyeccion)

o jCuidado! No es inyectiva sobre los juicios derivables:

AM:(Va.a—a).f(Va.a—a)f @ (Va.a—a) > (Va.a— a)
M:(Va.a—a).da.f(a—=a)(fa) @ (Va.a—a)— (Va.a—a)

~ M. ff  NVa.a—a)—= (Va.a—a)
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Borrado y reduccién

Redexes de 2da forma borradas / redexes de 1lra forma mantenidas:

(Church) (M. Xx:a.x)By = (Mx:B.x)y > y
J Borrado
(Curry) (Ax.x)y = (M.x)y > vy

Lema 1 (de Church a Curry):

Si Mo, M € Church, entonces

Mg =" Mé = |M0| —P |M6| (con p < n)

Demostracion. Ejercicio.

Lema 2 (de Curry a Church):

Si My € Church, M’ € Curry y My bien tipado, entonces
|M0| P M = E|M6 (|M6| =M A My =" Mé) (con n > p)

Demostraciéon. Ejercicio.
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Equivalencia de normalizacién

Lema 3 (Argumento combinatorio):

© Durante la contraccién de una redex de 1ra forma, el nimero de
redexes de ambas formas puede crecer
© Durante la contraccién de una redex de 2da forma,

e el namero de redexes de 1ra forma puede crecer
o el namero de redexes de 2da forma no crece
o el namero de abstracciones de tipo (A«. t) decrece

Demostracion. Ejercicio.

Combinando los lemas 1, 2 and 3, se demuestra el:

Teorema (Equivalencia de normalizacién)

Los siguientes enunciados son combinatoriamente equivalentes:
© Todo término tipado de F-Church es fuertemente normalizable
© Todo término tipado de F-Curry es fuertemente normalizable

Demostracion. Ejercicio.
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Significado de la cuantificacién de tipo (1/2)

Pregunta: ;Caal es el significado de Va.a —a 7

Primer escenario: Un producto cartesiano infinito  (a la Martin-L&f)

Vao.a 5 a = H(a%a)

« type
~ (L — 1) x (Bool — Bool) x (Nat — Nat) x - --
Como todos los tipos A — A son habitados:

© El producto cartesiano Va.a — « deberia ser mas grande que todos
los tipos de la forma A — A

© En particular, Va.a — o deberia ser mas grande que su propio
espacio de funciones (Va.a — o) - (Va.a — a). ..

... Un escenario muy paradgjico
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Significado de la cuantificacién de tipo (2/2)

Segundo escenario: En F-Curry, las reglas V-intro y V-elim

TEM:B v [-M:Va.B
[~ M:Va.B [+ M: Bla = A

sugieren que V no es un producto cartesiano, sino una interseccion

Considerando de vuelta el ejemplo anterior:
© La interseccién Va.a — a es mas pequefia que todos los A — A

@ En particular, el tipo Va.a — a es mas pequefio que su propio espacio
de funciones (Va.a —a) - Va.a—a)...

... Un escenario mucho mejor

= Vamos a demostrar la normalizacién fuerte para F-Curry

Recordatorio: SN(F-Church) < SN(F-Curry) (equivalencia combinatoria)
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Candidatos de reducibilidad (1/3)

@ SN := conjunto de los términos lambda fuertemente normalizantes

e Red;(M) = {M : M= M}
@ Un término neutro es un término lambda que no es una abstraccién

(En F-Curry, las Gnicas formas candnicas son las abstracciones Ax. M)

Definicion (Candidato de reducibilidad)

Un conjunto de términos C C A (posiblemente abiertos) €s un
candidato de reducibilidad cuando cumple los siguientes criterios:

(CR1) CCSN
(CR2) Si M e C, entonces Red;(M) C C

(CR3) Si un término neutro M es tal que
Red;(M) C C, entonces M e C

@ Se escribe CR al conjunto de todos los candidatos de reducibilidad
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Candidatos de reducibilidad (2/3)

Recordatorio: Todo candidato C € CR contiene todas las variables: x € C

Proposicién (Estructura de reticulo completo)

O SN eCR

@ CR esta cerrado por interseccién cualquiera (pero no vacia):

143, (C)ies €CR = (ﬂ C,) €CR

i€l

Demostracion. Ejercicio.

Dicho de otro modo:
@ (CR, C) es un reticulo completo, donde

Ter = SN y ler = nCRZ{MGSN: M>-*XN1--~N;<}

@ CR también esta cerrado por unién cualquiera (no vacia),
pero la prueba es mucho mas dificil [Riba '07]
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Candidatos de reducibilidad (3/3)

Definicion (Flecha de Kleene)

Dados conjuntos C, D C A, se define:

C—D:={MecA :VNeC, MNe D}

Lema (Clausura de CR por la flecha de Kleene)
Si C,D eCR, entonces (C — D) eCR

Demostracién. Ejercicio.

Lema (Clausura por expansion de cabeza)

En cualquier candidato C € CR:
Si M[x:=N]e C y N &SN, entonces (Ax.M)N e C

Demostracion. Ejercicio.
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Interpretacién de los tipos: intuiciones

Se trata de definir una interpretacién de los tipos sintacticos A por
candidatos de reducibilidad [A] € CR, usando:

@ La flecha de Kleene C — D para interpretar el tipo flecha A — B

@ La interseccion ﬂ -+ para interpretar la cuantificacién de tipo V. ..
CeCRr

Ejemplo: Va.(a — a) tiene que ser interpretado por ﬂ (C— Q)
cecr

Observacién. La definicién del candidato

() (€= Q)

CeCRrR

es impredicativa, pues la interseccién involucra todos los candidatos C € CR,
incluso el candidato que estamos definiendo (definicién ciclica, legal en ZF)
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Interpretacién de los tipos: definiciones

Para interpretar las variables de tipo, se utilizan valuaciones de tipo:

Definicion (Valuaciones de tipo)

Una valuacién de tipo es una funcién p € CRTV™
(donde TVar es el conjunto de todas las variables de tipo)

Se escribe TVal := CR™ al conjunto de las valuaciones de tipo

N

Definicion (Interpretacion de los tipos)

Por induccién sobre A se define una funcién [A] : TVal — CR:

[a], = pla)
[A—Bl, = [A]l,—[BI,
Va.Bl, = () [Blpacc

CeCR

(pia+=C)(a) = C

Obs: La valuacién ; a<—C) esta definida por
(pree=C) P {(p: at-C)(8) = p(B) para todo § £ a
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Interpretacién de los contextos

Definicion (Sustitucién, recordatorio)

Una sustitucion es un conjunto finito de la forma

o = {x1:=Np,...,x,:= N} (con x; # x; si i # j)
Dada una sustitucion o = {x1 := N1,...,x, := N,}, se escriben:
@ dom(o) = {x1,...,Xn} a su dominio

@ FV(o)=FV(N1)U---UFV(N,) a su conjunto de variables libres

@ Mlo] a la aplicacién de o a un término M

Definicion (Interpretacion de los contextos)

Dados un contexto I y una valuacién p € TVal, se define:

rl, = {a sustituciéon : dom(o) = dom(l') y
o(x) € [A], para todo (x : A) € F}
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El invariante de normalizacién fuerte

Proposicién (Invariante de normalizacion fuerte)

Si T M:A enelsistemaF ala Curry, entonces

Vp € TVal Vo e[, Mlo] € [Al,

Demostracion. Por induccién sobre la derivacién de ' M : A (Ejercicio).

Teorema (Normalizacién fuerte en F-Curry)

Todo término tipado en F-Curry es fuertemente normalizante

Demostracion. Ejercicio.

Corolario (Normalizacién fuerte en F-Church)

Todo término tipado en F-Church es fuertemente normalizante
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Observacién sobre la impredicatividad

En la demostracién de la propiedad de normalizacién fuerte, la
interpretacién de la cuantificacién de tipo se basa en la propiedad:

Si (G)ier € CR' entonces ﬂ G € CR
icl
en el caso particular donde / = CR  (interseccién impredicativa)
o En matematica «clasica», esta construccién es legal:

= Teorias de conjuntos usuales (Z, ZF, ZFC) impredicativas,
debido al axioma del conjunto potencia

@ En matematica constructiva en el estilo de Bishop o Martin-Lof, este
principio estd rechazado por razones filoséficas:

o Ninguna explicacién constructiva convincente

o Sospecha en cuanto a esta forma particular de definicién ciclica
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Impredicatividad: un ejemplo (1/2)

Dados un K-espacio vectorial V'y un subconjunto X C V,
icémo definir el subespacio vectorial X C V generado por X en V7
Método «abstracto»:
© Sea el conjunto Gx = {5 eEP(V) : Ssevy XC 5}
© Se observa que Gx # &, pues V € Gx
O Sedefine: X :=(scg, S
© Por def., X esta incluido en todos los s.e.v. de V que contienen X
@ Pero X si mismo es un s.e.v. que contiene X  (entonces X € Gx)

@ Por lo tanto, X es el minimo de &x (con respecto a C)

Esta construccion es impredicativa... pero legal en ZF

Conjunto X definido a partir de Gx, que ya contiene X como elemento

descubierto a fortiori



In. F ala Church Tipos F ala Curry  Norm. fuerte Sistema NJ2 Sistema HA2 Elim. de cortes
00 000000000000 OOO000O000 OO0O000000 00000000000 0® OOOOO00O0000000000 0OO000000 000000000000

Impredicatividad: un ejemplo (2/2)

Pero hay otros métodos para definir el subespacio X C V...

@ Definicién concreta estandar, por combinaciones lineales:
Sea X el conjunto de los vectores de la forma v =a1-vi+- -+, - v,

donde (v;) recorre todas las familias finitas de elementos de X
(i) recorre todas las familias finitas de escalares

@ Definicién inductiva:

Sea X el conjunto definido inductivamente por las reglas:

xe X veX neX weX
66? xey a~v67 v1+vzey

= Ambas definiciones son predicativas... y definen el mismo objeto
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o La légica de segundo orden manipula dos tipos de objetos:
o Objetos de 1°" orden

individuos
o Objetos de 29° orden

(i.e. objetos basicos de la teoria)
relaciones sobre los individuos

conjuntos de k-uplas de individuos

Definicién (Términos y férmulas de la I6gica minima de segundo orden)

Términos t, t x | f(t1,...,t)
Férmulas AB = X(t,...,t) | A=B
| VYxA | VXA

@ Dos tipos de variables (y de cuantificacion):
e 1 orden: x,y, z, ...
o 2% orden: X, Y, Z, ... de todas aridades k > 0
@ Dos tipos de sustitucion:
o de 1*" orden: t[x :=u], Alx :=u] (definida de modo usual)
o de 2% orden: A[X :=P], Q[X:=P] (def. postergada)
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Términos de primer orden

@ Definidos a partir de un vocabulario V (de modo usual):

Términos tbu = x| f(ty,..., tk) J

o donde f recorre los simbolos de funcién de aridad k en V

@ También se pueden suponer los términos equipados con una relacién
de reduccién t >~ t' convergente (= confluente + f. normalizante)

o Ejemplo: Términos de la aritmética computacional HA™:

Términos t,bu == x | 0 | s(t) | pred(t)
| t+u | txu

+ relacién de reduccién t = t' de HA=
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Foérmulas de segundo orden

e Férmulas de la légica minima de 29° orden

Férmulas AB = X(t1,....tx) | A=B
| VxA | VXA

s6lo basadas en «=>» y «V» (1" y 29 orden)

@ Otras construcciones definidas mediante codificacion de 29° orden:

T = VZ(Z=2) (obviedad)

1 = VvVZZ7 (absurdidad)

-A = A= 1 (negacién)
AANB = VZ(A=B=2)= 2) (conjuncién)
AVvB = VZ(A=2)=(B=2)=2) (disyuncién)
dx A(X) = ( ( ( ) = Z) = Z) (3, 1¢" orden)
AXAX) = VZVX(AX)= 2Z)= 2) (3, 29° orden)
t=u = ( (t) = Z( )) (lgualdad de Leibniz)
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Predicados (1/2)

o Las variables de 29° orden representan relaciones abstractas

@ Relaciones concretas representadas por predicados:

Predicados PR = X--X%A (de aridad k)J

@ Dado un predicado P = X;--- X A:

o Las variables xi, ..., xx son los argumentos de P

o Las otras variables libres de A son los parametros de P
e Notacion: FV(P) := FV(A)\ {x1,...,xx}

@ Los predicados estan considerados a menos de a-conversion

Definicion (Aplicacién de predicado)

Dados un predicado P = X;---Xx A vy términos ti, ..., tx, se escribe:

P(ty,...,t) = Alxy:=t1,...,xk = tg]
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Predicados (2/2)

Definicién (Sustitucién de 29° orden)

Dados una variable de 2¢° orden X y un predicado P de misma aridad k > 0,
se define la operacién A — A[X := P] de sustitucién de 2%° orden por:

(X(t1,..., )X :=P] = P(ta,...,t)

(Y(tr,.. ., )X :=P] = Y(ta,...,t) (si Y #X)
(A= B)[X:=P] := AIX:=P]= B[X:=P]

(Vx A)[X :=P] = VxA[X :=P] (si x & FV(P))

(VY A)[X :=P] = VYAX :=P] (siY#X,Y ¢&FV(P))

(definicién a menos de a-conversién)

Ejercicio: Enunciar y demostrar el correspondiente lema de sustitucién

@ Obs.: Cada variable X de 29° orden y de aridad k puede ser
considerada como el predicado:

X = )?1“')?;( X(X17...,Xk)
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Los predicados unarios como conjuntos

@ Los predicados unarios representan conjuntos de individuos

Notaciones: {x: A} = %A te P = P(t)

Ejemplo: El conjunto IN de los enteros de Dedekind
N :={x:VZ(0eZ=>Vy(yveZ=s(y)eZ)=xc Z}

@ Cuantificaciones relativizadas:
(Vx € P)A(x) = Vx(xe€P= Ax))
(Ax e P)A(x) = VZ(Wx(xeP=A(x)=2Z)=2)

< Ix(x e PAA(X))

@ Inclusién e igualdad extensional:

Pc@Q
P=Q

Vx(x € P=x € Q)
Vx(x € P& x € Q)

: xeEPVxeQ} (etc.)

@ Operaciones conjuntistas: PUQR = {x
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Reglas de deduccién

@ Reglas de la légica intuicionista de 29° orden (sistema NJ2):

rl_AsiAGF
A-B r- A= B r- A
r’- A= B r-B
TEA L rvin M VxA
FFVxA = Alx = u]
_TEA S xervn _TEVXA G ixmir
VXA FEAX =P

@ Cuando se trabaja con una congruencia A = A’ sobre las férmulas, se

remplazan las reglas (axioma), (V'-el) y (V?-el) por:

[-VxA FTEVXA

r= A = A e A

si A'Acr ———— s A A=d] —— " si A/AX=P]
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Reglas admisibles

Proposicion (Debilitamiento generalizado + conversion)

La siguientes reglas de inferencia son admisibles en el sistema NJ2:

r-A r-A

7@ si FCr’ 7r/ A si F~l’, Ax~A’

Demostracion. Ejercicio

Proposicién (Sustitutividad, 1°" y 29° orden)

La siguientes reglas de inferencias son admisibles en el sistema NJ2:

r=A r=A
Mx := u] F Alx := u] FX:= Pl AX :=P]

Demostracion. Ejercicio
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Reglas derivadas (1/2)

Las reglas de deduccién de la légica minima de 29° orden sélo tratan
las construcciones primitivas «=>» y «V»

En este marco, vimos que las otras construcciones (T, L, A, V, J etc.)
son definibles; ademas sus correspondientes reglas son derivables:

o Conectivas légicas: T, 1, Ay V

R I ot &
TFT rFA
rFA TFB [FAAB [FAAB
F-AAB rFA TrB
_r-A  _IEB
FFAVB FFAVB
rFAVB T,AFC T,BFC
r-cC

Ejercicio. Derivar estas reglas
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Reglas derivadas (2/2)

o Cuantificacién existencial: 1" y 29° orden

M Alx = u] FF3xA T,A-B
- - si x¢ FV(I,B)
M-3xA -8B
MFAX:=pP] r-3XA T,AFB
W el ﬁXZﬂP r I— B Ell X¢FV(F,B)

Ejercicio. Derivar estas reglas

o lgualdad de Leibniz t=u = VZ(Z(t) = Z(u))
FrEt=u e Alx:=t]
MEt=t = Alx = u] }

Ejercicio. Derivar estas reglas
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El esquema de comprension

Proposicion (Esquema de comprensién)

Para cada férmula A= A(x, ..., xx) *), el axioma de comprension
Y Vxg - - - Vxk (Y(Xl, e Xk) & Alx, .. ,xk))

es derivable en el sistema NJ2

(%) La férmula A(xa, - . ., x¢) también puede depender de otras variables Z, Z

Demostracién. Basta con aplicar la regla (derivable) (3-in) de 29° orden con el
predicado P := %1 --- % A(x1, ..., Xk):

FA(Xl,...,xk).<:>A(Xl,..,,xk)
FVx1 - - Vxg (A(Xl,...,Xk) <~ A(Xl,...,Xk))
(3-in con Y:=P)
F3Y Vxp .- - Vxg (Y(Xl,..‘,Xk) <~ A(X]_,...,Xk)) O

@ Intuicién: Esquema de comprensiéon = «eslabén perdido»
entre las légicas de 1°" y de 29° orden (véase mas adelante)
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La légica de 29° orden como teoria de 1°" orden (1/4)

e Observacién. Sintacticamente, el lenguaje de la légica de 29°
orden es un lenguaje de 1°" orden con multiples tipos:

e Un tipo ¢ de los individuos (con las variables x, y, z, etc.)

o Para cada k > 0, un tipo ok de las relaciones de aridad k
= conjuntos de k-uplas
(con las variables X, Y, Z, etc.)

o Formalmente, dicho lenguaje viene con:

o Varios simbolos de funcién de tipo X — ¢ (definidos en V)
o Ningin simbolo de funcién de tipo --- — o
= Los Gnicos términos de tipo ok son las variables (X, Y, Z, etc.)

o Para cada k > 0, un simbolo de predicado @ de tipo o x ¢
Notacion:  X(t1,...,t) = Ou(X, t1,..., t)

e ; Cual es la diferencia entre la légica de 29° orden y
la [6gica de 1°" orden basada en el lenguaje anterior ?
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La légica de 29° orden como teoria de 1°" orden (2/4)

@ Como siempre en légica de 1°" orden con miltiples tipos,
el lenguaje de férmulas inducido por el vocabulario anterior
introduce cuantificaciones (V y 3) para cada tipo:

Férmulas A B = X t,....tx) | T | L
| AAB | AVB | A=B
|

VxA | 3xA | VXA | 3IXA

cuant. de tipo ¢ cuant. de tipo o (k > 0)

Recordatorio: Los Gnicos términos de tipo ok son las variables (X, Y, Z, etc.)

o Correspondientes reglas para las cuantificaciones universales:

TEA L ervin) r-VxA
FFVxA M= Alx = u]
TEA | xervir) _PEWEA v
FrEVvXA = A[X:=Y]

Pues los Gnicos términos de tipo o son las variables (X, Y, Z, etc.)
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La légica de 29° orden como teoria de 1" orden (3/4)

o La diferencia entre la l6gica de 1°" orden (basada en los tipos ¢ y o) Y
la légica de 29° orden yace en las reglas (V-el) de tipo o:

Regla (V-el) de 1°" orden Regla (V-el) de 29° orden
_TEVXA oy _TEVXA G xmip
MEAX :=Y] I A[X = P]

+ diferencia analoga en las reglas (3-in) de tipo o

1°" orden:  Sélo se puede sustituir X : ok por otra variable Y : o

29 orden:  Se puede sustituir X : ok por cualquier P := %1 --- X Ao

o Eslabén perdido: Se puede simular la regla de eliminacién de 29°
orden «X := P» mediante el axioma de comprension:

Y Vxy - - Vxk (Y(Xl,...,Xk) 54 P(X17...,Xk))



In. F ala Church Tipos F ala Curry Norm. fuerte Sistema NJ2 Sistema HA2 Elim. de cortes
00 000000000000 OOO000O000 OO0OO0O0O0000 0000000000000 000000000000 000e® OOO000000 000000000000

La légica de 29° orden como teoria de 1°" orden (4/4)

Teorema (La légica de 29° orden como teoria de 1°" orden)

Para toda férmula A, los siguientes enunciados son equivalentes:
© A es derivable en légica de 29° orden (sin axiomas)

@ A es derivable en la teoria de 1°" orden (con tipos ¢ y ok, k > 0)
cuyos axiomas son todos los axiomas de comprensién

Y Vxq - - - Vi (Y(Xl,...,Xk) & A(Xl,...,xk))

Demostracion. Ejercicio.

o Para resumir:

Légica de 2%° orden = Légica de 1° orden +
esquema de comprension

@ A partir de esta caracterizacién (al 1°" orden) se deduce la nocién correcta
(y completa) de modelo de la légica de 2° orden (Ejercicio)



© Introduccion

© Sistema F en el estilo de Church

© Tipos de datos en el sistema F

@ Sistema F en el estilo de Curry

© El teorema de normalizacion fuerte

@ Logica de 29° orden: sistema NJ2

@ Aritmética intuicionista de 29° orden: sistema HA2

© Eliminacion de cortes en HA2™
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Sintaxis de HA2™

e HA2 = Aritmética intuicionista de 29° orden
(Individuos = enteros naturales)

Definicién (Términos y férmulas de HA2)

Términos t,t' o= x | 0 | s(t) | pred(t) | t+u | txu
X(t,....ts) | A=B | YxA | ¥XA

Férmulas A, B

@ Relacién de reduccion t = t’ definida por las 6 reglas:

pred(0) > O t+0 > t tx0 > 0
pred(s(t)) > t t+s(u) = s(t+u) txs(u) = (txu)+t J

+ clausura contextual

@ Relacién de reduccion A = A’ sélo inducida por t = t/

(Por razones técnicas, no se considera aqui ningin predicado «null»)
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Reglas de deduccién de HA2

Reglas de deduccion del sistema NJ2:

ﬂ si A/~Acl
INAFB I'FA=B A
I'FA=B =B
TEA x¢FV(I) FEYxA A’ Alx:=u]
FEVxA r=A
_TEA X¢FV(T) TEVXA A A[X:=P]
Fr’EVXA = A

Axiomas especificos de HA2:
@ Axioma de no confusién: Vx(s(x) =0= 1)

o Axioma de induccién: Vx(x € IN), o de modo equivalente:

VZ(0eZ=Vy(yeZ=s(y)eZ)=x(x e Z))
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Eliminacién del axioma de induccion (1/2)

En l6gica de 2d° orden, no se necesita el axioma de induccién. En efecto:

@ El conjunto IN de los enteros naturales es definible:

N :={x:VZ(0eZ=Vy(yeZ=s(y)eZ)=xeZ)} J

@ Se puede trabajar con cuantificaciones de 1" orden relativizadas a IN:
(VxelN)A(x) = Vx(xeN= A(x))

(FxeN)A(x) = VZ(Vx(xeIN= A(x)=2Z) = 2Z)
< Ix(x € NAA(x))

Lema (Induccién relativizada)

El axioma de induccién relativizado a IN es derivable en el sistema NJ2:

VZ(0eZ= (VwelN)(y e Z=s(y) e Z) = (VxelN)(x € Z))

Demostracion. Ejercicio.
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Eliminacién del axioma de induccion (2/2)

e Formalmente, se define la operacién de relativizacion A — AN por:

X(t,...,ta))N = X(t1,...,tn)
A=B" = A= B"
(Vx AN = ¥x(x e IN= AY)
(vx AN = vx AW
@ Escribiendo HA2™ := HA2 — Induccién, se demuestra que:

Teorema (Simulacién de HA2 en HA27)

Para toda férmula cerrada A: HA2 - A sii HA2™ AN

Demostracion. Ejercicio.

@ En lo siguiente, trabajaremos en el sistema HA2™ donde el axioma
de no confusién esta expresado con la regla:

MEs(t)=0 J

A donde s(t) =0 := VZ(Z(s(t)) = Z(0))
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La nocién de corte (1/2)

@ Recordatorio: corte = trozo de derivacién formado por una
introduccién de cierta construccén inmediatamente seguida por
una eliminacién de la misma construccién

El sistema HA2™ sélo tiene tres formas de corte:

o Corte de implicacién:

D d s
LA+ B L - r-A
ITHFA=1B A D dlax(A):=d']

N8B M-8
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La nocién de corte

o Corte de V de 1°" orden:

. d

rEA .
FEvxA
Tra

o Corte de V de 2% orden::

¥
reA

— 2 (v%in)

[EVXA

~

(2/2)

(con A" = Alx :=u])

d[x:=u]
IE Alx = u]

FEA (Conv)

(con A= A[X :=P], X =1{P)

L d[x:=P]
[ AX = P

TCA (Conv)
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Cortes derivados

Las codificaciones de A, V, 3, etc. permiten derivar los otros cortes:

o Cortes de conjuncioén:

D da

rFA 1EB _
FTEFAAB () o a
r-A ~ TFA (+ corte simétrico con (A-el2))
o Cortes de disyuncion:
-
A i D d D d reA
r-AvBe " T,A-C TI,B-C o © d fax(A)=d]
r-c s TEC

(4 corte simétrico con (V-inz))

o Cortes de 3 (1°" y 2% orden): Ejercicio
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Eliminacién de cortes

Teorema (Eliminacion de los cortes) [Girard '70]

El sistema formado por las 3 reglas de reduccién anteriores es
fuertemente normalizante, en el sentido de que no existe ninguna
sucesion infinita de reducciones (entre derivaciones de un mismo secuente):

Aldy ~ di ~ do ~ o v odi wdip v ce)

Demostraciéon. Préxima seccién.

Corolario (Derivaciones sin cortes + consistencia)

@ Todo secuente derivable en HA2™ tiene una derivacién sin cortes
© Elsecuente F L (con L:=VZ2Z) no es derivable en HA2™

© Silaformula t=u (definida como VZ (Z(t) = Z(u))) es derivable
sin contexto en el sistema HA2™, entonces t = u

Demostracion. Ejercicio.



© Introduccion

© Sistema F en el estilo de Church

© Tipos de datos en el sistema F

@ Sistema F en el estilo de Curry

© El teorema de normalizacion fuerte

@ Logica de 29° orden: sistema NJ2

@ Aritmética intuicionista de 29° orden: sistema HA2

© Eliminacisn de cortes en HA2™
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Arquitectura de la demostracion

Idea: Deducir el teorema de eliminacién de cortes para el sistema
HA2™ del teorema de normalizacién fuerte para el sistema F

@ Definir traducciones:

HA2~ Systema F
formula A —  tipo A*
(contexto légico +—  contexto de tipado)

derivacién d de A término d* : A*

I

@ Verificar que cada reduccién de corte (en HA27) corresponde a uno
o multiples pasos de reduccién (en el sistema F)

© Normalizacién fuerte (F) = Eliminacién de cortes (HA27)

Para ello, se trabaja en un sistema F «inconsistente», enriquecido con
una constante Q : Va.o« (Esto no afecta la propiedad de norm. fuerte)
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Traduccién de las férmulas de HA2™ (1/2)

@ A cada variable de 29° orden X se asocia una variable de tipo ax

@ Se traduce cada férmula A de HA2™ en un tipo A* del sistema F:

(X(t1,-..,tn))* = ax
(A= B)* = A* - B*

(Vx A = A*
(VX A)* = Vax.A*

@ Obs.: Todas las construcciones de 1°" orden desaparecen

Proposicién (Sustitutividad y conversion)

Q@ (Alx:=u])* = A*
Q@ (A[X :=P])* = A*lax := B*] (siP=%1---X B)
© Si A=A, entonces A* = A"

Demostracion. Ejercicio.
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Traduccién de las férmulas de HA2™ (2/2)

@ Test: traduccién de las férmulas definidas:

(AANB)* = A*x B* (producto cartesiano del sistema F)
(A V B)* = A"+ B* (suma directa)

(t=u)* (VX (X(t) = X(v)))* = Vax.ax — ax

Unit

= Pruebas de igualdad sin contenido computacional

@ Traduccién de los contextos: Cada contexto l6gico

r = A, ..., A
esta traducido como un contexto de tipado del sistema F
" = &:A], ..., & A

asociando a cada hipétesis A; una variable &; : A}
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Traduccién de las derivaciones (1/4)

Definicion (Traduccion d — d*)

A cada derivacién d: (' A) en el sistema HA2™ se asocia un término
d* del sistema F tal que FV/(d*) C {&1,...,&,}, donde &, ...,&, son
las variables asociadas a las hipétesis en T.

Formalmente:

o Regla axioma: (con A2 AeT)

(FI—A’ (ax)> = ¢

donde ¢ es la variable asociada a la hipétesis A en el contexto I’

@ No confusién:
td )
F-s(t)=0| = Q (Unit— A*) d*
TFA
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Traduccién de las derivaciones (2/4)

Definicion (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de =:

L d *
A+ B _ = A\ AF L
rFAsB O™

donde £ es la variable asociada a la hipétesis A en el contexto I', A

o Eliminaciéon de =:

L d L d
\ ) P
FI—A?FBB CEA oy =€

Obs.: Los cortes de = se traducen en redexes de 1™ forma
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Traduccién de las derivaciones (3/4)

Definicién (Traduccién d — d*, continuacién)

@ Introduccién de V de 1¢" orden: (con x ¢ FV(I))
PN
[EA opgyll = GEsAGie
M-VvxA
e Eliminacién de V de 1°" orden: (con A" = A[x :=t])
YRR
[EWxA | =4
rEA

Obs.: Se inserta una identidad «trucha» en la traduccién de la regla (¥'-in)
para que los cortes de V de 1°" orden se traduzcan en redexes (de 1™ forma)
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Traduccién de las derivaciones (4/4)

Definicion (Traduccion d — d*, fin)

o Introduccién de V de 2% orden: (con X & FV(IN))
L d ’
TrEA .. = day.d*
rrvxa ™
o Eliminacién de V de 29° orden: (con A" = Alx := P])
vy
A .| =dB
rrA
donde P=%;---%X B

Obs.: Los cortes de V de 2%° orden se traducen en redexes de 2% forma
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Eliminaciéon de los cortes en el sistema HA2™

Proposicién (Propiedades de la traduccién d +— d*)

© Invariante de tipado

Para toda derivacién d: (Ay,..., A, F B) (sistema HA27)
tenemos que &1 AL G AL dY s BY (sistema F)
donde &1, ...,&, son las variables asociadas a las hipétesis Ag, ..., Ap

@ Invariante de reduccién

Toda reduccién de corte d ~> d’ en el sistema HA2™ se traduce
en un paso de reduccién d* = d’* en el sistema F

Demostracion. Ejercicio.

Combinando el resultado anterior con el teorema de normalizacién fuerte
para el sistema F, se concluye inmediatamente que la reduccién de los
cortes es fuertemente normalizante en el sistema HA2™ O
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Traduccién de los enteros naturales

@ Problema: La traduccién borra todos los términos de primer orden
= jAddnde se fueron los enteros naturales?

o Respuesta: Para utilizar el principio de induccién, se necesita
relativizar las cuantificaciones de 1¢" orden con el predicado

N(x) = VZ(0eZ=Vy(yecZ=5s(y)eZ)=x¢€2) )

cuya traduccién en el sistema F es el tipo
(N(x))* = Vaz.(az = (az —az)—az) = Nat

Lema (Traduccion de los enteros naturales)

Para cada término de la forma s"(0) (entero concreto)
© La férmula s"(0) € IN tiene una Gnica derivacién sin cortes en HA2™ ...

© ... cuya traduccidn en el sistema F es el entero de Church n




In. F ala Church Tipos F ala Curry Norm. fuerte Sistema NJ2 Sistema HA2 Elim. de cortes
00 000000000000 OOO0O00O000 OOO0OO000000 0000000000000 ODOO0OV0O0O0000000000 OO0000000 000000000080

Extraccién de programas

Proposicion (Extraccion de programas en el sistema F)

Cada funcién cuya existencia es derivable en HA2™ es definible en el
sistema F por un término de tipo Nat — Nat

Demostracion. Sea una derivacién d (en HA27) de una férmula de la forma
Vx (x € IN= 3y (y € INAA(x,y)))
Traduciendo la derivacién d en el sistema F, se obtiene un término
d* : Nat—Va.(Natx A* - a) =«
(usando la codificacién de 3 al 29° orden), de tal modo que el término

Ax:Nat.d*x Nat fst : Nat — Nat

(donde fst : Nat x A* — Nat es la primera proyeccién) calcule la funcién deseada [
”

Obs.: Estamos trampeando un poco, pues el calculo del término d* podria ser
bloqueado por la constante inerte Q. Dos opciones para arreglar el argumento:

© Demostrar que Q nunca bloquea el célculo de d*

© Definir una traduccién modificada que no necesita Q [ef Proofs and Types]
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Teorema de representacion

Mas generalmente:
Proposicién (Extraccién de programas en el sistema F)

Si d es una derivacién de F (VX€IN)(Jy €IN) A(X,y) (en el sistema HA27),
entonces el término

F := Mxa,...,x:Nat.d*x---xc Nat fst : Nat® — Nat (sistema F)

calcula una funcién tal que + A(A, F(A)) para todo @ = (n,...,nx) € IN

Teorema de representacion

Las funciones cuya existencia es demostrable en HA2™ son exactamente
las funciones definibles en el sistema F

A\

Demostracion. Parte directa (existencia en HA2™ = definible en el sistema F):
cf proposicién anterior.

Parte reciproca (definible en el sistema F = existencia en HA27): codificacién de los
términos del sistema F y de la reduccién en HA2™ (ejercicio muy técnico). O

Conclusion: Sistema F = lenguaje de programacién de HA2
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