Facurtap DE CIENCIAS — CORRESPONDENCIA PRUEBAS-PROGRAMAS — PRIMER SEMESTRE DE 2021

Practico 4: Calculo lambda y légica combinatoria

Ejercicio 1 (Enteros de Church). Se recuerda que los enteros de Church estan definidos por

= Afx. fGo(f X)) (n € IN)

———
n

Usando la codificaciéon de Church:
(1) Implementar una funcién ifz tal que
ifzﬁinlxy.x y ifzr_l—*nlxy.y (paratodon > 1).

(2) Implementar las funciones n — n + 1 (sucesor) (n,m) — n + m (suma), (n,m) — nm
(producto), (n, m) — n™ (potencia).
(Cuantos pasos de reduccion necesita el calculo de n + 1, de n + m, de nm?

(3) Implementar las funciones n — n = 1 (predecesor) y (n,m) — n — m (resta truncada).
(Cudntos pasos de reduccion necesita el calculode n ~ 1?

(4) Dar dos implementaciones de la funcién n — n! (factorial): una con combinador de punto
fijo, y otra sin combinador de punto fijo. ;Cudl es la més eficiente?

(5) Implementar la funcién de Ackermann, con y luego sin combinador de punto fijo.

Ejercicio 2 (Enteros de Scott). Otra codificacion estandar de los enteros naturales en el cdlculo
lambda esta dada por los enteros de Scott, definidos por:

A —

0:= Axy.x y n+1 := Axy.yn (n €IN)

Mismas preguntas (1), (2), (3) y (4) que para el ejercicio anterior, usando la codificacion de
Scott en lugar de la de Church. Se comparardn las implementaciones.

Légica combinatoria Los términos de la l6gica combinatoria estan definidos por:
TERMINOS POR = x| K | S | PO

Se escribe CL al conjunto de los términos de la 16gica combinatoria, también llamados com-
binadores. Como en el célculo lambda, se considera que la aplicacién P Q es asociativa por la
izquierda, y las notaciones FV(P) (conjunto de variables libres) y P[x := Q] (sustitucién) estan
definidas del modo usual!. El conjunto CL de los términos est4 equipado con la relacién de
reduccién P — P’ definida como la clausura contextual de las dos reglas

KPQ — P
SPOR — PR(QR)

(La relacién — es obviamente compatible y sustitutiva.)

Pregunta inicial: ;A cudles términos lambda correspondrian los combinadores Ky S?

Pero sin problemas de a-conversion, debido a la ausencia de simbolo ligador.



Ejercicio 3 (Ejemplos de combinadores).

(1) Escribiendo I := SKK, verificar que I P 5P para todo P € CL.
(2) Definir combinadores B, C y W tales que

BPQR 5 P(OR)
CPOR 5 PRQ
WPQO 5 PQO

para todos P, Q,R € CL.

(3) Definir un combinador A tal que A P 5Spp para todo P € CL. Deducir que AA 5 AA.
(4) Definir un combinador Y tal que Y P = P (Y P) para todo P € CL.

Ejercicio 4 (Abstracciéon). En légica combinatoria, la operacion (x, P) — A*x. P de abstrac-
cion estd definida por induccién sobre P mediante las siguientes ecuaciones:

Ax.x =1
A'x.P = KP (six ¢ FV(P))
A'x.PQO = SA'x.P)(1*x.0)
(1) Verificar que FV(1*x. P) = FV(P) \ {x} para todo P € CL.
(2) Demostrar que (1*x. P) Q 5 P[x := Q] para todos P, Q € CL.

Ejercicio 5 (Confluencia). Se define inductivamente la relacién de reduccion paralela P = P’
de la 16gica combinatoria por las 4 reglas:

P=P P=P 0=0 R>FK P=PrP O0=0
P=P KPQ = P SPOR = PR (Q'R) PO = PO

(1) Verificar que: (=) C(=)C (—*>).
(2) Demostrar que = cumple la propiedad del diamante.

(3) Deducir que — es confluente.

Ejercicio 6 (Traducciones). Se consideran las traducciones M +— M’ (del calculo lambda a
la 16gica combinatoria) y P — P* (de la l6gica combinatoria al cdlculo lambda) definidas por:

A

XCL = x )C/l = X
(/UC.M)CL — /l*x.MCL I;/l i jllxy.x
(MN)CL .= MCLNCL = Axyz.xz(y2)
' (PQ) = P'Q!

(1) Demostrar que si P — P’ (¢ CL), entonces P* ;ﬁ Pt (eN).

(2) Dar ejemplos de términos M, M’ € A tales que M —5 M’ pero M & M’
(De donde viene el problema?

(3) Demostrar que (M“)* —*>ﬁ M para todo M € A.
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Ejercicio 7 (Bases del cdlculo lambda). Dado un conjunto X de términos lambda, se escribe X*
al minimo conjunto de términos lambda que contiene X y que estd cerrado por aplicacién. De
modo equivalente, el conjunto X* estd definido inductivamente por:

MeX MeXt NeX'
Me Xt MN € X*

Se dice que un conjunto X de términos lambda cerrados es una base (del cilculo lambda)
cuando todo término lambda cerrado es B-equivalente a un elemento de X*, es decir:

X base sii XCAy ANVMeAy, IM €X', M= M.

En lo siguiente, se escriben K:=K'=Axy.x y S:=8'= Axyz. xz(y2).

(1) Demostrar que el conjunto {K, S} es una base del cdlculo lambda.

(2) Escribiendo B := Axyz.x(yz), C := Axyz.xzy, K := Axy.x y W = Axy.xyy,
demostrar que el conjunto {B, C, K, W} es una base del cdlculo lambda.

(3) Escribiendo X = Az.zKSK, demostrar que {X} es una base del cdlculo lambda.

Se dice que un término lambda es lineal cuando cada variable ligada por un A tiene exactamente
una ocurrencia libre en el cuerpo de su abstraccién ligante. Formalmente:

m Toda variable x es un término lineal.

= Una abstraccion Ax. M es un término lineal si y s6lo si:
(i) su cuerpo M es un término lineal y (i7) x tiene una Unica ocurrencia libre en M.

= Una aplicacion MN es lineal siy s6lo si M 'y N lo son.

(4) Demostrar que el conjunto {I, B, C} es una base del calculo lambda lineal.



