Facurtap DE CIENCIAS — CORRESPONDENCIA PRUEBAS-PROGRAMAS — PRIMER SEMESTRE DE 2021

Practico 5: Calculo lambda simplemente tipado

Ejercicio 1 (Booleanos). En este ejercicio, se supone que el dlgebra de tipos del cdlculo lambda
simplemente tipado contiene un unico tipo de base, escrito @. Para todo tipo A, se definen:

Booly, = A—>A—> A
true, := Ax,y:A.x : Booly
false, = Ax,y:A.y : Booly
ify, = Ab:Booly.Ax,y:A.bxy : Booly - A—->A—>A

(1) Demostrar que true, y false, son los unicos términos cerrados y en forma S-normal
de tipo Bool,. ;Se puede generalizar el resultado a un tipo A cualquiera?

(2) Construir para cada tipo A un término if), : Bool, > A - A — A tal que:

if, true, MN Sz M

) « (para todos M, N : A)
if) false, M N —4, N

(3) Construir para cada tipo A dos términos C, : Bool, — Bool, y C) : Bool, — Bool,
tales que: . .
C4 true, —p, truey C), true, —p true,

C, false, —*>ﬂ,7 falsey C), false, —*>ﬁ false,

(4) Mostrar que se pueden construir los dos términos C, : Bool, — Bool, y C, : Booly —
Bool, del item anterior de tal modo que

C oCy = Aby:Bool,.C,(Caby) —p Isoo, -

Ejercicio 2 (Enteros de Church). Para todo tipo A y para todo n € IN, se definen:

NatA

np

A-A) oA A

Af:A—> A Ax:A. fG--(fx)--) : Naty

(1) Dado un tipo de base a, demostrar que los tinicos términos cerrados y en forma S-normal
de tipo Nat, son los enteros de Church n, (n € IN), mas un término cerrado N, : Nat,
que se determinara. ;A qué nimero corresponde el término N,? ;Como cambiar las de-
finiciones para excluir este caso patologico?

(2) Construir términos plus,,mult, : Nat, — Nat, — Nat, tales que:

lus, 7iamm, — +
plus,nymy = (n+m), (para todos n,m € IN)

multy ng miy i>ﬁ (nm),

(3) Construir un término ifzero : Nat, — Naty, — Naty, — Nat, tal que:

Pay sin=0
Py StH (para todos n, p, g € IN)

1fZero nia D, G, —
AlaPada 78 {Z]A sin#0
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Se llaman polinomios extendidos a las funciones de tipo IN — IN generadas por la suma, el
producto y la funcién ifzero.

(4) Definir formalmente la nocién de polinomio extendido (para todo k > 1).

(5) Deducir de lo anterior que todos los polinomios extendidos son representables en el
célculo lambda simplemente tipado (con el tipo Nat,).

Se puede demostrar [Schwichtenberg 1975] que los polinomios extendidos son las tnicas fun-
ciones representables en el cdlculo lambda simplemente tipado con el tipo Nat, (donde « es
un tipo de base fijado). Sin embargo, se pueden representar mas funciones, autorizando tipos
distintos para los argumentos y el resultado (funciones de tipo Nat4, — --- — Nat,, — Natp).

(6) (Qué funcidn representa el siguiente término?

M = An: NatA_,A Am: NatA .nm . NatA_>A - NatA - NatA

Prueba de normalizaciéon Una presentacion alternativa del cdlculo lambda simplemente ti-
pado consiste en usar variables tipadas (notacién: x4, y&, z€, etc.) cuyo nombre lleva un tipo,
lo que permite abandonar los contextos de tipado. En este marco, los términos (tipados) estdn
definidos simultdneamente con la relacion de tipado mediante las 3 reglas:

M : B M:A—-B N:B
A XA M:A—> B MN : B

En los siguientes ejercicios, solo se consideran términos formados por estas reglas.

Ejercicio 3 (Normalizacién por grado). Se define el grado d(A) de un tipo A por:
dla) ;=0 y d(A - B) := 1 +max(d(A),d(B)).

El grado de una redex R = (Ax* . M)N (con M : B) es el grado del tipo A — B. El grado de un
término M es el méximo grado de una redex que ocurre en M (0 —1 si M estd en forma normal).

(1) Demostrar que todo término M de grado dy, > 0 contiene una redex R = (Ax* . M’)N’ de
grado d), tal que todas las redexes adentro de M’ y de N’ tienen un grado menor a dy.

(2) Demostrar que si R es tal redex en M, entonces la contracciéon de R adentro de M sélo
puede generar redexes de grado menor a d.

(3) Deducir de lo anterior que todo término M (tipado) tiene una forma normal, asi como un
algoritmo de normalizacion.



