Facurtap DE CIENCIAS — CORRESPONDENCIA PRUEBAS-PROGRAMAS — PRIMER SEMESTRE DE 2021

Practico 6: Sistema F y Aritmética de segundo orden

Programacion en el sistema F  Se recuerda que en el sistema F, los tipos Bool, Nat, A X By
A + B estan definidos por:

Bool = Vy.y ->vy—>vy

Nat := Vy.y =@y —=v—vy
AXB = VY. (A—>B—-vy)—>y
A+B = VY. A—->vy) > (B-vy) -y

Ademads, se usan las abreviaturas (aqui en el estilo de Church):

true := Ay.Ax,y:y.x : Bool
false := Ay.Ax,y:y.y : Bool
n = Ay.Ax:y. Af:y—->vy.fC¢--(fx)---) : Nat
—_—
(M, My))?8B .= /1’}/./1f2A—>B—>)/.fM1nM2 : AXB
UB(My) = Ay Af:tA—>y.Ag:B>y.fM, : A+B
UHB(My) = Ay Af:A—>y.Ag:B—>y.gM, : A+B

paratodosne N, M, : Ay M, : B.

Ejercicio 1 (Los tipos Bool y Nat).
(1) Implementar (en el sistema F a la Church) las siguientes funciones:

not : Bool — Bool
and : Bool — Bool — Bool
or : Bool — Bool — Bool

(negacidn booleana)
(conjuncién booleana)
(disyuncion booleana)

Se dardn dos implementaciones distintas (en forma normal) de cada funcidn.
(2) Implementar (en el sistema F a la Church) las siguientes funciones:

succ : Nat — Nat (sucesor)
plus Nat — Nat — Nat (adicion)
mult Nat — Nat — Nat (multiplicacién)
pow Nat — Nat — Nat (potencia)
ack Nat — Nat — Nat (funcién de Ackermann)

Se dardn dos implementaciones distintas (en forma normal) de plus, mult y pow.

(3) Implementar (en el sistema F a la Church) una funcién

rec : Ya.a —» (Nat » @ » @) - Nat - «

tal que

recAMMaA = M n-1)M (n=2)(--(M' OM)---))

para todo tipo A, para todos términos M : A, M’ : Nat - A — A y para todo n € IN.
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(4) Deducir de lo anterior una implementacién de la funcion predecesor
pred : Nat — Nat.
Ejercicio 2 (Los tipos A X B,A+ By da. B).

(1) Verificar que si los términos M, : Ay M, : B son en forma normal, entonces los términos
(M, Mx)™B - Ax B, t*B(M)): A+ By 4*3(M,) : A+ B también lo son.
(2) Implementar funciones pair : Va,f.a > - aXxp
fst : Va,f.axXf -«
snd : Va,B.aXp—p

tales que pairABM, M, >* (M, M,)**B
fstAB(M,, M8 >* M,
sndA B{(M,, M))*8  >* M,
para todos tipos A, B y para todos términos M, : Ay M, : B.
(3) Implementar funciones in; : Va,B.a—> a+p
in, : Va,B.0—- a+p
case : Va,B,y.(a—>y) > B—-y) ma+B—-vy
tales que infABM, >* J*B(M))
innABM, >* L124+B(M2)
case ABC M| M, /*B(M,) > M| M,
case ABC M| My 4™ (My) > M) M,
para todos tipos A, B, C y para todos M, : A, M, : B,M] :A—>CyM,:B— C.
(4) Sea B = B(a) un tipo que depende (posiblemente) de la variable @. Por analogia con las
definiciones anteriores, definir un «tipo existencial» da . B(a) con términos
ex_introp : Vay.B(ap) — da.B(a)
ex_elimg : Vy.(da.B(@) - Va.Bl@) »vy) >y

tales que ex_elimg C (ex_introg AM)M’' > M’ A M paratodos tipos A, C y para
todos términos M : B(A)y M’ : Va . B(a) — C.

Ejercicio 3 (Los intrusos de tipos A X By A + B).
(1) Usando el lema de inversion, demostrar que los tnicos términos cerrados y en forma
normal de tipo Bool son true y false.
(2) Usando el lema de inversion, demostrar que los tnicos términos cerrados y en forma
normal de tipo Nat son los enteros de Church n (n € IN).

A partir de ahora, el objetivo del ejercicio es construir términos cerrados y en forma normal de
tipo A X B (resp. de tipo A + B) que no son de la forma (M;, M,)Y**® (resp. que no son de la
forma ¢} *#(M) 0 15+5(M,)) — los «intrusos». Para ello, se definen

1 = Vy.y—>vy
id = Ay.Ax:y.x : 1
OA = Vy.(A—-vy)—>vy
(MY = Ay Af:A—>vy.fM : OA

para todo tipo A y para todo término M : A. Intuitivamente, el tipo CJA es una conjuncién unaria
(o una disyuncién unaria), mientras (M)™4 es la correspondiente 1-upla.
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(3) Implementar funciones box : Va.a — Oa
unbox : VYo.Oo — «a
tales que box AM >* (M)
unbox A (M)A >* M
paratodos Ay M : A. Dado N : OA, ;se tiene que box A (unbox AN) = N ?

(4) Dados Ay = Y¥6.0—1
A = Aj—1
N = Ay Af:A->y.f(Ax:Ag.xy (f (Ay:A.id)))

verificar que el término N estd cerrado, en forma normal y de tipo OA, aunque no sea de
la forma (M)™ para ningtin término M : AW,

(5) Usando el contraejemplo anterior, construir tipos A, B asi como un término M : A X B
cerrado y en forma normal que no es de la forma (M, M,)**5.

(6) Construir un contraegjemplo similar de tipo A + B.

Demostraciones en légica intuicionista de segundo orden En esta seccion, se trabaja en el
lenguaje de la 16gica minima de segundo orden

Foérmulas AB == X(t,...,t) | A=>B | VxA | VXA

con un lenguaje .Z de términos de primer orden cualquiera, usando las abreviaturas:

T = VZ(Z>2) (Obviedad)

1L = VZZ (Absurdidad)

A = A> L (Negacion)
AANB = YVZ(A=>B>2)=12) (Conjuncion)
AVB = VZ(A=>2)=>B=>2)=2) (Disyuncién)
dxAx) = YVZMVx(A(x) > 2Z2) > 27) (4, primer orden)
AXAX) = VZVXAX)=2)=2) (3, segundo orden)
t=u = YZ(Z(1) = Z(n)) (Igualdad de Leibniz)

Ejercicio 4 (Reglas derivables). Usando la regla admisible de debilitamiento como si fuera una
regla primitiva, derivar las siguientes reglas:

I'rA I'tB I'tAAB I'tAAB
I'+AAB I'T I'+A I'+B
F'rA I'+B I'rAvB TLA+rC TI,B+C T 1L
I'tAVB I'trAVB I'tC I'rA
I'F Alx := u] I'tdxA T,A+B v
TrdxA T+ B S AREVLE)
' A[X := P] I'rdXA T',A+B
W si iX=HP LB si X¢FV(T,B)
I'rt=u T'FA[x:=1]
I'ret=t I'FAlx :=u]

Verificar que los correspondientes cortes se reducen del modo usual.
(MVéase tesis de doctorado de Christine Paulin-Mohring (p. 118-119), U. Paris 7, 1989.
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Ejercicio 5 (Sustitutividad de la igualdad extensional). En l6gica de segundo orden, se define
la igualdad extensional P = Q entre dos predicados Py Q de misma aridad k por:

P:Q = Vxl---ka(P(xl,...,xk)<:>Q(xl,...,xk)).

(1) Dados predicados P, Q y una variable de segundo orden X de misma aridad k, construir
para cada férmula A una derivacion del secuente

P=0 r A[X:= Pl & A[X := O]

en el sistema NJ2. Se construird la derivacién por induccién sobre A.

(2) Deducir que la igualdad extensional P = Q es sustitutiva en légica de segundo orden, en

el sentido de que la regla
I'rP=0Q T'FA[X:=P]

TrFA[X = 0]

es derivable. (Sin embargo, se observara que la derivacion depende de la féormula A.)

Observacion: El caracter sustitutivo de la igualdad extensional es una propiedad especifica
de la 16gica de segundo orden, que ya no se cumple en ldgica de orden mayor.

Demostraciones en aritmética intuicionista de segundo orden En esta seccidn, se trabaja
en el lenguaje de la aritmética de segundo orden, cuyos términos

Términos ttbu == x | 0 | s | predit) | t+u | tXu
estdn equipados con la relacion de reduccion convergente definida por las 6 reglas:

pred(0) > 0 t+0 >t tx0 >0
pred(s(t)) > t t+s(u) > s(t+u) tXs(u) > (tXu)+t

Se recuerda que el conjunto IN de los enteros de Dedekind es el predicado

N = £VYZ(Z0) = Yy ((Z©) = Z(sO))) = Z(x))

mientras el axioma de induccion es la formula Inp := Vx(x € IN). Se usa la abreviatura
(VxelN)A(x) := Vx(x € IN = A(x)) para notar la cuantificacion universal numérica, y se
considera mas generalmente la operacién de relativizacion A — AN definida por:
(X(l],...,tk))lN = X(ll,...,lk)
A= BN = AN = BN
VxAN = Vx(xeIN=AN)
VXAN = vxaAN

Ejercicio 6 (Eliminacién del axioma de induccién).

(1) Derivar en el sistema NJ2 (sin axiomas) la férmula:
VZ[Z(0) = (VyelN)(Z(y) = Z(s(y))) = (VxeN) Z(x)] .

Deducir que la férmula Ino™ es derivable en el sistema NJ2 (sin axiomas).
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(2) Derivar la equivalencia (AxA(x))N & Jx(x € IN A A(x)N) en el sistema NJ2.
(3) Derivar las siguientes formulas en el sistema NJ2 (sin axiomas):

0OelN

(Vxe€IN) s(x) € IN
(VxelIN)pred(x) € IN
(VxelN)(VyeIN) (x +y € IN)
(VxelN)(VyelIN) (x xy € IN)

(4) Demostrar que para todo término #(xy, ..., x;) con variables libres xi, ..., x, el secuente
x1€N,...,xxeINFt(x,...,x,) €N

es derivable en el sistema NJ2. Se construird la derivacién por induccién sobre .
(5) Demostrar (por induccion sobre la derivacion involucrada) que

[LINp Fnjp A implica  x; € N, ..., x € IN, TN 1y, AW

donde xi, ..., x; son las variables libres del secuente I' + A.
. Qué pasa cuando se traduce la regla (¥!-elim)?

(6) Deducir de lo anterior que para toda féormula cerrada A, se tiene que:
IND Fnp2 A sii FNg2 AIN .

Ejercicio 7 (Extraccion de programas). En este ejercicio, se considera la procedura de extrac-
cién de programas (del sistema NJ2 en el sistema F) definida por las traducciones:

X(t1, ... )" ax (VxA)
(A= B)* A* > B (VX A)

A*
Va’x.A* ()%1 )/(\ka)* = A"

(donde ay es la variable de tipo asociada a la variable de segundo orden X)

(FI-A)* = &a (conA’ =Ael)
d ) L d Ly
IA+B = Ay AN T'rA=>B TrA| =dd"
I'rA=B I'rB
Hd d Y
A =d F-VxA| =d (con A’ = A[x :=1])
I'VxA e A
L d d )
r+A = day.d [rVxA| = d P (con A’ = A[X := P])
T+ VXA TrA

(donde &4 : A” es la variable asociada a la hipdtesis A en el contexto considerado).

(1) Determinar el programa extraido a partir de la derivacion del Ejercicio 6 (1).

(2) Determinar los programas extraidos a partir de las derivaciones del Ejercicio 6 (3).
(Qué calculan estos programas?

(3) Determinar el programa extraido a partir de la derivacién del Ejercicio 6 (4) para cada
término #(xy, ..., x;) con variables libres xi, ..., x;. {Qué calcula este programa?



