
Janvier 2000 � Journées Franophones des Langages Appliatifs� JFLA00A�hage générique d'arbresà l'aide de la géométrie hyperboliqueAlexandre Miquel11: INRIA Roquenourt78153 Le Chesnay CEDEX, FraneAlexandre.Miquel�inria.frRésuméNous présentons ii un a�heur générique d'arbres utilisant des tehniques issues de lagéométrie hyperbolique. Paramétré par des strutures abstraites très générales, et a�heurérit en Objetive Caml traite des arbres de profondeur arbitraire (voir in�nis), d'une manièreindépendante du périphérique de sortie. En�n, e programme montre omment l'utilisation de lagéométrie hyperbolique permet de résoudre le problème de la répartition des noeuds dans l'espaed'a�hage disponible plus simplement et plus e�aement qu'ave la géométrie eulidienne.1. IntrodutionS'il est assez faile de représenter graphiquement de petits arbres (typiquement les arbres d'unedizaine de noeuds), le problème de la répartition des noeuds dans l'espae graphique devientrapidement ardu dès qu'il s'agit d'a�her in extenso de plus grosses arboresenes.Pourtant, e problème de représentation n'est pas anodin si l'on songe que de nombreuses struturesinformatiques se présentent naturellement sous une forme d'arbre. Il su�t de penser aux arboresenesde �hiers des disques durs modernes, qui omprennent des milliers de �hiers. Par ailleurs, sur le réseauInternet, l'ossature de la plupart des sites WEB est onstruite sur le modèle d'une arboresene (mêmesi les liens roisés entre les pages que es sites hébergent donnent à l'ensemble une struture de grapheenhevêtrée).Nous dérivons une appliation de la géométrique hyperbolique qui permet d'a�her (et denaviguer dans) des arboresenes bien plus volumineuses que elles que les tehniques lassiques � quitravaillent toutes en géométrie eulidienne � permettent de traiter atuellement.La méthode de représentation que nous exposons ii n'est pas nouvelle. Elle a déjà fait l'objet dereherhes au Palo Alto Researh Center (PARC) de Xerox [1℄. Depuis quelques années, la soiétéInxight Software ommerialise des outils de navigation dans les systèmes de �hiers ou les sites WEBbasés sur le même prinipe.Nous montrons que ette méthode de représentation des arbres, e�ae mais peu onnue, s'éritnaturellement dans un langage fontionnel (ii, en Objetive Caml [2, 3℄), et qu'elle met en valeurles apaités d'abstration de ette famille de langages (en partiulier, le système de modules et defonteurs d'Objetive Caml [3, 4, 5℄).Notre algorithme est très général, puisqu'il manipule n'importe quelle struture d'arbre àbranhement �ni, y ompris les arboresenes in�nies si le langage d'implémentation dispose duméanisme d'évaluation paresseuse. En e�et, grâe à une abstration très générale de la notion d'arbre,l'algorithme est apable non seulement de manipuler des arbres �nis ou rationnels représentés par destypes onrets, mais aussi des arbres paresseux in�nis non rationnels. Un bel exemple d'a�hage et1



Alexandre Miquelde navigation dans un arbre in�ni non rationnel est donné au paragraphe 4.2, puisque l'algorithmea�he l'arbre de tous les mots : le ditionnaire des ditionnaires.2. A�hage d'arbres en géométrie hyperboliqueL'algorithme que nous présentons trae les arbres dans le plan hyperbolique omplexe, en tirantparti des propriétés géométriques de et espae non eulidien pour répartir de manière e�ae lesnoeuds dans l'espae dont il dispose. Nous ommençons don par quelques rappels sur la géométriedu plan hyperbolique, en passant en revue les onepts et résultats élémentaires indispensablespour la ompréhension de l'algorithme. Toutefois, nous n'entrerons pas dans le détail de la théoriemathématique sous-jaente dont on trouvera un exposé approfondi dans [6℄.2.1. Le plan hyperbolique omplexeLa tortue LOGO revisitée Il est ommode d'introduire la géométrie du plan hyperboliqueomplexe en dérivant le omportement d'une tortue LOGO plaée dans et espae. Pour ela, ilest néessaire de dé�nir :1. la notion de point;2. la métrique de l'espae;3. la notion de diretion prise par la tortue;4. les déplaements et hangements de ap de la tortue.Le plan hyperbolique omplexe, noté B, est le disque unité ouvert du plan omplexe C onstituépar l'ensemble des nombres omplexes de module stritement inférieur à 1, soitB = fz 2 C ; jzj < 1g:Une diretion dans ette espae est représentée par un nombre omplexe unitaire, 'est-à-dire unélément de l'ensemble U dé�ni par U = fz 2 C ; jzj = 1g:Une tortue est don la donnée d'une position (un élément de B) et d'une diretion (un élément de U).On la représente en Caml par le type turtle dé�ni par :type oord = float * float ;;type turtle = {pos : oord ; (* with |pos| < 1 *)dir : oord (* with |dir| = 1 *)} ;;Notons que la tortue dé�nie ainsi est utilisée de manière purement fontionnelle, puisque les hampsde l'enregistrement qui la dérivent ne sont pas mutables.Métrique du plan hyperbolique La distane entre deux points a et b du plan hyperbolique estdé�nie par d(a; b) = ath ���� a� b1� �ab ���� ;où ath désigne la fontion artangente hyperbolique donnée parath(x) = 12 ln�1 + x1� x�:2



A�hage d'arbres en géométrie hyperboliqueRemarquons que lorsque l'un des deux points a ou b tend vers le bord du disque, la distane d(a; b) tendvers l'in�ni. Autrement dit, bien que le plan hyperbolique soit pour l'observateur un sous-ensemblede C borné, e même espae, vu par les yeux de la tortue, onstitue un espae in�ni.Insistons sur le fait que l'ensemble B peut être vu soit omme le disque unité de C muni de sastruture eulidienne (le point de vue de l'observateur), soit omme l'espae métrique (B; d) muni dela géométrie non-eulidienne que la distane d lui onfère (le point de vue de la tortue).Isométries positives du plan hyperbolique A�n d'être en mesure de dé�nir les modes dedéplaement de notre tortue hyperbolique, nous devons d'abord répertorier l'ensemble des isométriespositives du plan hyperbolique omplexe, 'est-à-dire les isométries (pour la distane d) préservantl'orientation. Celles-i sont engendrées par deux familles de transformations [6℄ :1. Les rotations ru, paramétrées par un nombre omplexe unitaire u 2 U , et dé�nies par :ru(z) = uz:2. Les �translations� ta, paramétrées par un point a 2 B, et dé�nies par :ta(z) = a+ z1 + �az �Notons que dans le plan hyperbolique omplexe, la notion de �translation� n'a que peu de rapportsave la translation usuelle des espaes eulidiens, bien qu'il soit ommode de reprendre le termepuisqu'il orrespondra au mouvement e�etué par notre tortue lorsqu'elle avane.Proposition 2.1 � L'ensemble des fontions de la forme ta Æ ru, lorsque a et u dérivent B etU respetivement, onstitue un groupe, qui est le groupe des transformations onformes de B danslui-même.(On trouvera une preuve de e résultat dans [7℄.)Rappelons qu'une transformation onforme est une transformation onservant les angles. Cetteproposition a son importane, ar elle signi�e que la notion d'angle est la même dans le planhyperbolique que dans le plan eulidien.Déplaement de la tortue Considérons dans un premier temps une tortue partant de l'origine àl'instant 0 dans la diretion du nombre 1. La position de ette tortue à l'instant t est donnée par(t) = th t = et � e�tet + e�t �(où th t désigne la tangente hyperbolique de t). Remarquons que (t) tend vers 1 lorsque t tend versl'in�ni, e qui signi�e que la tortue mettra un temps in�ni pour atteindre le bord du disque. Cettetrajetoire est une géodésique du plan hyperbolique, 'est-à-dire une ourbe minimisant la distaneparourue entre deux points quelonques de elui-i. Par ailleurs, ette géodésique orrespond à unmouvement retiligne uniforme de vitesse égale à 1 pour la tortue, puisque pour tous t1, t2 on ad�(t1); (t2)� = jt1 � t2j:Pour passer au as général et obtenir ainsi toutes les géodésiques du plan hyperbolique, il su�tde omposer ette trajetoire de référene ave les transformations du plan hyperbolique déritespréédemment. Soit don a un point de B et u 2 U une diretion. La trajetoire d'une tortue partantde a dans la diretion u est donnée para;u(t) = ta Æ ru Æ (t) = a+ u th t1 + �au th t �3



Alexandre MiquelDans le as général, la trajetoire de la tortue n'est pas retiligne du point de vue de l'observateur.Par onséquent, la diretion suivie par la tortue hange au ours de son déplaement, e qui néessitel'introdution d'une fontion Æa;u(t) donnant ette diretion à l'instant t. La fontion Æa;u est dé�nieomme étant la dérivée normalisée de la fontion a;u, soitÆa;u(t) = 0a;u(t)j0a;u(t)j = u+ a th t1 + �au th t �Nous pouvons maintenant dé�nir les fontions Caml de déplaement et de rotation de la tortue.La fontion de déplaement utilise les fontions a; u; t 7! a;u(t) et a; u; t 7! Æa;u(t) (notées gammaet delta en Caml) a�n de mettre à jour la position et la diretion de la tortue.Quant à la rotation d'un angle de d degrés, elle s'e�etue de la manière habituelle en multipliantle veteur de diretion de la tortue par le nombre omplexe eid�=180. Cette dernière utilise unefontion expi alulant l'exponentielle irulaire, un opérateur in�xe *& de multipliation des nombresomplexes, ainsi qu'une onstante pi_over_180 permettant le passage des degrés aux radians.Le ode Caml orrespondant à es fontions est le suivant :let advane turt step ={ pos = gamma turt.pos turt.dir step ;dir = delta turt.pos turt.dir step } ;;let turn_left turt deg ={ pos = turt.pos ;dir = turt.dir *& expi(deg *. pi_over_180) } ;;let turn_right turt deg ={ pos = turt.pos ;dir = turt.dir *& expi(-.deg *. pi_over_180) } ;;Notons qu'ii, on a fait �gurer deux fontions de rotation, une pour �tourner à gauhe� et l'autrepour �tourner à droite�, a�n de rester le plus près possible de l'esprit du LOGO.Droites du plan hyperbolique omplexe Par dé�nition, la trajetoire d'une tortue dessine unedemi-droite du plan hyperbolique omplexe, lorsque t dérit l'intervale [0;1[. Ainsi une droite duplan hyperbolique omplexe est-elle formée par la réunion des trajetoires de deux tortues partantd'un même point dans des diretions opposées. Les droites du plan hyperbolique omplexe sont alorsaratérisées par la proposition suivante [6℄ :Proposition 2.2 (Droites de B) � Les droites de B sont :1. les diamètres ouverts du disque unité omplexe;2. les traes sur le disque unité ouvert des erles othogonaux au erle unité.Notons qu'un diamètre du disque unité peut être vu omme un as partiulier d'ar de erleorthogonal au erle unité dont le rayon serait in�ni. Il est par ailleurs lair que es droites, en tantque géodésiques de B, sont invariantes par les transformations de B itées préédemment.Une géométrie non-eulidienne Il est intéressant de rappeler que, historiquement, la géométriehyperbolique a été introduite a�n de montrer l'indépendane de l'axiome d'Eulide (appelé égalementaxiome des parallèles) par rapport aux autres axiomes de la géométrie eulidienne.En e�et, la géométrie du plan hyperbolique B réfute l'axiome des parallèles puisque par un pointdonné de et espae, il passe une in�nité de droites parallèles à une droite donnée. Pour s'en onvainre,4



A�hage d'arbres en géométrie hyperbolique
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Fig. 1 � Les trajetoires de inq tortues dans B et les droites qu'elles dessinentil su�t d'observer la �gure 1 ou l'on a fait �gurer deux droites parallèles à la droite D, passant toutesles deux par un même point A. En revanhe, les autres axiomes de la géométrie eulidienne restentvéri�és.2.2. L'algorithme de répartition des noeudsL'algorithme de répartition des noeuds d'un arbre dans le plan hyperbolique omplexe repose surune propriété géométrique liée aux demi-plans de et espae. Comme dans le plan eulidien, haquedroite de B sépare et espae en deux zones disjointes, appelées demi-plans, ou enore demi-espaes.Une des propriétés élémentaires du plan eulidien est l'impossibilité de disposer dans et espaeplus de deux demi-plans sans que eux-i se renontrent. En revanhe, dans le plan hyperboliqueomplexe, il est tout à fait possible de disposer n demi-plans deux à deux disjoints, et ela quel quesoit l'entier n. Cette propriété qui est à la base de l'algorithme de répartition des noeuds est illustréedans la �gure 2 par le �paradoxe des n ditateurs�.Considérons à présent un arbre t ayant n �ls t1; : : : ; tn. On ommene d'abord par plaer la rainede t en un point quelonque a du plan hyperbolique omplexe. Pour plaer les raines de ses �ls, one�etue les étapes suivantes :1. On dispose n tortues au point a, que l'on oriente dans des diretions espaées de 360=n degrés,de façon à répartir régulièrement les diretions prises par les tortues autour du point de départ.2. On fait avaner les n tortues d'une ertaine distane d.3. Pour tout i = 1 : : : n, on dessine la raine de l'arbre ti au point ai où s'est arrêtée la i-ème tortue.On note alors ui la (nouvelle) diretion prise par ette tortue, et Ei le demi-espae qui lui faitfae, délimité par la droite passant par ai orthogonale à la trajetoire de la tortue.L'intérêt d'une telle onstrution vient de e que les demi-espaes Ei ainsi dé�nis sont deux à deuxdisjoints lorsque la distane d parourue par haune des n tortues est su�samment grande (voir�gure 2).Par onséquent, il est possible de répéter réursivement la même onstrution pour haun desarbres ti dans les demi-espaes Ei à partir des points ai, en modi�ant l'étape 1 de façon à prendreen ompte le fait que l'espae à partager est un demi-espae, et non plus le plan hyperboliqueomplexe tout entier. Conrètement, il su�t d'espaer les diretions prises par les ni tortues suivantes(orrespondant aux ni �ls de l'arbre ti) de 180=ni degrés, autour de la diretion ui. Une nouvelleitération de l'étape 3 pour l'arbre ti permet alors de onstruire ni espaes Ei;j (1 � j � ni), tous5



Alexandre Miquel

Fig. 2 � Le paradoxe des n ditateursDans un espae in�ni à deux dimensions, n ditateurs situés en un même point désirent separtager le monde de façon à régner haun sur un demi-espae. Pour e faire, ils se mettent enmarhe dans n diretions régulièrement espaées de 360=n degrés. Lorsqu'ils ont tous parouruune distane d, les n ditateurs s'arrêtent, et haun d'entre eux s'approprie le demi-espae enfae de lui (et dont la frontière est une droite imaginaire passant par ses deux pieds).

Dans le plan eulidien, ette méthode de partage mène rapidement à un on�it généralisé dèsque n � 3, puisque les zones que les ditateurs se sont attribuées ne sont pas deux à deuxdisjointes (�gure de gauhe, ave n = 3).En revanhe, dans le plan hyperbolique omplexe, quel que soit n, il existe une distane d àpartir de laquelle les demi-espaes attribués aux ditateurs sont deux à deux disjoints (�gurede droite, ave n = 5).
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A�hage d'arbres en géométrie hyperboliqueinlus dans le demi-espae Ei, et ainsi de suite.Bien entendu, le bon fontionnement de l'algorithme dépend de la distane d hoisie. Si ettedistane est trop ourte, les demi-espaes Ei ne sont pas deux à deux disjoints (on est alors ramenéà une situation prohe de elle du plan eulidien). Si en revanhe ette distane est trop grande, lesdemi-espaes Ei risquent d'être trop espaés, et la représentation de l'arbre trop lairsemée.En pratique, la distane optimale dn (qui dépend du nombre de �ls à répartir dans le planhyperbolique omplexe), est donnée par :dn = ath�tan��4 � �2n��; (n � 2)(Cette distane orrespond à la situation où les n ars de-erles orthogonaux au erle unité quidélimitent les espaes Ei sont tangents deux à deux onséutivement, omme dans la �gure 2.)Dans le as où il s'agit de disposer les n �ls dans un demi-espae E au lieu du plan hyperboliqueomplexe entier, on utilisera la distane d2n, e qui revient à plaer 2n �ls dans le plan hyperboliqueomplexe B, n �ls étant situés dans E et les n autres �ls (virtuels) dans le omplémentaire de E.Remarquons également que la distane dn n'est dé�nie que pour n � 2, et qu'elle est nulle lorsquen = 2. A�n d'assurer un a�hage orret d'un arbre même lorsque le nombre de ses suesseurs estégal à 1 ou à 2, on utilisera la distane d0n dé�nie pard0n = dmax(n;3):A�hage d'arbres in�nis L'algorithme i-dessus permet naturellement de disposer dans le planhyperbolique omplexe tous les noeuds d'un arbre à branhement �ni, même si l'arbre en questionomporte des branhes in�nies. En pratique, il faut pourtant déider d'un ritère permettant d'arrêterl'algorithme à un ertain moment si on veut que l'a�hage se fasse en un temps �ni. Pour ela, ondé�nit dans le disque unité un rayon limite R < 1 au delà duquel on arrête de traer l'arbre. Pluspréisément, on introduit une �ouronne d'arrêt� C � B dé�nie parC = fz 2 B; R < jzj < 1get on déide d'arrêter réursivement le traé de l'arbre t dès que le demi-espae E dans lequel le traéde t doit s'e�etuer est entièrement inlus dans C.3. Implémentation de l'algorithme3.1. Struture du module HtreeL'algorithme d'a�hage d'arbre est implémenté dans le module Htree, qui onstitue le oeur duprogramme proprement dit.À la di�érene de l'algorithme que nous avons exposé i-dessus, l'implémentation e�etuée dansHtree ommene le traé de l'arbre à partir d'un demi-espae et non à partir du plan hyperboliqueomplexe entier. Cei évite d'une part de traiter à part le as de la raine (puisque le traé des sous-arbres strits s'e�etue dans des demi-espaes), mais aussi, ei permet visuellement de repérer plusrapidement la raine de l'arbre dans le dessin �nal.A�n de onserver une très grande généralité, le module Htree repose sur deux abstrations, l'uneservant à enapsuler la notion d'arbre, l'autre servant à enapsuler la notion de moteur d'a�hage(a�n de rester indépendant du périphérique de sortie).7



Alexandre MiquelAbstration de la notion d'arbre Lors de l'a�hage d'un arbre, seule l'opération dedestruturation d'arbre est utilisée par la fontion d'a�hage. Du point de vue de l'a�heur, unarbre est don essentiellement un type muni d'un opérateur de destruturation permettant d'aéderaux desendants d'un noeud. Cette abstration est odée dans Htree par la signature suivante :module type TREE = sigtype ttype labelval hildren : t -> t listval label : t -> labelend ;;Dans ette signature sont dé�nis quatre hamps, qui sont :� un type abstrait t représentant les arbres sur lesquels on désire travailler (ou le type de sesnoeuds);� un type abstrait label représentant les �étiquettes� attahées aux noeuds des arbres de type t,lesquelles sont suseptibles de ontenir toutes les informations que l'utilisateur désire assoieraux noeuds de l'arbre lors de l'a�hage;� une fontion hildren assoiant à tout arbre la liste de ses desendants direts;� une fontion label assoiant à tout noeud son �étiquette�.Abstration de la notion de moteur graphique A�n d'e�etuer son travail, l'a�heur génériqued'arbres a besoin d'un ensemble de routines de bas niveau lui permettant essentiellement d'a�herles ars reliant les noeuds de l'arbre et les étiquettes. Cet ensemble de proédures est enapsulé dansl'enregistrement driver dé�ni par :type oord = float * float ;;type driver = {rlimit : float ;moveto : oord -> unit ;lineto : oord -> unit ;urveto : oord -> oord -> oord -> unit ;draw_label : label -> oord -> float -> unit ;init_edge_pass : unit -> unit ;init_label_pass : unit -> unit ;finalize : unit -> unit} ;;Cette struture ontient :� Un hamp rlimit indiquant le rayon Rmax à partir duquel il onvient d'arrêter le traé. Cettevaleur doit être un nombre �ottant ompris stritement entre 0 et 1. En pratique, 0; 95 sembleêtre une bonne valeur pour e paramètre.� Des proédures moveto, lineto et urveto permettant d'e�etuer le traé des ars reliant lesnoeuds. La proédure moveto positionne le urseur graphique à l'endroit désiré, et la proédurelineto tire un trait reliant l'anienne position du urseur graphique à la nouvelle position donnéeen argument. La proédure urveto trae les ourbes de Bézier onstruites par l'a�heur pourreprésenter les ars reliant les noeuds de l'arbre. Elle prend trois positions en argument, qui sontles positions des deux points de ontr�le et la position du point d'arrivée, la position du pointde départ étant fournie par l'anienne position du urseur graphique.� Une proédure draw_label permettant d'a�her les étiquettes attahées aux noeuds de l'arbre.Cette proédure prend en argument une étiquette, une position ainsi qu'un fateur de rédution.8



A�hage d'arbres en géométrie hyperboliqueCe fateur de rédution est un nombre �ottant ompris entre 0 et 1 permettant de simulervisuellement la �fuite vers l'in�ni� d'un objet s'approhant du bord du plan hyperboliqueomplexe, en le faisant apparaître de plus en plus petit. Notons que le onepteur du moteurgraphique fournissant la proédure draw_label est libre de tenir ompte ou d'ignorer eparamètre supplémentaire.� Des proédures d'initialisation init_edge_pass et init_label_pass ainsi qu'une proédurede �nalisation finalize. L'a�hage de l'arbre étant réalisé en deux passes � traé des arspuis traé des étiquettes �, haune des proédures d'initialisation est invoquée avant la passeorrespondante, a�n d'e�etuer tous les hangements néessaires à l'état du moteur graphique(typiquement, un hangement de la ouleur ourante). Quant à la proédure de �nalisation, elleest appelée une fois que le traé est terminé (pour permettre par exemple la restauration d'unanien état du moteur graphique).Toutes les oordonnées passées aux proédures de traé sont exprimées dans le repère du planhyperbolique omplexe ('est-à-dire par ouples de nombres ompris entre �1 et 1). Il est don dela responsabilité du onepteur du moteur graphique d'e�etuer les hangements d'éhelle néessairesa�n d'adapter es oordonées aux dimensions de la fenêtre dans laquelle s'e�etue le traé.Par ailleurs, nous avons fait le hoix de représenter les ars reliant les noeuds par des ourbes deBézier et non par des ars de erle. Ce hoix qui peut sembler paradoxal a été motivé par plusieursraisons d'ordre pratique. La première d'entre-elles est qu'il est plus faile de aluler les paramètresd'une ourbe de Bézier approhant la trajetoire d'une tortue que de déterminer ave préision lerayon de ette trajetoire (lequel peut être très grand, voire in�ni) et les oordonnées angulaires despoints de départ et d'arrivée. De plus, le traé d'une ourbe de Bézier est plus faile à implémenteret plus e�ae que le traé d'un ar de erle. En�n, la plupart des systèmes d'a�hage modernes �dont le langage PostSript � proposent des primitives pour traer es ourbes. À e titre, signalonsque les implémentations atuelles de PostSript utilisent des approximations à base de ourbes deBézier a�n de traer les erles et les ars de erle.Le fonteur d'extension Htree.Make Dans le module Htree est dé�ni un fonteur d'extensionMake dont la signature est :module Make(T : TREE) : HTREE with type t = T.t and type label = T.labelCe fonteur sert essentiellement à étendre le module T de signature TREE passé en argument en unnouveau module de signature HTREE dans lequel sont dé�nies les fontions d'a�hage pour les arbresde type T.t. La signature HTREE est la suivante :module type HTREE = sigtype ttype labelval hildren : t -> t listval label : t -> labeltype oord = float * floattype driver = ...val shrink_fator : oord -> floatval drag_origin : oord -> oord -> oord -> oordval draw_linear_tree : driver -> t -> oord -> float -> unitval draw_urved_tree : driver -> t -> oord -> float -> unitend 9



Alexandre MiquelCette signature reprend les quatre hamps dé�nis dans le module T donné en argument au fonteurMake. Les deux hamps suivants oord et driver dé�nissent le type des oordonées ainsi que le typedes moteurs d'impression évoqué préédemment.En�n, ette signature ajoute quatre nouveaux hamps, qui sont :� Une fontion shrink_fator retournant le fateur de rédution assoié à un point a du planhyperbolique omplexe. Ce fateur de rédution vaut 1� jaj2.� Une fontion drag_origin prenant en argument trois points a, b et  du plan hyperboliqueomplexe, et qui retourne l'image de a par l'unique �translation� de B transformant b en . Cettefontion est utilisée en mode interatif pour realuler le point de départ du traé de l'arbrelorsque l'utilisateur �tire� sur une partie de l'arbre a�n de l'amener à un autre endroit de l'éran.Dans e as, a ontient l'anien point de départ, b le point sur lequel l'utilisateur a liqué et  lepoint vers lequel l'utilisateur a fait glisser la souris.� Deux fontions de traé draw_linear_tree et draw_urved_tree. La première e�etue un traérapide où les ars reliant deux noeuds sont représentés par des segments de droites, tandis quela seonde e�etue un traé plus long où les mêmes ars sont représentés par des ourbes deBézier. Ces deux fontions prennent en argument un moteur d'impression, un arbre, la positionde la raine dans B ainsi que la diretion (exprimée en degrés) dans laquelle le traé ommene(elle-i servant essentiellement à dé�nir le demi-espae initial de traé).Là enore, toutes les oordonnées sont données dans le repère du plan hyperbolique omplexe, sous laforme de ouples de nombres ompris entre �1 et 1.3.2. Interfaçage ave la fenêtre graphique de CamlL'interfaçage de l'algorithme générique de traé ave la fenêtre graphique de Caml est e�etué dansun module annexe Gtree.Contrairement au module Htree, le module Gtree fournit une proédure d'a�hage et denavigation �prête à l'emploi�. Pour ela, le module Gtree redé�nit la signature TREE représentant lesarbres génériques (déjà dé�nie dans le module Htree) en lui adjoignant un hamp string_of_labelqui assoie à haque étiquette sa représentation sous forme d'une haîne de aratères :module type TREE = sigtype ttype labelval hildren : t -> t listval label : t -> labelval string_of_label : label -> stringendÀ l'instar du module Htree, le module Gtree dé�nit un fonteur Make dont la signature est :module Make(T : TREE) : GTREE with type t = T.t and type label = T.labelLe fonteur d'extension Gtree.Make prend en argument un module T de signature TREE et onstruitun module de signature GTREE, laquelle est dé�nie par :module type GTREE = sigtype ttype labelval hildren : t -> t listval label : t -> labelval string_of_label : label -> stringval show_tree : t -> int -> int -> unitend 10



A�hage d'arbres en géométrie hyperboliqueLa signature GTREE reprend les inq hamps de la signature TREE dé�nie préédemment, et ajouteun hamp supplémentaire dé�nissant une proédure show_tree, laquelle permet d'a�her un arbreet de naviguer de manière interative dans sa struture. Les trois arguments passés à ette proéduresont l'arbre à a�her ainsi que les dimensions de la fenêtre graphique dans laquelle on désire a�herl'arbre.De manière interne, le fonteur Gtree.Make est onstruit à partir du fonteur Htree.Make, et laproédure show_tree utilise la fontion d'a�hage générique dé�nie dans le module Htree. Notonsque pour a�her l'arbre dans la fenêtre graphique, la proédure show_tree utilise deux moteursd'impression (passés en argument aux proédures draw_linear_tree et draw_urved_tree dé�niesdans le module Htree), l'un pour le traé de l'arbre, et l'autre pour l'e�aement de l'arbre.4. AppliationsDans sa version atuelle, le programme htree 1 permet d'a�her deux strutures d'arbres trèsdi�érentes, qui sont :� l'arboresene des répertoires d'un système de �hiers Unix;� l'arbre in�ni des mots onstruits sur l'alphabet latin � le �ditionnaire des ditionnaires�.4.1. A�hage d'une arboresene de répertoiresLa struture représentant les arboresenes de répertoires est implémentée dans le module DirTree.La signature de e module est ompatible ave la signature Gtree.TREE de manière à e qu'il puisseêtre passé diretement en argument au fonteur Gtree.Make. Dans e module, le type des arbres estdé�ni par le type enregistrement suivant :type t = {name : string ;hildren : t list Lazy.t} ;;Le hamp name ontient le nom du répertoire orrespondant, tandis que le hamp hildren ontientune valeur paresseuse suseptible de s'évaluer sur la liste des desendants direts du répertoire enquestion. Notons que l'utilisation d'une liste évaluée au besoin est indispensable pour éviter unparours réursif omplet du système de �hiers avant de ommener à traer l'arbre.En�n, le module DirTree fournit une fontion from_dir prenant en argument un hemin d'aèsà un répertoire, et retournant la struture de type t orrespondante.4.2. Le ditionnaire des ditionnairesL'autre exemple d'arboresene traitée par notre a�heur d'arbres est le ditionnaire de tous lesmots onstruits sur l'alphabet latin, implémenté dans le module DitTree. Cet ensemble de mots anaturellement la struture d'arbre in�ni suivante :� sa raine est le mot vide;� les �ls d'un mot u sont les mots de la forme ux où x dérit les 26 lettres de l'alphabet latin.Dans e module, le type t des arbres est simplement dé�ni partype t = string1. Aessible sur le WEB à l'adresse http://pauilla.inria.fr/~miquel/11
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/Fig. 3 � A�hage d'une arboresene de répertoireset la fontion hildren se ontente de realuler à haque fois la liste des suesseurs du mot donnéen argument.
5. Améliorations du logiielConernant l'implémentation, l'utilisation d'un langage fontionnel tel que Objetive Caml s'estavérée parfaitement adaptée à l'ériture de e type de programme, prinipalement grâe à la rihessedes strutures de programmation o�ertes au programmeur. Par ailleurs, le ode érit est assez ompat,puisqu'il fait moins de 700 lignes.Cependant, des modi�ations doivent être apportées à e programme-jouet dans la perspetived'une utilisation plus professionnelle. La plus urgente d'entre-elles � et sans doute la plus di�ile àréaliser � onerne la représentation des points du plan hyperbolique omplexe par des ouples denombres �ottants. Cette représentation montre rapidement ses limites dès que la raine de l'arbre serapprohe du bord du disque, e qui se produit typiquement lorsque la partie de l'arbre a�hée auentre de l'éran est éloignée de la raine. Dans ette situation, la raine se trouve quasiment sur lebord du disque, et la moindre erreur d'arrondi sur sa position se réperute de manière importante surles positions des noeuds de l'arbre, qui peut alors s'a�her de façon inorrete, voire pas du tout. Unesolution à e problème onsiste sans doute à passer à une représentation plus algébrique en utilisantl'un des pavages standards du plan hyperbolique omplexe.12
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Fig. 4 � Un extrait du ditionnaire des ditionnaires6. ConlusionNous avons présenté une appliation permettant d'a�her des arboresenes volumineuses � voirein�nies � en nous servant des propriétés géométriques d'un espae non eulidien.Dans la pratique, ette méthode de représentation des arbres s'est révélée ommode et agréable àutiliser. Bien que la géométrie du plan hyperbolique omplexe soit peu familière à nos sens habituésà un monde eulidien, la prise en main de l'interfae s'e�etue très rapidement, et la navigation dansles strutures arboresentes a�hées de ette façon s'avère faile et intuitive.Un des avantages de ette méthode de représentation vient de e qu'elle tend naturellement àprivilégier la lisibilité des éléments situés vers le entre de l'éran, en les espaçant davantage que leséléments situés au bord du disque. Il devient ainsi très naturel d'aller herher la partie de l'arbre quinous intéresse pour la plaer au entre de l'éran, reléguant par le même geste d'autres parties moinsintéressantes vers la périphérie.Un autre avantage de ette représentation est que le passage d'une vue à une autre s'e�etue aveune grande ontinuité, sans qu'il y ait de hangement brusque dans la disposition des éléments a�hésà l'éran. Au ours de la navigation dans l'arbre, les nouveaux éléments apparaissent naturellementdans la diretion du déplaement, tandis que les éléments déjà visités s'éloignent vers la périphériepour disparaître à leur tour.En�n, e programme montre au ours de son utilisation qu'il est apable d'a�her à l'éran bienplus de noeuds que ne le permettent les tehniques onventionnelles de traé d'arbre en géométrieeulidienne, sans pour autant que ela nuise à la lisibilité.Une appliation prometteuse de ette méthode de représentation pourrait être la réalisation d'unplan de site WEB présenté sous la forme d'un arbre hyperbolique. Une telle présentation permettraità l'utilisateur d'avoir une vue globale du site dès la première page, et les failités de navigation qui13



Alexandre Miquellui seraient o�ertes lui permettraient d'e�etuer une première orientation dans sa reherhe avant des'engou�rer �nalement dans le dédale des pages WEB.Une autre appliation possible est l'a�hage des valeurs d'un langage fontionnel tel que le langageCaml. Grâe à ette méthode, il serait possible de traiter le as des valeurs yliques sans avoirà limiter la profondeur d'a�hage de manière arbitraire omme le font les algorithmes atuels. Onpourrait également ra�ner la méthode d'a�hage de manière à traiter de manière spéi�que les valeursparesseuses, par exemple en dégelant les glaçons qui les ontiennent au fur et à mesure que eux-is'approhent du entre de l'éran.Référenes[1℄ J. Lamping, R. Rao, P. Pirolli, A fous+ontext tehnique based on hyperboli geometry forvisualizing large hierarhies, in Proeedings of ACM SIGCHI Conferene on Human fators inComputing systems. ACM, May 1995.[2℄ P. Weis, X. Leroy, Le langage Caml (2e édition). Dunod, 1999.[3℄ X. Leroy, The Objetive Caml system (release 2.04), Doumentation and user's manual.http://aml.inria.fr/oaml/htmlman/[4℄ X. Leroy, Manifest types, modules, and separate ompilation. POPL 94.[5℄ X. Leroy, Appliative funtors and fully transparent higher-order modules. POPL 95.[6℄ M. Berger, Géométrie (tome 2). Nathan, 1990.[7℄ P. Dolbeault, Analyse omplexe. Colletion Maîtrise de mathématiques pures. Masson, 1990.
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