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Prefacio

Estas notas fueron redactadas en base a mis apuntes del curso de Teoria de Lenguajes
del ano 2017 dictado en la Facultad de Ingenieria de la Universidad de la Republica
(Montevideo, Uruguay) por el profesor Juan José Prada, habiendo elaborado la primera
version durante el afio 2018. Procurando mejorar la redaccién de algunos parrafos, he
consultado el libro recomendado para esta asignatura: Introduction to Automata Theory,
Languages and Computation de Hopcroft, Motwani y Ullman. Para obtener una visién
integral de los temas aqui tratados, sugiero a los interesados también examinarlo. Salvo
que se indique lo contrario, las ilustraciones presentes en esta obra son de mi autoria. La
imagen de la portada fue tomada de la revista American Scientist, Vol. 90, No. 2, p. 168.

En esta versién se han incluido ejemplos basicos de cada concepto presentado, sin
embargo —por razones de tiempo— no se han abarcado todos los ejemplos presentados en
las clases desarrolladas durante el curso, los cuales contribuyen a la didactica de los temas
expuestos. Por lo tanto, estas notas no pretenden sustituir la asistencia a clase.
Para tener un dominio efectivo de esta asignatura, aconsejo fuertemente involucrarse en
todas las clases ya sean tedricas o practicas, asi como realizar los ejercicios propuestos por
los docentes. Mi intencién a futuro es incluir (junto con estas notas) ejemplos interactivos,
los cuales considero que ayudarian a visualizar mejor ciertos conceptos y algoritmos.

Agradezco a aquellos que enriquecieron este trabajo con sus sugerencias durante
la elaboracién de la “Versién 1.0” (“de prueba”), asi como a quienes deseen brindar
cualquier comentario en pos de continuar mejorandolo, los cuales seran bienvenidos en
bhernandez@fing.edu.uy. En www.fing.edu.uy/~bhernandez se publicara una lista con
las erratas detectadas en la presente version.
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Teoria de Lenguajes FIng — UdelaR

0. Definiciones Preliminares

Definicién 0.1 Usaremos la palabra lenguaje como sinénimo de la palabra conjunto.
Llamaremos tiras (strings, cadenas, palabras, etc.) a los elementos que componen un
lenguaje, las cuales consisten en secuencias de caracteres de determinado alfabeto Y. A
la tira vacta la representaremos con el simbolo e.

Definicién 0.2 Sean L; y Lo dos lenguajes, con v € Ly y w € Ly. La concatenacion
de v con w consiste en crear una nueva tira s, colocando w justo al final de v

S =W

La tira vacia ¢ funciona como elemento neutro en la concatenacién de palabras, de
modo que we = sw = w, para cualquier palabra w.

Ejemplo 0.1 Si v = aba y w = 010, la concatenacion de v con w resulta en la tira
s = aba010.

Ejemplo 0.2 aba = caba = ccaba = cabac = cabea = caccbeccac. Etcélera.

Definicién 0.3 Dados dos lenguajes A y B, definimos un nuevo lenguaje llamado la
concatenacion de A con B como

A-B={ab/aeA A be B}

El conjunto vacio @ funciona como elemento absorbente en la concatenacién de
lenguajes, de modo que A-@ =@ - A = @, para cualquier lenguaje A. También es comin
omitir el - al referirse a esta operacién.

Ejemplo 0.3 Si A={xz,y} y B={0,1}, entonces A-B = {z0, x1, y0, y1}. Observar que
la concatenacion no es conmutativa en general, ya que B- A = {0x, Oy, 1z, 1y}.

Observaciéon: Notar que {¢} # @, y también que A-{c} = {e} - A = A, para cualquier
lenguaje A.

Ejemplo 0.4 Si A={x,y} y B={¢,0,1}, entonces A- B ={z, 20, z1, y, y0, y1}.

Definicién 0.4 Sea A un lenguaje. Las potencias de A se definen de la siguiente

manera recursiva:
An = {{5} si n=0

Al A si n>0
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Ejemplo 0.5 Si A ={ja}, entonces

A3 =A% A
SAV A A
SAYAAA
—{e} A-A-A
SAAA

= {ja}-{ja}-{ja;
= {jaja}-{ja}
={jajaja}

Definicién 0.5 Dado un lenguaje A cualquiera, la Clausura de Kleene de A es el
conjunto

También podemos definir la Clausura de Kleene de manera recursiva:

c€A*
Si ace A AN xeA* entonces zac A*

Ejemplo 0.6 Si A ={ja}, entonces

A* = {6} U {ja} U {]a]a} U {ja'ja.]a} Ueee = {57 j(l, jaja7 jajaja, }

Definicién 0.6 Dado un lenguaje A cualquiera, la Clausura Positiva de A es el
conjunto

o0

Ejemplo 0.7 Si A= {ja}, entonces
A" ={ja} u{jaja} u{jajaja} u--={ja, jaja, jajaja, -}
Definicién 0.7 Dado un lenguaje L definido sobre un alfabeto 3, definimos la relacion

binaria Ry, sobre X*, de forma tal que —dados x,y € ¥* — se tiene que = Ry y si

VzeX*taxzel < yzel

Observacion: Ry, es una relaciéon de equivalencia, es decir, cumple las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva. Esto implica que Ry induce una particiéon de X* en
clases de equivalencia.
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1. Lenguajes Regulares

1.1. Expresiones Regulares

Definicién 1.1 Una expresion regular es una notacién que sirve para representar a un
lenguaje regular, y se define formalmente a partir de las siguientes clausulas inductivas:

s Casos base:

» & es la expresion regular para @
» ¢ es la expresién regular para {e}

» a es la expresion regular para {a}

» Casos inductivos: Si Ly = Z(r1) y Lo = Z(r2), entonces:

» 11 |7y es una expresion regular para L; U Ly
» 11 -T9 €s una expresion regular para Ly - Lo

» r1* es una expresion regular para Li*

Observacién: Los operadores tienen precedencia:

*
Clausura ®
Concatenacion
,o'?ec Unién
605
NCIA

Por lo tanto, es muy comun extender la notacion de las expresiones regulares
7
incorporandoles los paréntesis para poder interpretarlas correctamente.

Ejemplo 1.1 Ejemplos varios para un alfabeto ¥ = {0,1}:
A={0,1} = A={0}u{l} = A=2(0[1)
B={0,10} = B={0}u{10} = B={0}u{1}-{0} = B=2(1]1-0)
A =2((0]1)) y A =2((0]1)-(0]1)")
C={we(0|1)" /| w tiene solo dos ceros} = C=L(1*-0-1*-0-1*)
D={we(0|1)" | w termina con dos ceros} = D=2 ((0]1)"-0-0)

Definicién 1.2 L es un lenguaje regular si existe alguna expresion regular que lo
define.
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1.2. Automatas Finitos

Al igual que las expresiones regulares, los autématas finitos son modelos que
permiten describir a los lenguajes regulares. A continuaciéon veremos tres variantes de
este modelo, y mas adelante veremos la equivalencia entre todos ellos.

1.2.1. Autémata Finito Determinista

Definicién 1.3 Un autémata finito determinista (AFD) es una 5-tupla
M =(Q, %, 6, qo, F') donde:

= () es el conjunto de estados

m Y es el alfabeto de la entrada

0:Q x X - (Q esla funcién de transicion de estados

qo € Q es el estado inicial

F c (@ es el conjunto de estados de aceptacion

Como se observa, la funcién ¢ permite procesar de a un simbolo de ¥. Es por esto
que necesitamos definir una funcién ¢ : @ x X* — () que nos permita procesar toda una
tira de X* por completo:

YgeQ : 0(q,e) =g (1.1)
Vge@ , VaeX , YoeX* : 5(q,xa)=5(5(q,x),a) (1.2)

Definicién 1.4 Dado un AFD M = (Q, %, 6, q, F), el lenguaje aceptado por M es
Z(M) = {x eX* [ 0(qo,x) € F} Es decir, £ (M) es el conjunto de tiras de 3* tales que,

partiendo desde gy, M llega a un estado de aceptacion tras procesarlas.

Ejemplo 1.2 Un AFD puede ser representado mediante un diagrama de estados o a
través de una tabla de transiciones. A continuacion presentamos un AFD en ambas
notactones:

o 0 1
— 4o 41 do
1 42 5
s | ¢
43 43 43
(a) Diagrama de estados (b) Tabla de transiciones

Un AFD para el Z(1*0 1%0 1%)
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En la notacion colocamos una flecha apuntando al estado inicial, y dibujamos un
circulo interior para indicar que un estado es de aceptacion. Representamos las transi-
citones con una flecha de un estado a otro, donde el rétulo indica con qué simbolo de ¥ se
produce la transicion. Para evitar sobrecargar el diagrama con muchas flechas, se puede
poner mds de un rétulo sobre una misma flecha (como en qs).

Observacién: En el un estado como ¢3 se denomina estado pozo. Un
estado pozo es aquel que tiene una transicién saliente hacia si mismo para cada uno de
los simbolos de 3, y ademas no es un estado de aceptacién. Visto de otra manera, es un
estado de no-aceptacion el cual una vez que se entra no se sale mas, independientemente
de lo que quede por consumir de la entrada.

Muchas veces no dibujaremos estados pozo asi como tampoco sus transiciones
entrantes, para evitar sobrecargar el diagrama. A causa de esto, tendremos dibujada
una funcién § parcialmente definida (“incompleta”). A efectos de tener una funcién ¢
totalmente definida, se dard por hecho que cualquier transicién no dibujada esta
presente y se dirige a un estado pozo.

Definicién 1.5 L es un lenguaje regular si es aceptado por algin AFD.

1.2.2. Automata Finito No-Determinista

Como vimos en la [Subsubseccién 1.2.1] el conjunto de llegada (codominio) de la
funcion 6 de un AFD es su conjunto de estados. Es decir, que estando en un estado y
leyendo un simbolo en la entrada, un AFD tiene exactamente una opcién a donde
dirigirse. El proximo estado queda completamente determinado.

En los autématas finitos no—deterministas, estando en un estado y leyendo un
simbolo en la entrada, se puede tener mas de una (o incluso ninguna) opcién a donde
dirigirse. Es decir, el resultado de la funcién 6 es un conjunto de estados, del cual el
autémata “elegird” uno para moverse. El proximo estado no esta determinado a priori.

Definicién 1.6 Un autémata finito no-determinista (AFND) es una 5-tupla
M =(Q, %, 6, q, F) en la que:

= () es el conjunto de estados

Y es el alfabeto de la entrada

d:Q x Y — 29 es la funcién de transicién de estados

Qo € Q es el estado inicial

F c @ es el conjunto de estados de aceptacion
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Nuevamente precisamos extender la capacidad de la funcién § para poder procesar
tiras de X* por completo, con lo cual tendremos 0 : Q x ¥* — 29 definida de la siguiente
manera;

VgeQ : d(g.€) = {a} (1.3)
Vge@ , VaeX , Yo eX* : 5(q,xa):5(5(q,x),a) (1.4)

donde 0:29 x ¥ - 22 / §(P,a) = U (g, a).
qeP

Definicién 1.7 Dado un AFND M = (Q, %, 0, qo, F), el lenguaje aceptado por M
es ZL(M) = {x eX* [ 0(qo, )N F # @}. Visto desde otro angulo, .Z (M) es el conjunto
de tiras de X* tales que, partiendo desde ¢, existe una secuencia de decisiones durante
su procesamiento que conducen a M hacia un estado de aceptacion.

Ejemplo 1.3 Como en los AFD, tenemos dos variantes para representar un AFND,
el diagrama de estados o la tabla de transiciones:

) 0 1

—> qo {aw,a} {a}
T {a} 1%}

(a) Diagrama de estados Z 2

(b) Tabla de transiciones

Un AFND para el Z((0]1)" 00)

St quisiéramos saber si la tira w = 000 pertenece al lenguaje, debemos encontrar
una secuencia de decisiones que conduzcan a un estado final:

I) Empezamos en qy y en la entrada tenemos el primer 0, entonces podemos elegir
entre permanecer en gy o ir a q. Elegimos ir a q; y avanzamos en la tira. Ahora
estamos en q, y en la entrada tenemos el sequndo 0, con lo cual solo podemos ir
a go. Nos movemos a gz y avanzamos en la tira. Ahora estamos en gz —que es un
estado de aceptacion— pero ain queda un 0 por consumir en la entrada. Con 0 (o
bien con 1) en qy el autdmata “se tranca” ya que no tiene a donde ir (lo mismo le
sucede en q; con 1), con lo cual estas decisiones nos llevan a no aceptar la tira.

II) Empezamos en qo y en la entrada tenemos un 0, entonces podemos elegir entre
permanecer en qg o ir a qi. Decidimos quedarnos en qo y avanzamos en la tira.
Ahora estamos en qy y en la entrada tenemos otro 0, con lo cual podemos elegir
entre sequir en qo o0 ir a qi. Esta vez elegimos ir a ¢, y avanzamos en la tira. Ahora
estamos en q1 y nos queda un 0 por consumir en la entrada. Aqui solo podemos
movernos hacia qo, entonces lo hacemos y avanzamos en la tira. Hemos llegado a
un estado de aceptacion y ya no quedan simbolos por consumir en la entrada, con lo
cual estas decisiones nos llevan a aceptar la tira. Conclusion: we . ((0|1)°0 0).
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Una buena opcion para visualizar todas las posibles alternativas es dibujar un drbol de
decisiones:

)( fo

JoloN-
S0 e x

Llega a un
estado que no
es de aceptacion

Llega aun
estado que no
es de aceptacion

Llega aun
estado de
aceptacion

" Se tranca "

Arbol de decisiones para w = 000

St quisiéramos saber si la tira v = 001 pertenece al lenguaje, de la misma manera
que con el caso anterior tenemos que ver todas las maneras posibles de ejecutar el

automata. Con el siquiente drbol de decisiones podemos probar que v ¢ .,2”((0| )70 0)
exhibiendo que todas las posibles alternativas no conducen a la aceptacion

&

|
X

" Se tranca "

OanON
o4

X

Llega a un
estado que no

" Se tranca "
es de aceptacion

Arbol de decisiones para v = 001

Definicién 1.8 L es un lenguaje regular si es aceptado por algin AFND

Teorema 1.1 Conversion de AFND en AFD

Todos los AFND pueden ser convertidos a un AFD equivalente que compute exac-

tamente el mismo lenguaje. A continuacién mostramos los fundamentos del [Algoritmo 4

Bruno Hernéndez
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que expresa el proceso de conversion de forma mas “algoritmica”.

Dado un AFND M = (Q, %, 6, qo, F') | L =% (M), crearemos un AFD
=(Q, %X, 0", q, F') | L=%(M') segin estas reglas:
1) Q' c29
2) X' =

)
)
3) 40" ={q0} = [a0]
)
)

4) F'={[S]eQ" | Se@Q A SnF g}
0([gi,-+ a;1,a) = [pr, - pe] <= 0({ai, -+ s}, @) = {pr. -+, pe}

Demostracién de la correctitud: Haremos induccién sobre |z, el largo de z,
para probar que: 5’([q0],:c) =[ri, - ri] <= 0(qo,x) ={ri,-=, 11}

5

» Paso base: [z|=

5'([(]0],8) = [qo] // Def. & para AFD en

= {90} /] Regla 3]
= 5(q0, £) /] Def. 6 para AFND en

» Paso inductivo:

H) La propiedad vale para |z| < h
T) La propiedad vale para |z| =h + 1

Dem.:

Tenemos un x con |z| = h+1, entonces lo primero que haremos es renombrar = = wa
(a € X2) para poner en juego a un w con |w| = h que nos permita aplicar la hipdtesis
de induccion. Entonces nos concentraremos en probar

Sl([QO]awa) = [ria'”ark] — (%;wa) {T“ 5T }
sabiendo que

0'([qo],w) = [ps, - pe] <= (g0, w) = {p;, e}

5’([q0],wa) = (5’(5/([(]0],10), a) // Def. 6 para AFD en

='([pj, ) a) /] BL: 8 ([qo). w) = [pj, 7]
=[riy, k] /[ Def. § para AFD en [Definicion 1.9

— S({pjf"?pt}va) = {riv"'vrk} //
— 6(0(qo,w),a) = {ri, ;) [/ BL: {pj,pi} = (g0, w)
<~ 5(qo,wa) = {Ti,"-,?"k} // Def. § para AFND en
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Por 1ltimo observamos que M y M’ aceptan si y sélo si S(qg,x) 0 5’([q0],x),
respectivamente, contienen un estado de aceptacion, completando asi la prueba de que

L(M) = 2(M).

Teorema 1.2 Equivalencia entre AFND y AFD

Con el vimos como un AFND puede ser transformado en un AFD
equivalente. Inversamente, podemos interpretar que un AFD es un AFND el cual tiene
la particularidad de que Vge @ , VaeX : |6(q,a)|=1.

1.2.3. Automata Finito No-Determinista con s-transiciones

Ahora veremos una extension de los AFND que incorpora al modelo que ya
disponemos la caracteristica de las e—transiciones.

Definicién 1.9 Una e-transicion entre dos estados es una transicion que, cuando
el autéomata se encuentra en el estado de partida de la misma, esta puede ocurrir
espontaneamente sin consumir la entrada.

Es de nuestro interés saber “qué tan lejos podemos llegar” a partir de ciertos
estados, aplicando nada mas que e—transiciones. Por eso necesitamos la siguiente:

Definicién 1.10 Dado ¢ € Q, la e-clausura(q) es el conjunto de estados a los que se
puede llegar partiendo desde ¢, a través de cero o mas arcos rotulados exclusivamente

por €. Més en general, si P ¢ () tendremos que la e-clausura(P) = U e-clausura(q).
qe P

Para abreviar la denotaremos como e-c£(-).
Observacién: Cualquier estado estd contenido en su e—clausura (Vq €Q) : qgee-dL (q))

Ejemplo 1.4 Supongamos que tenemos el siguiente AFND-¢:
0

Entonces:
e-cl(q) = {q0, 92,33} €-cl(q2) = {q2, g3}
e-cl(q1) ={q} e-cl(gs) = {as}

5-05({(11,@3}) ={q, e}
8—65({%,@1}) ={q0, 01,9, q3}

/\
O

Ejemplo de un AFND-¢
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Definicién 1.11 Un automata finito no-determinista con e-transiciones
(AFND-¢) es una 5-tupla M = (Q, %, 6, qo, F') donde:

= () es el conjunto de estados

Y es el alfabeto de la entrada

§:Qx(Zu{e})—> 29 es la funcién de transicién de estados

qo € Q es el estado inicial

s Fc @ es el conjunto de estados de aceptaciéon

Al igual que en los otros casos, precisamos extender el poder de la funcién § para
que sea capaz de computar tiras completas de X*, con lo cual tenemos 0 : Q x X* — 2@
definida de la siguiente manera:

¥geQ : d(q,c) =e-cl(q) (1.5)
Vge@Q , YaeX , VoreX" : 5(q,xa)=5—c€(5((§(q,x),a)) (1.6)

donde §: 2@ x ¥ —» 2Q / S(P, a)= U 6(¢,a) (idem [Definicién 1.6 pero con la § aqui definida).
qgeP

Definicién 1.12 Dado un AFND-e M = (Q, %, 9, qo, F'), el lenguaje aceptado por M
es Z(M) = {x eX* [ d(qo,x)n F # @} (idem pero con la & aqui definida).

Definicién 1.13 L es un lenguaje regular si es aceptado por algin AFND-«.

Teorema 1.3 Propiedades destacadas de la e-clausura
1) Unidén: Si S y T son dos conjuntos de estados de @), se tiene que
e-cl(SuT)=e-cl(S) ue-cl(T)

Luego, si tenemos una coleccion de conjuntos de estados S; indexada por algtn [ finito:

e-cl (U SZ-) = Je-cl(S))

iel iel

2) Idempotencia: La aplicacién reiterada de la e-clausura no produce nada nuevo:
Vge@ : 5—06(5—06(q)) =e-cl(q)

Mas atin, si S € Q se tiene que e-cl(e-cl(S)) = e-cl(S).

3) Cerradura: Si ScQ y ree-cl(S) = e-cl(r) ce-cl(S).
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Demostraciones:
1) e-cl(SuT)= |J e-clq) 5—c£(U Si) =e-cl(S;, U (S, u-uS;))
qE(SUT) 1el
=e-cl(S;,)ue-cl(S,,u---uUS;)
(Usiw) v (Usw) .
qeS qeT :
=e-cl(S) v e-cl(T) =e-cl(S;,)u--ue-cl(S;,)
= e-el(S)
iel
2) e-cl(e-cl(q)) € e-cl(q)
Sea pee-cl(e-cl(q)) = U e-cl(r) = 3reecl(q) | pee-cl(r). Entonces lo
ree-cl(q)
que tenemos es algo como esto:
ree-cl(q) pee-cl(r)

(D)5~ (D)5 - =)

Por lo tanto, se puede llegar desde ¢ a p a través de e—transiciones = p € e-cl(q).
Luego, como p es genérico, e—cﬁ(e—cﬁ(q)) ce-cl(q).

e-cl(q) € e-cl(e-cl(q))
Visto que el propio q € e-cl(q), sucede que e-cl(q) € U e-cl(r) = e—cﬁ(e—cf(q)).

ree-cl(q)
Entonces, si p € e-¢l(q), la anterior inclusién implica que p € g—cé(a—d(q)). Luego,

como p es genérico, e-cl(q) € 5—c€(5—c€(q)).

Por lo tanto, habiendo probado la inclusién en ambos sentidos, se tiene que ambos
conjuntos son iguales. Luego, aplicando la propiedad de Union y la que acabamos
de demostrar, podemos establecer que:

e-cl(e-cl(S)) = 5—c€(Ue—c€(q)) = Je-cl(e-cl(q)) = Ue-cl(q) = e-cl(S)

qes qeS qeS
3) Sea p € e-cl(r). Por hipétesis r € e-cl(S) = U e-cl(q) = Iqe S [ ree-cl(q).
qeS

Entonces lo que tenemos es algo como esto:

ree-cl(q) p€e-cl(r)

(DS~ DS~ )

Por lo tanto, se puede llegar desde ¢ a p a través de e—transiciones = p € e-cl(q).
Asiquedge S /pee-cl(q) = pe U e-cl(q) =e-cl(S). Luego, como p es genérico,
qeS

e-cl(r) ce-cl(S).
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Teorema 1.4 Conversion de AFND-e en AFND

De manera similar como en el los AFND—-¢ pueden ser convertidos
a un AFND equivalente que compute exactamente el mismo lenguaje. A continuacién
mostramos los fundamentos del [Algoritmo 4.2| que expresa el proceso de conversion de
forma més “algoritmica”.

Dado un AFND-e M =(Q, %, 6, qv, F)) | L =% (M), crearemos un AFND
M =(Q", %, ¢, q, F') | L=%(M'") siguiendo estas reglas:

) =QF

2) ¥ =3

3) @' =qo

4 Fe {F u{q} s? e-cl(q@)NF +0
F si no

5) Vge@ , VaeX : (5’(q,a):6—66(5(8—c€(q),a))

t A priori se mantiene el conjunto de estados, pero luego de aplicar la
podria pasar que queden estados sin transiciones entrantes (o sea, inaccesibles). En tal
caso, con animos de “depurar” el automata, uno iterativamente podria quitar esos estados
asi como las transiciones (salientes) asociadas a ellos.

Demostracién de la correctitud: Haremos induccién sobre |z, el largo de z,
para probar que: ¢'(qo’, ) = 6(qo, ).

» Paso base: |z]|=1

0'(g0', @) = &' (g0, ) /1
= 5'(5’((}0,6), a) // Def. 6 para AFND en
= 5'({q0},a) /] Def. 6 para AFND en
= U d(q,a) /] Det. § en Definicién 1.6
q¢{qo}
= 5’(qg, a) / / Resolver unién

=e-cl((e-cl(@),a)) /]
= e—cé(g(g(qo,a), a)) // Def. 6 para AFND-¢ en
= 5((]0, a) /] Def. 6 para AFND-¢ en

= Paso inductivo:

H) La propiedad vale para |x| < h
T) La propiedad vale para |z| =h+ 1

Dem.:

Bruno Hernandez Pégina 14



Teoria de Lenguajes FIng — UdelaR

Tenemos un x con |z| = h + 1, entonces lo primero que haremos es renombrar z = wa
(a € X2) para poner en juego a un w con |w| = h que nos permita aplicar la hipitesis de
induccion. Entonces nos concentraremos en probar

5'(q0', wa) = 3((10, wa)

asumiendo que se cumple 5’(q0’,w) = 3(qo, w).

0 (qo’ s wa) = 5’(5’(qo’,w), a) /] Def. § para AFND en [Ecuacién 1.4]

= 5’(5(%, w), a) // Hipdtesis de induccion
= S’(P, a) /| Renombrar P = (qo,w)
=U5'(q,a) //Def.gen Definicion 1.6

qeP
= U e-cl(d(=-ctla).a)) /] Reglas]

qe P
- U g-ce( U 5(p,a)) /] Def. 5 en Defimicion 111

qep pee-cl(q)
= U e-cl(6(q,a)) // Doble inclusién |

qe P
= 8—06( U d(q, a)) /| Propiedad de [Union|

qe P

= e-cl(3(P,a)) // Def. § en Definicion 1.11
= 5—06(5(5(%, w), a)) /[ Deshacer renombre
= 5((]0; wa) // Def. § para AFND-¢ en

qu €= c6(5((17 CL))

f Ugepr 5‘06( Upee- cf(q)é(p> a) =
d(p,a ) = dqe P [ree cﬁ( U 5(p,a)), que por la
a

Seare U 5—c€(
qeP pee-cl(q) pee-cl(q)
propiedad de |Unién), es igual 5—06(5(p,a)) = 3Jqe P, Ip e e-cl(q) /
pee- d(Q)

re 5—c€(5(p, a)). Ahora bien, recordar que P = 5(q0,w) y la funcién & estd definida

como una e—clausura para los AFND-¢. Entonces, por la propiedad de [Cerradural

e-cl(q) € Pyporendepe P.Luego,Ape P/ re 8—06(5(]), a)) =re 5—05(5(]3, a)).
peP

Y como r es genérico, se cumple la inclusion deseada.

quP €—C€(5((],CI,)) c quP €—C€( Upes—cé(q) 5(paa))
Seare U 5—06(5((],@)) = JqeP [re a—d(é(q,a)). Visto que el propio q € e-¢f(q),
qe P

ocurre que 5—06(5(q,a)) c U 5—06(5(1),@)) (aigl 5—c£( U 5(p,a)). Luego, se
pee-cl(q) pee-cl(q)

tiene que EIqEP/Tee—cE( U 5(p,a)) =>rely el U 5(p,a)).

pee-c(q) qeP pee-ct(q)
Y como 7 es genérico, se cumple la inclusion deseada. [ |
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Por tltimo observamos que M y M’ aceptan si y sélo si 5(q0,x) 0 5’(qo’,a:)
contienen, respectivamente, un estado de aceptacién, completando asi la prueba de que

L(M) =2(M).

Teorema 1.5 Equivalencia entre AFND-¢ y AFND
Con el vimos cémo un AFND-¢ puede ser transformado en un AFND

equivalente. Inversamente, podemos interpretar que un AFND es un AFND-¢ el cual
tiene la particularidad de no tener e—transiciones (Vg e @ : d(q,¢) = @).

1.2.4. Equivalencia entre Expresiones Regulares y Autématas Finitos

Hasta el momento hemos visto por un lado a las expresiones requlares como una
notacién formal para describir lenguajes regulares, y por otro lado a los automatas finitos
como maquinas abstractas capaces de computar tiras de ¥* para reconocer lenguajes
regulares.

Es hora de mostrar como estos dos modelos son totalmente equivalentes a la hora
de caracterizar a los lenguajes regulares:

AFD €= AFND €-=> AFND=-E

L Expresion Regular J

Teorema de Kleene

Teorema 1.6 Conversién de Expresion Regular en AFND-¢
La idea es aprovechar la estructura recursiva de las expresiones regulares para
formular el proceso de conversion:

Casos base:

Sean r una expresion regular definida sobre un alfabeto ¥, y M = (Q, X, J, qo, F)
el autémata a construir tal que L = Z(r) = £ (M). Entonces:

» Sir=¢@ = L=g,ycreamos M de esta manera:
Q={w e}  F={a}
VgeQ , VaeX : 6(q,a)=0
» Sir=¢ = L={e}, y creamos M de esta manera:
Q={q} F={q}
VgeQ , YaeX : 0(q,a) =2

Bruno Hernéndez Pagina 16




Teoria de Lenguajes FIng — UdelaR

» Sir=a(conaeX) = L={a}, ycreamos M de esta manera:
Q ={a0.ar} F =14}

q si g=qo N L=a
—( D) e e L

Casos inductivos:

Sean ry y 19 expresiones regulares definidas —respectivamente — sobre los alfabetos
21 y 22, y los autématas M1 = (Ql; 217 (51, QQI, {Qfl}) y M2 = (QQ, EQ, (52, q027 {qu})
tales que Ly = Z(r1) = L (M) y Ly = ZL(ry) = Z(Ms). Entonces para la expresién
regular r (que depende de las anteriores) definida sobre un alfabeto ¥, debemos construir
un autémata M = (Q, X, 6, qo, F') tal que L = Z(r) =L (M) :

» Sir=ry|re = L=LyuUlLy, ycreamos M de esta manera:

=21 Ud Q=Q1VQ2U{qo,qr} F={qs}
61(q, a) si ge@r A ae(Zu{e})

:
_ ) 02(q,a) si geQa A ae(EQU{s})
5((]7@)_ 1 2 .
{ar} si qe{qstq?t Aa=¢

m Sir=ry-rg = L=1L-Ly, ycreamos M de esta manera:
Y=X1UX Q=0Q1vQ, F={Qf2} g = qo*

_ € 51(g,a) st geQi A ae(Syu{e})

6(g,a) =302(q,a)  si geQay A ae(Egu{a})

®

» Sir=r* = L=L{", ycreamos M de esta manera:
Y=% Q=Q1Y{q,qs} F={qs}

€

N

° } ) 5(q,a)={61(q’a) si ge@r A ae(Elu{g})

{aw' s} st qge{q,q'} Aa=e

€
|
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Esta manera de convertir expresiones regulares en autématas finitos que acabamos
de ver, tiene la desventaja de que el resultado es una maquina con una gran cantidad
de estados y e-transiciones, por lo que en la practica no es muy conveniente.

Ejemplo 1.5 Tenemos la expresion reqular r = (0|01)* y queremos un autémata finito
que reconozca L (r).

Si aplicamos el [Teorema 1.6, obtenemos el siguiente AFND-¢ que consta de 10

estados y 9 e—transiciones:

8

(a0 )\t

Autémata finito para Z(r) segin el

Por otro lado, con un poco de ingenio, podemos crear este AFD para reconocer
Z(r) con tan solo 2 estados:

Autémata finito para Z(r) equivalente al anterior

Teorema 1.7 Conversiéon de AFD en Expresién Regular

A continuacion veremos el resultado que termina de probar el Teorema de Kleene
(equivalencia entre expresiones regulares y autématas finitos). Es importante aclarar que
el método que aqui se presenta es un resultado tedrico inviable en la practica. En su
lugar utilizaremos alguna de las estrategias descritas en la [Subseccion 4.3|

Dado un AFD M =(Q, %, 6, ¢, F') con L = £ (M), queremos obtener una expre-
sién regular r tal que L = Z(r).

Supongamos que los estados de () estan numerados del 1 al n, con n = |Q|. Es
decir, @ ={q1,**,¢n}. Lo primero que haremos es construir una coleccién de conjuntos
que, de manera progresiva, describan caminos en el diagrama de estados de M cada vez
mas largos. Para eso definimos

Rijk = {strings que van del estado ¢; al q;, sin pasar por un estado mayor a g}
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y asi podemos establecer que si F' = {qy,,--,qs.} (1< f; <n), entonces
'
L(M) = Ruy"
i1

Evidentemente necesitamos una definicién formal de los Rijk para hacer rigurosa
nuestra construccion, con lo cual la formularemos inductivamente segun k:

{aeX [ (g, a)=q;} si 1%

s C b :Ri‘():
M J {{aez/g(qi,a)ij}u{g} si Z:]

s Casos inductivos: Rijk = Rijk_l U (Rikk_l . (Rkkk_l)* -Rkjk_l)

Ahora lo tinico que resta es probar por induccién que podemos encontrar una
expresion regular r;;* para cada Rijk:

= Paso base: Como los elementos de Rijo son € o simbolos de Y, tendremos una
cantidad finita de ellos, con lo cual simplemente los juntamos todos con el operador
de unién:

]
rig = |l S? Z J donde a; e y t=|Ry’|
ap |- lag|e siti=j

= Paso inductivo: Asumimos como hipétesis de induccién que tenemos las expre-
siones regulares para los conjuntos con exponente k-1, a saber: r;;#1, ry k=1 rp k-t
y %71, Luego, nuestro objetivo es obtener una expresién regular para el conjunto
con exponente k, i.e. r;;*

ko_ k-1 k-1 k-1)* k-1
Tij- = Tij | Tik '(T’kk ) "Tkj

1.2.5. Relacién R,;, Teorema de Myhill-Nerode y Minimizacién

Hasta el momento hemos visto que para un mismo lenguaje regular, existen muchos
autématas finitos equivalentes. En esta seccion veremos una serie de resultados que nos
permitiran construir AFDs con una cantidad minima de estados.

Definicién 1.14 Dado un AFD M = (Q, %, 6, qo, F'), definimos la relacion binaria
Ry sobre Y%, de forma tal que —dados x,y € ¥* — se tiene que x Ry y si

(g0, %) = 0(qo, y)

(el estado al que llega M tras procesar z es el mismo que al que llega tras procesar y).

Observacién: R); es una relacién de equivalencia en la cual #clases(Ry) = |Q)|.
Ademés se cumple para cualquier lenguaje regular que #clases(Ry) < #clases(Ry).
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Teorema 1.8 Teorema de Myhill-Nerode
L esregular <= #clases(Ry) < o0

Demostracién =

L es regular =3 AFD M =(Q, %, 9, qo, F') | L=2(M) |/ Def. leng. regular en [Definicion 1.5|
= #clases(Ry) < #clases(Ry ) =|Q| < oo /] Observacién previa
= #clases(Ry) < o /| Transitividad

Demostracién <

#clases(Ry) < co = Conocemos las clases de equivalencia de Ry, y a partir de
ellas construimos un AFD M = (Q, %, 0, qo, F) | L =% (M) donde:

= Q= {[w;] / w; es el representante de la i—ésima clase de Ry}

> es el mismo alfabeto sobre el que se define L

VreX* VaeX : §([z],a)=[za]

= qo =[]

= F={[z]/xeL}

Luego xe€ Z(M) <— 5([6],%) e I /| Def. de aceptacién en
— [:I:] eF // Construccién del § para este caso

<~ zrel / / Construccién de F' para este caso

Definicién 1.15 Dado un AFD M = (Q, ¥, 4, qq, F'), diremos que dos estados p y ¢ son
equivalentes si X X
VeeX* : §(p,x)e F < d(q,x)eF

SidzeX/ S(p, r)eF A 5(q, x) ¢ F o viceversa, decimos que p y ¢ son distinguibles.

Teorema 1.9 Algoritmo de Minimizacién de AFD

Dado un AFD M = (Q, %, 6, qo, F'), la idea subyacente a este algoritmo es parti-
cionar iterativamente el conjunto de estados () de manera que, al finalizar cada iteracién,
los estados internos a cualquier subconjunto de la particion que se acaba de construir
sean equivalentes entre si (de acuerdo a la [Definicién 1.15)).

Se comienza con una particiéon base
o - Q \ F F

y se van construyendo sucesivas particiones m; hasta que, para cierto i, m; = m;_;. Cuando
llegamos a este punto hemos encontrado una particion que no se puede “refinar” mas,
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con lo cual paramos de iterar y en base a los subconjuntos que nos quedan construimos
un nuevo autémata equivalente M’ que serd minimo.

El|Algoritmo 4.4] explica el procedimiento con mas detalles.

1.2.6. Automatas con Salida

En el correr de esta subseccion hemos visto autéomatas finitos que se limitan a
reconocer lenguajes regulares, y todos ellos comparten la caracteristica de tener una
Unica cinta que sirve para leer la entrada.

La teoria de automatas nos permite extender el modelo matematico de la 5-tupla
para crear maquinas con dos cintas, capaces no solo de leer una entrada desde una cinta,
sino también de escribir una salida en otra cinta independiente de la primera. Formal-
mente a estas maquinas se les llama Transductores de Estados Finitos (FST), ya
que transducen (“traducen”) una tira leida en la entrada a otra tira que queda impresa
en la salida.

En esta parte presentaremos dos variantes clasicas —ambas deterministas— de este
tipo de maquinas, veremos la equivalencia entre ellas, y —al igual que los AFD — cémo
se pueden minimizar.

Definicién 1.16 Una mdquina de Mealy es un FST cuya salida depende tanto del
estado actual como de la entrada actual. Formalmente es una 6-tupla
M=(Q, %, A, A q) donde:

= () es el conjunto de estados

Y es el alfabeto de la entrada

A es el alfabeto de la salida

0:(Q x X — @ esla funcién de transicién de estados

s A xY — A es la funcién de salida

qo € Q es el estado inicial

Al igual que antes, precisamos extender la funcién § para poder procesar tiras
completas de ¥*, con lo cual tendremos 0 : Q) x ¥* - @ definida de la siguiente manera:

VgeQ : 9(q,€) = ¢
Vge@Q , VaeX , Vo eX* : 5(q,:na)=5(3(q,:v),a)

Observar que la funcién A\ también es capaz de procesar de a un simbolo de Y. Es
por esto que para ella también necesitamos definir una funcién \: Q x X* - A* que nos
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permita procesar toda una tira de X* por completo:

VgeQ : Mg,e)=¢
Vge@ , VaeX , VoxeX" : X(q,xa):X(q,x)-/\(g(q,x),a)

Observacién: Notar que un autémata con salida no tiene un conjunto de estados de
aceptacion (como si tienen los autématas finitos vistos anteriormente), ya que con este
tipo de maquinas no buscamos decidir si una tira pertenece o no a cierto lenguaje.

Definicién 1.17 Una mdquina de Moore es un FST cuya salida depende tinicamente
del estado actual. Formalmente es una 6-tupla M = (Q, X, A, §, A, qo) en la que:

= () es el conjunto de estados

Y es el alfabeto de la entrada

A es el alfabeto de la salida

0:Q x X — @ es la funcién de transicién de estados

A: () - A es la funcion de salida

qo € Q es el estado inicial

La extension de la funcion 0 para poder procesar tiras de X* es igual que en el
modelo de Mealy, es decir, § : Q x X* - @ queda definida de la siguiente manera:

VgeQ : 6(q,e) = ¢
VgeQ , VaeX , VoeX* : 5(q,:ca) = 5(5(q,x),a)
Pero a diferencia del modelo anterior, en este caso la funciéon A no depende de

3, con lo cual no podemos extenderla a una A que procese cadenas de X*. En su lugar,
tendremos otra funcién A\ : QxX* - A* que si pueda procesar tiras de X* completamente:

Vge@ : Mq,e)=¢
Vge@ , YaeX , VreX" : X(q,xa):S\(q,x)-)\(g(q,xa))

Ejemplo 1.6 Queremos una maquina con salida capaz de leer una senal binaria tal que,
por cada bit leido, imprima P st la cantidad de unos leida hasta el momento es par, o
imprima I en caso contrario.

0/P 1/ 0/I 0 1 0
1/P 1

(a) Maquina de Mealy (b) Maquina de Moore

Resolucion del [Ejemplo 1.6| segin cada modelo
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En la notacion grdfica para las mdquinas de Mealy rotulamos las transiciones de
la forma “entrada/salida”, mientras que en las mdquinas de Moore rotulamos los
estados de la forma “nombreEstado/salida”. Al igual que antes, en ambos ponemos

una flecha apuntando al estado inicial.

Como es de esperar, una maquina de Mealy tiene una maquina de Moore equivalente,
y viceversa. Los Teoremas y prueban la equivalencia en ambas direcciones,
exponiendo un algoritmo de conversién para cada caso.

Teorema 1.10 Conversién de Mealy a Moore
Dada una maquina de Mealy M = (Q, 3, A, §, A, qp), crearemos una maquina de
Moore M’ = (Q', 3/, A", §", N, qo') siguiendo estas reglas:

1) Q@={¢"/qeQ r teA}
2) %
3) A
4) Yge@ , VaeX : Si p=96(q,a) y r=X(q,a) entonces Vte A : §'(¢*,a) =p"
5) Vgte @', Vte A : N(¢') =t
6)

' =qot € ' (para un t € A arbitrario)

Ejemplo 1.7 Retomemos la mdquina de Mealy vista en el [Ejemplo 1.6

0/1
11 l Vamos a aplicar el para
c.a convertirla a una mdquina de Moore:
1/P
o
qo’ /P
D

Primero creamos los estados ¢t de )’
donde g€ {qo,q1} yte{P, 1} 6(90,0) =qo y )\((1070) P
= 0'(q",0) = "

0/Pp
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(90, 1) =q1 y Mqo, 1) =1 3(q1,0) =q1 y Mq1,0) =1
= 0"(qt, 1) = = 0"(q.%,0)=q!

5(q1,1)=qoy Mqi,1) =P Finalmente elegimos uno de los
= (¢t 1) = go¥ qo! para que sea el estado inicial

Notar que el estado ¢;* queda inalcanzable

(“estd de sobra”), y lo mismo sucede con qo! 0 ‘ 1 l 0
dada nuestra eleccion del estado inicial. St

quitamos ambos nos queda la mdquina que @ @
vimos en el [Ejemplo 1.6

1

Teorema 1.11 Conversién de Moore a Mealy
Dada una maquina de Moore M = (Q, X, A, 6, A, qo), crearemos una maquina de
Mealy M’ =(Q’, X', A, §', X', qo') siguiendo estas reglas:

1) @=Q
9) ¥ =%
3) A=A
4) YVge@ , VaeX : Si p=9(q,a) y r=A(p) entonces ¢'(q,a)=p y N(q,a)=r
5) @' =qo
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Ejemplo 1.8 Recordemos la maquina de Moore vista en el [Ejemplo 1.6:

0 ‘ 1 l 0
SERD

1

Primero ubicamos
los estados de @'

Vamos a aplicar el para

convertirla a una mdquina de Mealy:

O/P;

(5((10,0) =qo Yy )\((10) =P
= 5'((JO>O) =qo Yy )\'((10,0) =P

0/p 171

O/P 11 O/I

5((]0, 1) =q1 Y >\((]1) =1
= (g0, 1) =q1 y N(qo,1) =1

0/Pp

‘ 1/1 l

1/P
(g1, 1) =qo y Mqo) =P

5(q1,0)=q1 y Maq) =1
= 0(q1,0) =q1 y N(q1,0) =1

0/p 0/1

\ 1/1 l

1/P

Marcamos el

= (¢, ) =q y N(q,1)=P estado inicial

Tal como adelantdbamos al principio de esta subseccion, lo ultimo que nos queda
por estudiar es el proceso de minimizacién de los autéomatas con salida.

Teorema 1.12 Minimizacion de Autématas con Salida
Antes que nada hemos de aclarar que el siguiente algoritmo se aplica a maquinas de
Mealy. En caso de tener una maquina de Moore simplemente aplicamos el

que acabamos de ver como paso previo. Entonces, a partir de una maquina de Mealy
M =(Q, %2, A, d, \, qo), construiremos otra maquina de Mealy M’ equivalente con una
cantidad minima de estados.
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Comenzaremos redefiniendo la equivalencia entre estados que vimos en la [Defini-
cion 1.15 En este contexto, diremos que dos estados p y ¢ son equivalentes cuando

Ve e s Mp,a) = Mg, @)

Luego el mecanismo de conversion no difiere sustancialmente de lo que explicamos
en el [Teorema 1.9 (Minimizacién de AFD). De hecho, la tnica diferencia radica en la
construcciéon de la particion base, que en este caso lo hacemos segin A:

T Cp - O - G
donde C} = {qi,'--,qk €@ [VaeX , Ym,ne{i,~ k} : ANgm,a) = )\(qn,a)}.
Es decir, armamos los subconjuntos C' de 7y agrupando aquellos estados que

produzcan la misma salida para todos los simbolos de la entrada.

Un vez que tenemos establecida la particién base, construimos las sucesivas par-
ticiones m; de la misma forma que en el otro algoritmo (i.e. segun ¢). Por lo tanto, el
pseudocddigo de este procedimiento coincide con el [Algoritmo 4.4} salvo en la linea 2
que es donde justamente se define el 7.

1.2.7. Autédmata Finito Determinista de Dos Cintas

En esta parte veremos una tultima variante de los AFD, que —como su nombre
lo indica— tienen dos cintas independientes. La diferencia con los FST que acabamos
de estudiar estd en que aqui ambas cintas son de entrada, y entonces el proposito del
autémata es decidir pares de strings.

Definicién 1.18 Un automata finito determinista de dos cintas es una 6-tupla
M = (Q1, @2, X3, 9, qo, F) donde:

= ()7 es el conjunto de estados que avanzan sobre la cinta #1

(- es el conjunto de estados que avanzan sobre la cinta #2

> es el alfabeto de los pares de entrada

d:(Q1UQ2) xX > (Q1UQ>) es la funcién de transicién de estados

qo € (Q1 U Q2) es el estado inicial

F < (Q1UQ>) es el conjunto de estados de aceptacién
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Como todos los casos estudiados previamente, es necesario extender la capacidad
de la funcién § para que pueda procesar pares de tiras de X* x X* por completo, con lo
cual tenemos ¢ : (@ UQ2) x X* x 3* - (@1 U Q2) definida como sigue:

qu(QIUQQ) : 5((]7878):(]
Vgl €eQ,, YaeX , Vo,yeX* : (q},ax,y)zﬂé(q},a),x,y)

Vi €Qy, YaeX , Vo,yeX* : S(q?,x,ay):5(5(q]2-,a),$,y)

S

Definicién 1.19 Dado un AFD de dos cintas M = (Q1, @2, X, 6, qo, F), el lenguaje
aceptado por M es X (M) = {(:c,y) eX* x B [ 0(qo, x,y) € F} Es decir, £ (M) es el
conjunto de pares de tiras de X* x X* tales que, partiendo desde ¢y, M consume todos
los simbolos de ambas tiras y se detiene en un estado de aceptacion.

Observacién: La funcién 6 expuesta en la |Deﬁnicic’>n 1.18| no es total, ya que no tiene
asociada una expresion para los casos tipo 0 (q},e, ay). Estas son instancias en las que
el autémata se encuentra en un estado ¢! € Q1, ya consumié toda la tira de la cinta #1,
pero todavia le queda al menos un simbolo a por consumir en la cinta #2. Dado que
el estado actual determina sobre qué cinta debe leer el autémata, es claro que en una
situacién como esta el automata queda “trancado” y rechaza el par de strings dado
como entrada. Una situacién analoga sucede con los casos tipo b} (q?., ax, 5).

Como veremos en los ejemplos a continuacion, para representar un AFD de dos
cintas mediante un diagrama de estados, es de utilidad trazar una linea punteada que
delimite los conjuntos de estados ()1 y Qs.
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Ejemplo 1.9 Construir un AFD de dos cintas que acepte el lenguage:

L= {(wl,wQ) €{a,b}* x{a,b}* | |wi| =|ws| A w1(i)=a < wy(i)= b}

1
:
1
Tomar laentrada '  Tomar la entrada
desde w; ! desde w,
1
1

Este autdmata tiene como estado inicial qo = q3, por lo tanto el primer simbolo
que lea provendrd desde la tira wy. Si el simbolo leido en wy es una a (andlogamente
para una b), el autémata pasa a ¢¢ (q3) y alli queda habilitado solamente a leer una b
(a) desde wsy. Si efectivamente se lee una b (a), el autdmata vuelve a g} y repite este
procedimiento con el proximo simbolo de wy. Puesto que para cada simbolo leido desde
wy itnmediatamente se pasa a we a buscar su complementario y —de encontrarlo— acto
sequido se vuelve a wy, sobre la marcha se va controlando que |wi| = |wsy|. En caso de
poder consumir todos los simbolos de ambas tiras como se espera, el automata se detendra
en gt (el inico estado de aceptacidn), y aceptard el par de strings dado como entrada.

Si en algin momento —ya sea en g2 o en ¢ — el autémata no lee el simbolo esperado,
al no tener una transicion definida (dibujada), “se tranca” y no acepta la dupla de strings.

Si el automata encuentra los simbolos esperados pero |wi| < |ws|, este se detendrd
en qg, que si bien es un estado de aceptacion, como todavia le quedan simbolos por leer
en wy no aceptard el par. De manera similar, si |wi| > |ws|, el autdmata va a terminar
en g¢ o g3, pudiendo pasar que haya consumido por completo ambas tiras (precisamente
cuando |wq| = 1+ |wy|), o bien que termine en uno de esos dos estados con simbolos
pendientes para leer en wq. En el primer caso el automata rechaza el par por haberse
detenido en un estado que mo es de aceptacion, mientras que en el sequndo lo rechaza
por no poder sequir leyendo los simbolos en wy.

Por ejemplo:
» FEl par (ab,ba) € Z (M), ya que S(qé,ab, ba) =qi e F={d¢}.
» Bl par (aba,bbb) ¢ L (M), pues cuando lee la b de wy pasa a g7, encontrdndose en

wy con una b donde se esperaba una a (“se tranca” debido a que

5(q(1),aba, bbb) == 5(qf,a,bb) = 5(5(q%,b),a,b), y 5(q%,b) estd indefinida).

» El par (a,ba) ¢ £ (M), dado que cuando llega al final de wy queda en un estado
de Q1 y todavia le resta una a por leer en wy (“se tranca” porque
5(qé,a,ba) == (5(qé,6,a), y esta dltima no tiene una expresion definida).

Bruno Hernéndez Pagina 28



Teoria de Lenguajes FIng — UdelaR

= El par (ab,b) ¢ L (M), ya que 5(q(1),ab, b) =gl ¢ F.

» El par (bab,a) ¢ £ (M), pues cuando lee la a de wy pasa a ¢2, quedando asi en un
estado de Qo y encontrdndose ya en el final de wo, pero teniendo una b por leer
en wy (“se tranca” porque 3(q3,bab, a) == 5(q§,b,6), y esta ultima no tiene una
expresion definida).

Ejemplo 1.10 Construir un AFD de dos cintas para reconocer el siquiente lenguaje:
Ly={(a"c " a™c) [ m>n>0}

Antes que nada, observar que la condicion “m >n” implica que 3k >0 [ m =n+k,
entonces las duplas de este lenguaje se pueden escribir como (a™c b"%2 | a™*¢c) [ n,k >0,
que es lo mismo que (a"c b"%2  a*akc) | n,k>0.

Mas ain, el término “n%?2 [n mddulo 2]” nos permite segregar en dos tipos de
duplas: cuando n es par las tiras de la cinta #1 no terminan en b, i.e. las duplas son

de la forma
(a"c,a"a"c) [ n,k>0

y cuando n es tmpar si se tiene una b al final, siendo las duplas de la forma
(a"cb,a"a"c) | n,k>0

Entonces, teniendo en cuenta lo anterior, creamos el siguiente automata:

cantidad de a's

1
1
leidas es par a 1
1

cantidad de a's
leidas es impar

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
T
1
1
1
1
1
1
Il
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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Ejemplo 1.11 Construir un AFD de dos cintas que decida el siquiente lenguaje:
Ly={(t/a", 0"a’b™) [ k=3m+1 A m,n>0 A j>0}

En primer lugar, notar que la condicién “j >0 implica j>1 = >0/ j=1+L.
Entonces los pares de tiras de este lenguaje se pueden escribir como (b4 al*3m pn g1+ pm) /
¢,m,n >0, que es equivalente a

(b bvla a® b a a®b™) | £,m,n >0

Entonces, teniendo esto en cuenta, creamos el siguiente automata:
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1.3. Propiedades de los Lenguajes Regulares
1.3.1. Pumping Lemma para Lenguajes Regulares

El Pumping Lemma (Lema de Bombeo en espanol) es una propiedad funda-
mental que poseen todos los lenguajes regulares, pero no es el tipo de propiedad que
podamos emplear para justificar que un lenguaje sea regular.

Esto ultimo se debe a que el Pumping Lemma define una condicién necesaria
pero no suficiente, es decir: lo que dice esta propiedad es algo que cualquier lenguaje
regular necesariamente debe cumplir para serlo, sin embargo, que cierto lenguaje cumpla
lo que esta propiedad establece no es suficiente para afirmar que efectivamente se trate
de un lenguaje regular.

Teorema 1.13 Pumping Lemma para Lenguajes Regulares

Si L es un lenguaje reqular entonces
dneN [/ VzeL conlz|>n se cumple que

3 una descomposicion z =uvw [ |uwv]<n , [o|>1 y Vi>0: w'we L

Demostracién:

Por hipdtesis sabemos que L es regular, por lo tanto —segun la [Definicion 1.5(—
existe un AFD M =(Q, X, 0, qo, F') | L =2 (M).

El Teorema lo primero que dice es que “In € N /-7 entonces nosotros proponemos
que dicho n sea exactamente |@Q)|, i.e. la cantidad de estados de M.

Lo que sigue es un “Vz e L con |z| >n ", con lo cual para probar este para-todo
consideramos un z genérico letra por letra: z=ay - a,, [ z€ L y m>n (a; € X).

Antes de continuar con el enunciado de la tesis, definamos la siguiente notacion:
po=0(q,€) , p1=0(qo0,a1) , -, pi=0(qo,a1 -+ a;)

Observaciones:

1) po=0(qgo,e) // Det. po

=@ // et é en[Ecuncion 11
2) zeL=0(q,z2)eF // Def. £(M) en [Definicién 1.4]

:5((]07@1 am)eF /) z=ay - am
= pm € F // Def. p; para i=m

De la [Observacion 2)| se deduce que, para reconocer z, M pasa por cada uno de
los estados del conjunto P = {pg,--,pm}- Es decir, M recorre |P| = m + 1 estados para
reconocer z.

Ahora bien, m+1>m y m>n = m+1>n. Recordando que n = |Q)|, resulta
evidente que si m + 1 > n, en el recorrido de M para reconocer z existe al menos un
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estado ¢, €  visitado mas de una vez. En otras palabras, 3p;, p, € P [ p; = p, para
0<j<k<m (p; y pr estdn mapeados a un mismo g, ):

ay a: Ae1 -+ Am

Dicho esto continuamos con la tltima parte del enunciado del Teorema:
“J una descomposicion z = vow | juv| <n ., jv|>21 y Vi>0: wiweL”, alo que
nosotros proponemos la siguiente:

U=ay = a , V=01 A Y W=0agy1 - Gy
Ahora veamos que se cumplen las tres condiciones para esta descomposicién:

1) |uv[<n
=1 siq =gn-1 (el estado repetido es el ultimo)
uv] = lay -+ aj ajy - ax| .
<7 s1no

= |luv|<n vV
2) ol>1

v =|ajer - ag|=k-(+1)+1=k-j

Luego [v]|>21 <= k-j>1 < k-j>0 < k>j V
3) Vi>0 : wwel

Por la de aceptacion por AFD, esto es equivalente a comprobar que
Vi>0 : 6(qo,uviw) € F.

2 Def. u 2 Obs. 1) ¢ Def. p;

o(po,u) =" 0(po,as - aj;) 5(qo,a1 - aj) ==" p;

S(pjav) = 3(]%%41 ag) /) v=ajaak
=Pk // 3(27071“}) = 5(90701 Gy Gl Ag) = PE=> 3(pj,aj+1 e ag) = P
=Dj // Dicho més arriba

Luego, d(pj,v") = p;.

5(prsw) = 6(pr, per + am) /[ w=agar -
=Pm // 3(17071“)“)) = 5(610701 Qg Qg1 vt Qg Gyl vt am) =Pm

= 0(Pky Aks1 Q) = Pm

[Obs. 2)
! ' € F \/

= 5((10, u'w) = pp,
ot
]
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1.3.2. Contrarreciproco del Pumping Lemma

Tal como mencionamos en la subseccién anterior, el Pumping Lemma no nos
permite afirmar que un lenguaje dado sea regular. Sin embargo, al ser una condicion
necesaria que todos los lenguajes regulares han de cumplir, podemos utilizar su contra-
rreciproco para probar que cierto lenguaje dado no es regular.

La formulacién légica del contrarreciproco del Pumping Lemma para Lenguajes
Regulares puede consultarse detalladamente en uno de los materiales del curso, y en
sintesis el mismo establece lo siguiente:

Si L es tal que
VneN : JzeL con|z| >n para el cual se cumple que

V descomposicion z = uvw en la que |uv|<n y o] >1 : 3i>0 ) ww'w ¢ L

entonces L no es un lenguaje reqular.

{Cémo lo usamos? Dado L, definimos n € N la constante del Pumping y elegimos
z €L [ |z] 2 n. Luego consideramos todas las descomposiciones z = uvw que cumplan
luv| <ny [v| > 1, y en cada una buscamos un i >0 / z; = uv'w ¢ L.

Ejemplo 1.12 Decidir si L ={0*1% [ k> 0} es un lenguaje regular.

Pensando en un automata, es evidente que si k fuera un numero fijo facilmente
podemos construir un automata finito con 2k + 1 estados que reconozca el lenguagje. Pero
este no es el caso, el k de nuestro lenguaje no esta acotado superiormente, con lo cual
parece imposible poder reconocer todos los casos para cada k >0 con una cantidad finita
de estados. Cuidado: que no se nos ocurra cdmo construir un autdmata finito (o una
expresion reqular) no es un argumento vdlido para sostener que el lenguaje no es reqular.

Tenemos la intuicion de que este L no seria un lenguaje reqular, con lo cual vamos
a intentar aplicarle el Contrarreciproco del Pumping Lemma para Lenguajes Regulares:

Sea n € N la constante del Pumping.
Elegimos z=0"1" = |z|=n+n=2n>n

Ahora consideramos todas las descomposiciones z = uvw [ |uv| <n y |v| > 1:

n n
Z =[00: 011 --erennee 1|
o] | v |
Caso 1):
u=0° p+qg<n = z; = uv'w
v=017 g>1 = 0P (07)" QP 1™
w=0"P 1" =P 07 Qn P 1"

— 0p+qi+n—p—q 1n

— 0n+q(i—1) 1"
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Tomari=2 = zy =040 17 |,_, = On+a 17,
"

Entonces zo € L <= On+d 1 e [ = n+q=n <= q=0 ¢ Estoes
absurdo ya que establecimos q > 1, por lo tanto z9 ¢ L.

FEstas son todas las descomposiciones z = uvw que cumplen [uv|<n y |v| 21, y en
cada una encontramos i >0 [ z; ¢ L. Luego, por el Contrarreciproco del Pumping Lemma
para Lenguajes Regulares, L no es regular.

Observaciéon: La eleccién del z condiciona la cantidad de descomposiciones que se
deban considerar, asi como el éxito que se pueda tener en encontrar para cada una un
z; ¢ L. Esto quiere decir que hay maneras de elegir el z que pueden hacer mas trabajoso
el estudio por casos, y hay otras maneras que directamente no sirven porque para algin
caso no podemos encontrar un z; ¢ L.

La eleccion de un z adecuado y conveniente para cada lenguaje es una habilidad
que se adquiere con la practica.

1.3.3. Propiedades de Clausura

Teorema 1.14 Los lenguajes regulares son cerrados bajo estas operaciones:

1) Unién 6) Reverso
A reqular A reqular = A" regqular
= Au B regular
B reqular

7) Cociente

2) Concatenacién R regular

A regular L arbitrario

} = R | L regular
= A- B reqular
B regular

8) Sustitucién

3) Clausura de Kleene

A reqular = A* reqular

4) Complemento

A reqular = A¢ reqular

5) Interseccién
A reqular

} = An B regular
B regular

Aclaraciones:
Ar={z"e¥* [xelL}

T=ay - A1y

= 2" =a,an-1 - Q1

A reqular

}=> f(A) reqular

f sustitucion

9) Homomorfismo

A regqular
= h(A) regular
h homomorfismo

10) Homomorfismo Inverso

A regqular
= h7Y(A) regular
h homomorfismo

A/ B={xeX* [ IyeB :zyecA}
A

xl cee xmyl cee yTL
A/ B B
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Una sustitucion f entre ¥y A* es una funcion que mapea cada simbolo a € ¥ con un
lenguaje L, ¢ A*. Intuitivamente se extiende para cadenas x € X* de la siguiente manera:

f(e)=en f(xa) = f(x)f(a). Paraun lenguaje A se tiene que f(A) = {f(x) e A* [ x € A}.

Un homomorfismo h es un caso particular de sustituciéon en el cual cada simbolo
a € X3 se mapea con un string s € A*. Luego h(A) = {h(x) e A* | x € A}.

A partir de un homomorfismo h, se define el homomorfismo inverso h=t : A* - ¥* |
h=Y(w) ={zxe¥* | h(x) =w}. Luego h™'(A) ={xe>X* | h(x) € A}.

Observacién: Un homomorfismo h y su inverso asociado h~! no son funciones
reciprocas, es decir, h‘l(h(L)) # L en general.

Algunas demostraciones:

1) Ay B regulares = 3 r,, 1, expresiones regulares | A=.%(r,) A B=2(rp)
= AuB=2L(r.|r)
= AU B regular
2) Ay B regulares = 3 1,, 1, expresiones regulares /| A= _Z(r,) A B=.2(r)
= A-B=ZL(r,-m)
= A- B regular
3) Aregular = 31, expresién regular /| A= _Z(r,)
= A*=2(r.")
= A" regular
4) Aregular = IAFD M | A=2(M)
Construir M’ haciendo que los estados de no aceptacion de M

= 1 si sean de aceptacién en M’ y viceversa (se requiere que ¢ esté
totalmente definida).

= 3AFD M’ | A° = 2(M')

= A° regular

5) AnB = (A°u B¢)¢ = Partiendo de que A y B son requlares, aplicamos las
Propiedades 1)y [4)|y obtenemos que (A¢u B€)¢ es reqular.

@

A° B A°U B (A° U BY)°

Bruno Hernéndez Pagina 35



Teoria de Lenguajes FIng — UdelaR

6) Aregular = 3IAFD M | A= % (M)
Construir M’ revirtiendo la direccién de las transiciones de M,
hacer que los estados de aceptacion de M sean de no—aceptacion
en M’ agregando gy’ inicial con e—transiciones hacia ellos, y hacer
que g sea el estado de aceptacion.
= 3 AFND-e M’ | A" = £ (M")

= A" regular

Observacion: La Diferencia también es una propiedad de clausura:

A reqular

B reqular

} = A\ B regular

Recordar que A\ B={xeX* [xze A A z ¢ B}.

A\ B =AnB¢ = Partiendo de que Ay B son requlares, aplicamos las Propiedades
y |5)| v obtenemos que A n B¢ es regular.

A B° ANB°

Ejemplo 1.13 Decidir si L = {(ab)*c* | k >0} es un lenguage regular.
A primera vista es muy similar al lenguaje del por lo tanto sos-

pechamos que no es reqular. Una opcion seria aplicar el contrarreciproco del Pumping
Lemma a este L, pero este camino tiene la “desventaja” de que requiere mds de una
descomposicion para el z = (ab)"c" : si u es la cadena vacia, si u termina en a, si u
termina en b ...

Otro camino mdas rapido es definir un homomorfismo h que nos transforme el
lenguaje que tenemos en otro mds facil de manejar, ya que como vimos en la
|dad 9)| del |Teorema 1.14), si A es reqular = h(A) es reqular, con lo cual se cumple
su contrarreciproco: si h(A) no es reqular = A no es regular. Para eso considerar el

homomorfismo h:{a,b,c} - {e,0,1} |/ h(a) = A h(b)=0 A h(c)=1.

Entonces h((ab)kc*) = (h(ab))k (h(c))k = (h(a)h(b))k (h(c))k = 0¥1%. Por lo
tanto h(L) = {OF1¥ | k > 0}, que ya probamos que no es reqular. Luego, L no es un

lenguagje regular por el contrarreciproco de la|Propiedad 9),.
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2. Lenguajes Libres de Contexto

2.1. Gramaticas Libres de Contexto

2.1.1. Introduccién

Definicién 2.1 Una gramdtica es una 4-tupla G = (V, T, P, S) donde:
= V es el conjunto de simbolos variables
= T es el conjunto de simbolos terminales
= P es el conjunto de reglas de produccion

» S eV es el simbolo inicial

Definicién 2.2 Una gramdtica libre de contexto es una gramatica en la que todas
sus reglas de produccion son de la forma

A-a
donde AeVyae(VuT).

Definicién 2.3 Una derivacion es una notacién que sirve para representar la inferencia
de una regla de produccién. Dada una gramadtica libre de contexto G = (V, T, P, S)
escribimos

aAp = avyp

cuando queremos mostrar que v es el resultado de aplicar la regla «A — v» € P, con
AeVya,pB,ve(VuT).
Si queremos indicar que la inferencia se produce en n pasos escribimos

aAB = aypf

Y en caso de querer representar una cantidad indefinida de pasos cambiamos n por *.

Observaciéon: La notacion de derivacion se extiende para gramaticas en general:
Si tenemos la regla «a — #» € P y la secuencia x ay, podemos decir que

ray = zfy

para z,y,a, 5 (VUT)* A a+e.

Definicién 2.4 Dada una gramatica G = (V, T, P, S), el lenguaje generado por G

es Z(G) = {xeT* | S= x}. Es decir, Z(G) es el conjunto de secuencias de T* que se
derivan del simbolo inicial S.

Definicién 2.5 L es un lenguaje libre de contexto si existe alguna gramatica libre
de contexto que lo genera.
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Ejemplo 2.1 FEn el|Ejemplo 1.12 de la seccion anterior vimos que el lenguaje
L={0k1% | k> 0} no es regular. Vamos a probar que L es un lenguagje libre de contexto

construyendo una gramdtica libre de contexto G = (V, T, P, S) que lo genere:

V={S} T={01) P:{SﬁOSI}

S - 01
S = 0S1 = 00511 = -+ = 0151 = oFltor1mt = oF1F
e ——
Aplicar recursivamente k—1 veces la regla Finalizar con la regla
S — 051 para el caso del menor k

Observacién: Si tenemos n reglas de produccién que comparten la misma variable A

del lado izquierdo:
A— aq

A -

podemos “compactar” todas ellas en “una sola” regla de la forma: A — oy | - | a,.

Definicién 2.6 Una derivacion de mds a la izquierda es una secuencia de deriva-
ciones en la que en cada paso se deriva la variable de més a la izquierda. Andlogamente
se define el concepto de derivacion de mds a la derecha.

Ejemplo 2.2 Construir una gramdtica libre de contexto para el lenguaje

L={0*1%27 | k,p>0}.
S—>KP

V ={S, K, P} T={0,1,2} P={K-0Kl]|e
P—2P|¢

St nos prequntamos si la tira 0122 pertenece al lenguaje generado por la gramdtica,
basta con encontrar alguna derivacion que conduzca a ella:

S = KP = 0K1P = 0K12P = 0¢12P = 012P = 0122P = 0122¢ =0122  (Aleatoria)

S = KP = 0K1P = 0c1P=01P = 012P = 0122P = 0122 =0122 (Izquierda)
S = KP = K2P = K22P = K22¢: = K22 = 0K122 = 0122 = 0122 (Derecha)
k+1 p+1

S = KP = 0F1FP = 0F1F2P  (Izquierda)
En general: pil il
S == KP — K2 =— (0k1k2p (Derecha)
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Definicién 2.7 Dada una gramética libre de contexto G = (V, T, P, S) y una tira
w e T*, un arbol de derivacion para w es un grafo de tipo arbol con las siguientes
caracteristicas:

= El nodo raiz es la variable S

= Todos los nodos interiores son variables de V'

» Todas las hojas son simbolos terminales de T'u {e}

» Para cada nodo interior A con k hijos x1,---, x; existe la regla «A - x1 - xp» € P

= La cadena formada por la concatenacién de izquierda a derecha de todas las hojas
es igual a w

Ejemplo 2.3 Un drbol de derivacion para la tira 0122 del[Ejemplo 2.3 es

Como se observa, si concatenamos todas las hojas de izquierda a derecha obtenemos
la tira 0e122¢ = 0122 Vv

Claramente existe una fuerte vinculacién entre las derivaciones y los arboles de
derivacién. De hecho, se ha demostrado el Teorema citado a continuacion:

Teorema 2.1 Dada una gramatica libre de contexto G = (V, T, P, S) y una tira w € T*
S = w <= 3 4rbol de derivacién para w

Definicién 2.8 Una gramatica libre de contexto G se dice ambigua, si existe alguna

tira generada por G para la cual podemos obtener dos arboles de derivacion distintos,

dos derivaciones de mas a la izquierda distintas, o bien dos derivaciones de mas a la
derecha distintas.
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2.1.2. Gramaticas Regulares

Teorema 2.2 Todos los Lenguajes Regulares son Libres de Contexto

Sea L un lenguaje regular. Es sabido por la que existe una expresion
regular r / L = Z(r), entonces —como ya lo hemos hecho antes— usaremos la defini-

cion inductiva de las expresiones regulares para plantear un algoritmo que devuelva una
gramatica libre de contexto:

Casos base:

Sean r una expresion regular y G = (V, T, P, S) una gramatica libre de contexto,
tales que L = Z(r) = Z(G). Luego:

s Sir=g = L=g, y m Sir=e = L={¢}, y wSir=a = L={a}, y

entonces: entonces: entonces:
V={S} vV ={S} V={S}
T=02 T=02 T ={a}
P=g P={S—-¢} P={S-a}

Casos inductivos:

Sean r, 11 y ry expresiones regulares, y G = (V, T, P, S), G; = (V}, Ty, P1, S1) v
Go = (Va, Ty, P», S3) (con Vi nV; = @) graméticas libres de contexto tales que
L=%2%(r)=%2(G), L1 =Z(r) =2(G1) y Ly = Z(rs) = Z(G2). Entonces:

» Sir=ry|ry = L=1L1ULy, ycreamos G de esta manera:
V=VuV,u{S} T=T,uT, P=PuPu{S—>5 |5}

s Sir=ry-rg = L=L;-Ly, y creamos GG de esta manera:
V:%U%U{S} T:TlUTQ P=P1UP2U{S—>51-SQ}

» Sir=r* = L=1L;", y creamos G de esta manera:
V:%U{S} T:Tl P:P1U{S—>81'S’€}

Definicién 2.9 Una gramdtica regular es una gramatica libre de contexto en la que
todas sus reglas de produccién son de la forma

A - Bw A—-wB
A-w A-w
(a) Gramatica Lineal Izquierda (b) Gramatica Lineal Derecha

donde A,BeV ywe (T u{e}). Podemos decir que una gramética regular es extendida
si permitimos que w € T™*.
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Observacién: Mezclar reglas de ambos tipos de gramaticas puede generar lenguajes no
regulares:

S—>aB|e
= B T: b P:
S = aB = aSb = aaBb = aaSbb = - = ad*SbF = dFeb* = vk

Teorema 2.3 Equivalencia entre Autémata Finito y Gramatica Regular

Conversion de Automata Finito en Gramatica Regular:

Dado un AFND-e M = (Q, 3,9, qo, F'), la idea de este algoritmo para construir
una gramatica regular G = (V,T, P,S) radica en asociar cada estado ¢; € ) con una
variable ); € V', y crear una regla «@Q); - a@);» € P si existe la transicién con a € (Z u {6})

desde ¢; a g;:
a
a ° ~ Q —>aQ

La variable S coincide con la variable )y asociada al estado inicial de M. Los estados
de aceptacion gy, € I’ determinan las reglas «Qy, - » € P.

El|Algoritmo 4.5| explica este proceso de forma mas “algoritmica”.

Observar que lo anterior genera una Gramatica Lineal Derecha. En caso de querer
una Gramatica Lineal [zquierda, la conversion requiere un paso previo: si el autémata tie-
ne varios estados de aceptacion, desde cada uno de ellos debemos anadir una e-transicion
hacia un nuevo estado de aceptacién “definitivo”. Luego, la variable S coincide con la
variable asociada al Unico estado de aceptacion, el estado inicial determina la regla
«Qo — e», y el resto de las reglas se crean de manera anéloga:

a

Conversion de Gramatica Regular en Autémata Finito:

Claramente los pasos a seguir dada una Gramatica Lineal Derecha son bidireccio-
nales, esto es: Cada variable de V' determina un estado en (), donde la variable S es la
asociada a ¢qp. Una regla «X — aY» € P para a € (T u {8}) implica que Y € §(X,a). Las
reglas «A - e» € P indican que el estado A € F.

En caso de partir de una Gramética Lineal Izquierda, la variable S estd ligada a gy

(el tinico estado de aceptacion), una regla «X — Ya» implica que X € (Y, a), y en tltima

instancia se crea qq (el estado inicial), donde cada regla del tipo «@; - £» determina una
e—transiciéon desde ¢y hacia g;.

|

Corolario: El lenguaje generado por cualquier gramatica regular es un lenguaje regular,
y cualquier lenguaje regular puede ser generado mediante alguna gramatica regular.
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2.1.3. Simplificacién

Definicién 2.10 Dada una gramatica libre de contexto G = (V, T, P, S), diremos que
una variable A eV es:

Anulable, si A= ¢
Positiva, si A= zeT*
Alcanzable, si SéaAﬁ
Util, si S=aAB=xeT*, cona,fe(VuT)*

Por otro lado, diremos que una produccién de P es unitaria si es de la forma
«A - B» (con A, BeV), y llamaremos e-produccion a una regla del tipo «A — £».

Definicién 2.11 Una gramatica libre de contexto se dice que esta simplificada cuando
no tiene e—producciones ni producciones unitarias, y todas sus variables son ttiles.

Observacion: En el concepto de simplificacion no interviene la cantidad de reglas
de produccién, y el mismo tampoco estd relacionado con el concepto de ambigiedad

(introducido en la [Definicién 2.8)).

Teorema 2.4 Teorema de Simplificacion
Todo lenguaje libre de contexto (no-vacio y que no contiene a ) puede ser generado
con una gramética libre de contexto simplificada de acuerdo a la [Definicién 2.11| T.
Dada una gramatica libre de contexto G = (V, T, P, S) | L = Z(G), construi-
mos otra gramatica libre de contexto G' = (V', T", P', S") | L = Z(G") equivalente y
simplificada.

El algoritmo de simplificacién consta de cuatro etapas:

1) Eliminacion de e—producciones

2) Eliminacién de producciones unitarias
3) Preservacion de variables positivas

4) Preservacién de variables alcanzables

y puede verse implementado en el [Algoritmo 4.6]

t Si el lenguaje es el conjunto vacio, entonces la “mejor” gramética que podemos
crear es G = ({S}, @, @, S), vy en este caso la variable S no seria util. Si el lenguaje
contiene a la tira vacia, entonces la “mejor” gramatica que podemos crear contendria
una unica e—produccion que seria «S — e».
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2.1.4. Formas Normales

Definicién 2.12 Una gramadtica libre de contexto G = (V, T, P, S) estd en forma
normal de Chomsky si todas sus reglas de produccién son de la forma:

A—- BC
A-a
con A,B,CeV yaceT.

Definicién 2.13 Una gramadtica libre de contexto G = (V, T, P, S) estd en forma
normal de Gretbach si todas sus reglas de produccion son de la forma:

A-af
conaeTly BeV*.

Teorema 2.5 Cualquier lenguaje libre de contexto (que no contiene a €) puede ser
generado con una gramatica libre de contexto en forma normal de Chomsky y también
con una en forma normal de Greibach.

La demostracion de este teorema (que aqui no la veremos) consiste en un algoritmo
que toma una gramatica libre de contexto cualquiera y la transforma en otra equivalente
en forma normal. Existe un algoritmo de este tipo tanto para la forma de Chomsky como
para la de Greibach.

Como veremos més adelante, la propiedad establecida en el nos
permitira probar resultados importantes acerca de las gramaticas libres de contexto.
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2.2. Autématas Push-Down
2.2.1. Introduccion

A lo largo de la [Seccion 1| presentamos los automatas finitos como maquinas
capaces de computar los lenguajes regulares, y mas adelante vimos que existen lenguajes
que (al no ser regulares) no pueden ser reconocidos con este tipo de maquinas.

La teoria de autématas nos provee otro tipo de maquinas llamadas automatas a pila
(push—down en inglés) para computar los lenguajes libres de contexto, que basicamente
son AFND-¢ que disponen de una pila. Pasamos de tener una memoria limitada a la
cantidad de estados, a no solo disponer de esto sino que ademés una cantidad de memoria
virtualmente ilimitada sujeta a las reglas de uso de una estructura de datos de tipo LIFO.

Definicién 2.14 Un autémata push-down (APD) es una 7-tupla
M=(Q, %, 1,9, q, Zy, F') donde:

= () es el conjunto de estados

m Y es el alfabeto de la entrada

I' es el alfabeto de la pila

§:Qx(Xu{e})xI' - 29" g5 la funcién de transicién de estados tal que

RX para apilar R sobre X
q,a,X) ={(p1,01) , =, (Pn, )} con a; =4 X para mantener X en el tope
£ para desapilar X

donde p; € Q,ae(Xu{e})y R, X el

qo € Q es el estado inicial

Zy €T es el simbolo inicial de la pila

= @ es el conjunto de estados de aceptacion

Ejemplo 2.4 Vamos a construir un APD para el L ={0¥1% [ k> 0}.

0,0,00
0, Zo, 0Zo 1,0, €

Al igual que en los automatas vistos anteriormente, colocamos una flecha apun-
tando al estado wnicial y un circulo interior en los estados de aceptacion. La notacion
que usamos para el rotulo de las transiciones es:

entradaleida , topedctual , accionSobreLaPila
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La idea de este APD es la siguiente: El estado qy se encarga de apilar los k>1 0s
que puedan venir en la entrada, y cuando llega el primer 1 desapila un 0 y pasa al estado
q1, que se encarga de desapilar los restantes k — 1 1s que vengan. Si lo leido hasta el
momento corresponde a 0F1¥, entonces —por como apilamos y desapilamos— en el tope
debe estar Zy, con lo cual pasamos al estado de aceptacion con una e—transicion.

Observar que hay muchas transiciones no definidas, por nombrar algunas:
» 9(qo, 1, Zy) = ¢si lo primero que leo es un 17
» §(q1,0,0) = ssi leyendo los 1s aparece un 07
w 3(qr,1,Z0) = ssila tira era 0¥ 1% 12, es decir, llegué a q; pero me falta leer un 1

Recordar que el resultado de la funcion § es un elemento de 29*I" | es decir,
un conjunto. Por lo tanto, en todos estos casos que no escribimos, se dard por hecho
que cualquier transicion no dibujada significa que el resultado de § es el
conjunto vacio (el automata “se tranca” y no acepta la tira dada como entrada).

2.2.2. Reconocimiento: Estado Final vs Pila Vacia

Definicién 2.15 Sea M = (Q, %, T, 9, qv, Zo, F') un APD. Una descripcion ins-
tantdnea es una terna (¢, w,a) donde:

= g€ es el estado actual
= w e X* es lo que queda por leer de la entrada
= e[ es el contenido actual de la pila

Convencionalmente escribimos en el extremo izquierdo de « el tope de la pila (y la parte
inferior de esta hacia el extremo derecho).

Conjuntamente definimos la notacién + para mostrar el cambio de una descripciéon
instantdnea en otra: Si (p,«) € 0(q,a, X)) entonces

(¢,aw, X B) |- (p,w,ap)

representa la idea de que M se mueve del estado g al p con la entrada a cuando el tope
es X, y reemplaza X en el tope de la pila por a.

.« s n * .
También podemos usar la notacion I— 0 I— para representar que el cambio ocurre
en n o una cantidad indefinida de pasos, respectivamente.

Definicién 2.16 Dado un APD M = (Q, X, T, 6, qo, Zo, F), el lenguaje aceptado
por M por estado final es

g(M)Z{IEE* / (qo,a:,ZO)Ii(qf,s,a) con qr e F' A aef‘*}
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Definicién 2.17 Dado un APD M = (Q, X, T, 4, qo, Zo, @), €l lenguaje aceptado
por M por pila vacia es

ZL(M) :{er* / (qo,x,Zo)Ii(q,a,e) con qu}

Ejemplo 2.5 APD equivalente al del[Ejemplo 2.J] pero que reconoce por pila vacia:

0,0,00
0, Zo, 07 1

A

1,0, €
OO

Definicién 2.18 Diremos que un APD M = (Q, X, T, 0, qo, Zo, F') es determinista si
cumple con las siguientes dos condiciones:

€

Vge@ , Vae(Xu{e}) , VX el : |6(q,a,X)|<1
Vge@ , VX el : Si|i(q,e,X)|=1entonces VbeX : 0(q,0,X) =0

Observacién: La primera condicién exige que al computar 0, el autémata solo tenga una
opcion como maximo hacia donde dirigirse y qué hacer con la pila. La segunda condicion
establece que en caso de que un estado tenga una e—transicién para el tope X, entonces
ese estado no puede tener otra transicién para el mismo tope X, independientemente de
la entrada.

Por lo tanto, un APD con e-transiciones puede ser determinista, y en tal caso el
determinismo vendra dado por el tope de la pila.

Teorema 2.6 Equivalencia entre aceptacion por Estado Final y por Pila Vacia

Conversion de Estado Final a Pila Vacia:

Dado un APD de estado final M = (Q, X, T, 0, qo, Zo, F') | L =2(M), creamos un
APD de pila vacia M' = (Q', X', 7, &, qo’, Zo', @) | L = L (M’) siguiendo estas reglas:

1) Q' =Qu{q,q) 0"(q's6,20") = {(q0,Z0Z0")}

2) SV =Y 4) 5,(Q7a7X) = (S(C],CL,X) VQEQ , Vae (ZU{é“}) , VX el
- , 3'(gr,6,X) = {(g56)} Vg e F, VX el
3) F ZFU{ZO} 5,(q375,Y) — {(qs78)} VYEF,

€,20 , 2020 @
o :

Bruno Hernéndez Pagina 46

Y

qo




Teoria de Lenguajes FIng — UdelaR

Correctitud: Sea z € £ (M) por estado final

(q0,7 z, ZOI) l_ (q07 €, ZOZOI) // (qolv ZOZO,) € 5'((10', €, ZOI) segin
Ii (gr,6,XY) /] Cuando &'(q,a,X) = 6(g,a, X), desde gy se llega hasta algiin ¢y
(a8 Y) /] (@2) €8'(ar,e, X) segin [Regla 1]
Ii (gs,€,€) /] (gs,¢) €8 (gs,¢,Y) segt’m (reiteradamente)
=T € g(M') // Def. aceptacién por pila vacia en

Lo anterior demuestra que Z (M) ¢ £ (M'). La inclusiéon Z(M’) ¢ L (M) se
comprueba trivialmente ya que por nuestra construccion del § los pasos anteriores son
bidireccionales. Luego, £ (M) = £ (M").

Conversion de Pila Vacia a Estado Final:

Dado un APD de pila vacia M = (Q, 2, T, 6, qo, Zo, @) | L = L (M), se obtiene
un APD de estado final M’ = (Q', X/, I, 0", qo’, Zo', F') | L = Z(M') aplicando estas
reglas:

1) Q= QU {a0’,ar}
2) ¥

3) I"=Tu{Z}
4) F'={qs}

{(90,202y')}
d(q,a,X) VgeQ , Yae(Zu{e}) , VX el

{(Qfag)} Vge@

E€,20 , 220 a

5’(%,7 g, ZOI)
5) 19'(¢,a,X)
5,(q7 g, ZOI)

-
) 4
QO
=)

Qo

Correctitud: Sea z € £ (M) por pila vacia
(QOlv xz, ZOI) l_ (q07 z, ZOZOI) // (qo,7 ZOZOI) € 6,((]0,a g, ZO,) segin

li (qi, g, Zol) // Cuando §'(q,a,X) = 6(q,a, X), desde qo se llega hasta algiin g; que permite vaciar la pila
l— (qf, €,€) /] (ar,€) €' (g €, Zy") segin [Regla 5)
= TE€ X(M') // Def. aceptacion por estado final en
Lo anterior demuestra que Z (M) ¢ £ (M’'). La inclusién Z(M’) ¢ L (M) se
comprueba trivialmente ya que por nuestra construccion del  los pasos anteriores son

bidireccionales. Luego, £ (M) = Z(M’).
|
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2.2.3. Equivalencia entre Gramaticas Libres de Contexto y Autématas
Push-Down

Como adelantdbamos al comienzo de esta Subseccion, los APD son las maquinas
capaces de reconocer a todos los lenguajes libres de contexto. Con el Teorema presentado
a continuacion formalizaremos esta aseveracién:

Teorema 2.7 Equivalencia entre Gramaticas Libres de Contexto y Autématas
Push-Down

Conversion Gramatica Libre de Contexto en APD:

Dada una gramaética libre de contexto G = (V, T, P, S) | L = Z(G) en forma
normal de Greibach, construimos un APD M = (Q, X, T, 4, qo, Zo, @) | L = L (M) de
pila vacia de acuerdo a estas reglas:

1) @={q} 5) { 6(qo,€,Z0) = {(q0,5%), (q0,€)}
2) N=T Si«A—>af»eP = (q,f)e€d(q,a,A)
3) I=Vu{Z

Conversion APD en Gramatica Libre de Contexto:

Dado un un APD M =(Q, X, T, 6, qo, Zo, @) | L =2 (M) de pila vacia, creamos
una gramdtica libre de contexto G = (V, T, P, S) | L = Z(G) de acuerdo a estas reglas:

1) V={S}u{lpAq] [ p.qeQ n AcT}

2) T=X
«S > [qoZop]» € P VpeQ

3) Si (p, BA) €6(q,a,A) = «[qAq;] » a[pBak|[qrAgj]» € P Vg, qp € Q
Si (p,a) €d(q,a,A) = «[qAq;] - a[pBg;]» € P VgjeQ

Si (p,€) €6(q,a,A) = «[qAp] - a» e P

Observacién: En la primera parte exigimos que la gramatica que nos interesa convertir
esté en forma normal de Greibach, por lo tanto en caso de que esta no cumpla con dicho
formato simplemente aplicamos el algoritmo de conversién cuya existencia mencionamos
en el [Teorema 2.5 La razén por la cual pedimos esto es que con el autémata buscamos
simular derivaciones (entonces nos interesaria poder optimizar las transiciones), y las
gramaticas en forma normal de Greibach tienen la propiedad de que la cantidad de
derivaciones necesarias para generar una palabra del lenguaje es exactamente el largo de
la palabra.

En la segunda parte exigimos que el autémata reconozca por pila vacia, y en
caso de que este no cumpla con tal condicién solamente tenemos que convertirlo con el

Teorema 2.6| Observar que el resultado es una gramatica en forma normal de Greibach.

Definicién 2.19 L es un lenguaje libre de contexto si es aceptado por algin APD,
ya sea por estado final o por pila vacia.
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2.3. Propiedades de los Lenguajes Libres de Contexto
2.3.1. Pumping Lemma para Lenguajes Libres de Contexto

El Pumping Lemma para lenguajes libres de contexto es una generalizacion del
[Teorema 1.13|que vimos para lenguajes regulares. Es decir, es una propiedad fundamental
que cumplen todos los lenguajes libres de contexto, pero no es el tipo de propiedad que
podamos emplear para justificar que un lenguaje efectivamente lo sea (recordar que
el Pumping Lemma define una condicién necesaria pero no suficiente para los
lenguajes libres de contexto).

Teorema 2.8 Pumping Lemma para Lenguajes Libres de Contexto

Si L es un lenguage libre de contexto entonces
dneN [/ VzelL conl|z|2n se cumple que

3 una descomposicién z = uwvwzry [ vwz|<n , jvz|>1 y Vi>0: w'wz'ye L

Demostracion:

Primero veamos unas cuestiones preliminares que usaremos mas adelante:

Definicion: La altura de un arbol se define como la cantidad de aristas del camino
mas largo que empieza en su raiz y termina en una hoja.

Propiedad: Si T es un &rbol binario de altura h entonces #hojas(7') < 2".

Observacion: La cantidad de hojas en un arbol de derivacion coincide con el largo
de la tira derivada.

Ahora s vamos de lleno a la demostracién:

Por hipétesis sabemos que L es un lenguaje libre de contexto, por lo tanto —segin

el [Teorema 2.5|— existe una gramadtica libre de contexto G = (V, T, P, S) | L = Z(G)

que puede ser expresada en forma normal de Chomsky.

El Teorema lo primero que dice es que “In € N / -+ 7. Si nuestra gramética tiene
k variables (k =|V|), entonces nosotros proponemos que dicho n sea exactamente 2++1.

Lo que sigue es un “Vz € L con |z| > n -7 entonces antes de decir las descomposi-
ciones examinemos qué sucede con un z en esas condiciones:

Si z € L, entonces por la [Definicién 2.4 S = 2. Ahora bien, segun el

existe un arbol de derivacién para z, y como la gramatica estd en forma normal de
Chomsky, este serd un arbol binario de al menos 25+! hojas. Para lograr esto es suficiente
que dicho arbol tenga una altura mayor o igual a k+1. Es decir, el camino mas largo desde
la raiz S hasta una hoja con un terminal tendré &k + 1 aristas, y por lo tanto constara de
al menos k + 2 nodos. Como hemos dicho, al final del camino se encuentra un terminal,
entonces tendremos al menos k + 1 nodos variables. Recordar que k = |V, con lo cual en
este camino necesariamente debe existir al menos una variable A € V' repetida.

Dicho esto continuamos con la ultima parte del enunciado del Teorema:
“J una descomposicion z = uwvwzy [ lvwz| <n , jvz|>21 y Vi>0 @ wiwzrlye L”, alo
que nosotros proponemos la siguiente:
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S S = uAy
\
A= vAz
>2k+1
k+1 2 A A
z=\({ol v TwIxly ]/

Ahora veamos que se cumplen las tres condiciones para esta descomposicién:

1) pwz|<n

Considerar el subarbol con raiz en la primera A. La altura de este arbol es menor
o igual a k£ + 1, por lo tanto la cantidad de hojas que desprende esta acotada por
2k+1 v puesto que las hojas son lo que forman el substring vwz, tendremos que el
largo de vwz estard acotado por 21 = n,

2) |vz|>1

lvr|>1 <= wv#e v x+¢

Suponer v =€ A x =e¢. Entonces como A = vAz obtenemos que A = A, o sea
que G no estd en forma normal de Chomsky. £ Absurdo.
Luego, v+#¢ v z #¢.

Vi>0 @ uwlwriye L

Segtn la |Definicion 2.4] esto es equivalente a comprobar que S = uvtwrty:

S = uAdy = wAry = wwvdrry = - = w'Arly = wiwrly (i>0)

S = uAy = wwy v (i=0)

S $S

Generacion de uv’wx’y  Generacién de uv’wx’y
|

Las imadgenes mostradas en esta pdgina son una adaptacion de las creadas por|Jochen Burghardt
para Wikimedia Commons bajo la licencia CC BY-SA 3.0.
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2.3.2. Contrarreciproco del Pumping Lemma

Como ya hemos mencionado antes, el Pumping Lemma no nos permite afirmar
que un lenguaje dado sea libre de contexto. Sin embargo, al ser una condicién necesaria
que todos los lenguajes libres de contexto han de cumplir, podemos utilizar su contra-
rreciproco para probar que cierto lenguaje dado no es libre de contexto.

La formulacion del contrarreciproco del Pumping Lemma para Lenguajes Libres
de Contexto dice lo siguiente:

Si L es tal que
VneN : J3zeL con|z| >n para el cual se cumple que

V descomposicion z = uwvwzy en la que [vwz|<n y lvx|>1 : Fi>0 [ w'wa'y ¢ L

entonces L no es un lenguaje libre de contexto.

,Como lo usamos? Dado L, definimos n € N la constante del Pumping y elegimos
z €L [ |z] > n. Luego consideramos todas las descomposiciones z = uvwzy que cumplan
l[vwz| <ny Jvz| > 1, y en cada una buscamos un i > 0 / z; = uviwziy ¢ L.

Ejemplo 2.6 Decidir si L ={0F1%2% | k >0} es un lenguage libre de contezto.

Pensando en un APD, podemos comprobar que la cantidad de 0s sea igual a la
de 1s llenando la pila con 0s y luego vacidndola a medida que leemos los 1s. Pero para
cuando llequen los 2s nos vamos a encontrar que la pila estd vacia, con lo cual habremos
perdido el rastro de cuantos 0s o 1s leimos.

Entonces tenemos la intuicion de que este L no seria un lenguage libre de contexto,
con lo cual vamos a intentar aplicarle el Contrarreciproco del Pumping Lemma para
Lenguajes Libres de Contexto:

Sea n € N la constante del Pumping.
Elegimos z=0"1"2" = |z|=n+n+n=3n>n

Ahora consideramos todas las descomposiciones z = vvwzy | [vwzx| <n y vz > 1:
n

n n

Z = 00 ......... 0 11 ......... 1 22 ......... 2
1y | v |

3) |
a)

X
2| | v |
1%

5)

6)

7)

8)

9)

Bruno Hernéndez Pagina 51



Teoria de Lenguajes FIng — UdelaR

Caso 1 )

u = 0P g+r+s<n = 2; = w'wr'y

v =017 g+s>1 = 0P (09)" 0" (0%)" QP=a—r=s 1n 2"
w=0" = (0P 0% Q" 0% QnPmaTrTs n Qn
r=0° = (praitrHsitn—p-g-r=s |n 9n

y= Qn-p-4-r=s n 9gn _ On+q(z’—1)+s(i—1) 1m 9on

Tomari=2 = 29 = or+a(i-1)+s(i-1) 1n 9n |i:2 = (nta+s I 9n
k k

1 1M n
Entonces zo € L <= (n+td+s In2n¢c], = n+qg+s=n <= q+s=0 £
Esto es absurdo ya que establecimos q+ s > 1, por lo tanto z9 ¢ L.

Caso 5): Es ancilogo al Caso 1, ya que z; = O 17+a(i=D)+s(-1) 91 entonces tomando

l—|
1 =2 se tiene que 29 = O” 1mta+s 2”¢L dado que g+ s> 1.

Caso 9): FEs cmalogo al Caso 1, ya que z; = O 17 2n+a(i-D)+s(i=1) entonces tomando

1 =2 se tiene que 29 = 0" 1” 2"+‘1+5¢L dado que g+ s> 1.

Caso 2):

w= 0P p+qg+r+s<n = z; = uw'wz'y

v=0P p+r+s>1 =P (OP)Y 07 (07 1%)° 17 2n
w =01 = PR P07 (07 1°)F 1M 2n
rx=0"1° r>0 (r =0 estd en Caso 3) = On—p—q—r+pi+q (OT 18)1 177 2"

y=1""%2" §>0 (s=0 estd en Caso 1) = Q=D (g 18)i o on
Tomar i =2 = 25 = 0"PEDT (Or 15)8 1775 2" |,

= T (07" 15)2 1n=s 9gn

_ 0T T 15 7 15 17 97

_ QPP {5 (g ]5tn-s on

=0™P 170" 1™ 2"
Dado que establecimos >0 y s >0, en zo se mezclan 0s con 1s (a causa de haber

bombeado x), por lo tanto zo no es de la forma 08 152k con lo cual 25 ¢ L.

Caso 4): Es andlogo al Caso 2, ya que en zy se mezclan 0s con 1s (a causa de
bombear v), con lo cual z5 ¢ L.

Caso 6): Es andlogo al Caso 2, ya que en zy se mezclan 1s con 2s (a causa de
bombear x), con lo cual z5 ¢ L.

Caso 8): Es andlogo al Caso 2, ya que en zy se mezclan 1s con 2s (a causa de
bombear v), con lo cual z5 ¢ L.
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Caso 3)

w=0""P1 p+q+r+s<n = z; = w'wr'y

v=0° p+s>1 = 0" P (OP)F 07 17 (15)F 1™7s 2»
w=071" —QnPma (gPi (4 17 15E {noTos 9n
r=1° = (P-aHpitq |rHsitnor=s on
y=1""7""%2" — Qntp(i-1) n+s(i-1) on

Tomar i =2 = 29 = On+p(i—1) 1n+s(i-1) on |i:2 = (ntp [n+s Qn

= >
p+s>1 = 51 p=0 = s21 = |z >[n), = 2¢L
p¢0='p21$|22|0>|22|2322¢[/

Caso 7): Es andlogo al Caso 3, ya que z; = 0" 17+2(i=1) 2n+s(-1) entonces tomando
1 =2 se tiene que zo = 0™ 1P 2% Lyego:
p=0 = s>1 = |n,>|n, = =¢l

p+s=21 = St
p*0 = p>1 = |2, >, = »¢l

FEstas son todas las descomposiciones z = wvwzxy que cumplen [vwzx|<n y |vz| > 1,
y en cada una encontramos i >0 [ z; ¢ L. Luego, por el Contrarreciproco del Pumping
Lemma para Lenguajes Libres de Contexto, L no es libre de contexto.

2.3.3. Propiedades de Clausura

Teorema 2.9 Los lenguajes libres de contexto son cerrados bajo las siguientes
operaciones:

1) Unién 5) Sustitucién
A libre de contexto AuB A libre de contexto f(A)
= L 4
B libre de contexto libre de contexto f sustitucion libre de contexto

2) Concatenacion

A libre de contexto .
. AB

6) Homomorfismo
A libre de contexto } h(A)
=

B tibre de conteato libre de contexto

h homomorﬁsmo libre de contexto

3) Clausura de Kleene

A libre de contexto = A* libre de contexto 7) Homomorfismo Inverso

4) m A libre de contexto } _ h_l(A)

libre de contexto
A libre de contezto = A" libre de contexto h homomorﬁsmo
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Algunas demostraciones:

1) Sean Ay B libres de contexto = 3G 4 = (Va, Ta, Pa, Sa) 3G =(Vp, T, Pg, Sp)
(con V4 nVp = &) graméticas libres de contexto | A = Z(G4) v B = Z(Gp).
Luego, de acuerdo a las siguientes especificaciones, creamos una nueva gramatica

G=(V.T,P,S) | AuB=2(G):

V=VyuVpu{S} T=T4uTg P=PyuPgu{S—>S54]Sg}

2) Sean Ay B libres de contexto = 3G 4 = (Va, Ta, Pa, Sa) 3Gp = (Vp, Tp, Py, Sg)
(con V4 nVp = @) graméticas libres de contexto | A = Z(G4) v B = ZL(Gp).
Luego, de acuerdo a las siguientes especificaciones, creamos una nueva gramatica
G=(V,T,P, S)] AuB=2%(G):

V=V4uVgu{S} T=T4uTg P=PyuPgu{S—>S,4-Sp}

3) Sea A libre de contexto = IG4 = (Va, Ta, Pa, Sa) gramdtica libre de contexto
tal que A = Z(G4). Luego, de acuerdo a las siguientes especificaciones, creamos
una nueva gramatica G = (V, T, P, S) | A* = Z(G):

V=VAU{S} TZTA PZPAU{S—>SA'S|€}

4) Sea A libre de contexto = IG4 = (Va, Ta, Pa, Sa) gramética libre de contexto
tal que A = Z(G4). Luego, de acuerdo a las siguientes especificaciones, creamos
una nueva gramatica G = (V, T, P, S) | A" = Z(G):

V=V4 T=T4 P={A->a" | «A—a»e Py} S=54

|
Observacién: No son propiedades:
1) Interseccién
A libre de contexto AnB
B libre de contexto libre de contexto
Considerar el siguiente contraejemplo:
A={0F1k2r [ k,p>0} y B={0P1%2% /| k,;p>0} son libres de contexto:
Gramatica para A: Gramatica para B:
S—-CD S - XY
C—-0C1]01 X->0X]0
D—-2D|2 Y - 1Y2] 12
Pero An B ={0*1¥2% | k> 0}, que como vimos en el [Ejemplo 2.6/ no es libre de

contexto.
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2) Complemento

A libre de contezto 75 A€ libre de contexto

Suponer que el Complemento si sea una propiedad de clausura:

Sean A y B dos lenguajes libres de contexto. Entonces, dado que el Complemento
y la Unién son propiedades de clausura, tendriamos que (A¢u B¢)¢ también es libre de
contexto.

Pero (A¢u B¢)¢ = An B, con lo cual la Interseccién también seria una propiedad

de clausura ¢ Absurdo.

A° Be A°U B° (A° U BY)°

Luego, el Complemento no es una propiedad de clausura.

Observacién: La intersecciéon de un lenguaje libre de contexto con un lenguaje
regular es libre de contexto:

L libre de contexto LNnR
=

R regular libre de contexto

Demostracién:

Si L es libre de contexto, entonces segtin la[Definicion 2.19|existe un APD de estado
final My = (Qr, 2, T, 01, qoy,Z0, Fr) | L=2(My). Si R es regular, entonces segun la

Definicion 1.5| existe un AFD Mg = (Qr, 3, 0r, Qo g, Fr) | R=2(Mg).

Entonces la idea es construir un APD M = (Q, 3, T, 6, qo, Zo, F) | LnR=%(M)
de estado final T, que ejecute “simultdneamente” My y Mpg. Observar que My, Mry M
trabajan sobre el mismo Y, y M reutiliza el " y el Zy de M.

La técnica se llama “cross—product construction” y consiste en construir el tercer
autémata mediante el producto cartesiano de los otros dos: los estados son pares (g, ¢,)
con q; € Qr v qr € Qr, el estado inicial es el par (qo,qo ) que contiene a los estados
iniciales, los estados de aceptacion son los pares (gf,,qf,) que contienen estados de
aceptacion (qy, € Fr, y qy, € Fr), y la funcién de transicién ¢ envia un par de estados a
otro par segun los resultados de las funciones é;, y dz. En resumen:

1) Q=QLxQr

2) YaeX , VX el , VgpeQr, Vg €Qr :
5((a0-), 0, X) = {((a'0),0) | (@', @) € (a0, X) A ¢, = Op(ar,a) |
0((qe,qr), 2. X) = {((Qeﬁqr)ﬂ) / (¢, @) €5L(qe,€,X)} ft

3) @0=(q01,9%5)
4) f7=F1L><F’RJ”Ur
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El APD M construido de esta manera acepta w € 3* si y solo st M y Mg aceptan
ambos w, lo cual demuestra que M reconoce el lenguaje de la interseccién de L con R.

T Este requerimiento no le quita generalidad a la prueba ya que el
demuestra la equivalencia entre el reconocimiento por estado final y por pila vacia.

t Segiin la [Definicién 2.14/un APD puede trabajar con ¢, sin embargo, de acuerdo
a la [Definicion 1.3 un AFD no. Entonces en este caso M debe simular la ejecucién de
M, pero sin cambiar de estado en Mp.

11 Si utilizdramos un modelo de aceptacién por pila vacia, entonces Fj, = @ y este
producto cartesiano seria vacio.
[

2.3.4. Lema de Ogden

Ejemplo 2.7 Motiwvacidn: Decidir si L = {a'bicFd* | i =0 6 j=k=1{(>0} es un
lenguagje libre de contexto.

En primer lugar observar que L = {b7 c*d [ j,k, 0 >0} {a*bkckdF [ i,k >0}, con
lo cual si prestamos atencion al sequndo conjunto podemos ver que tiene la misma cuali-
dad que el paradigmdtico {0F 1%2% | k> 0} (que como demostramos en el[Ejemplo 2.6, no
es libre de contexto). Es decir, nuestro lenguaje tiene algunas tiras que aparentemente no
podriamos reconocer con un APD, por lo tanto sospechamos que se trata de un lenguaje
que no es libre de contexto.

Entonces para confirmar nuestra intuicion vamos a intentar aplicarle el Contra-
rreciproco del Pumping Lemma para Lenguajes Libres de Contexto:

Sea n € N la constante del Pumping. Y luego, jqué z € L elijo?

St elijo z = a™ b c*d”, es facil ver que en el caso donde v y x estdn en totalmente
dentro de la zona de las a’s, z; = a®*P=1)+a(=1) pn cn qn. Luego como |z, # 0 vamos a
tener que Vi >0 : z; € L debido a que |z, = |2, = |zil;. Entonces este z directamente no
SiTve.

Entonces vamos a sacar las a’s y elegir z = b ¢ d*. Pero aqui también sucede que
cuando v y = estdn en totalmente dentro de la zona de las b’s, z; = bn+p(i-D+a(i-1) cn gn.
y entonces Vi >0 : z; € L debido a que ||, =0. Este z tampoco sirve.

&Y si ponemos una sola a, i.e. z=a b® ¢ d"? En el caso donde

U=¢e 1+0+p<n = 1+p<n
v=a l+p>21 = p=0
w=e¢

x="bP

y=0"""Pc"d"

tenemos que z; = a* b1 ¢ dr. Luego sii=0 = z;=b"P ¢ d"* €L ya que |z, =0,
ysii=m>0 = 2z =a™m b1 0 qdn pero aqui podemos tomar p = 0 y entonces
zi=a™ br ¢ dr e L debido a que |z, = |2, = |z, Otra vez elegimos un z incorrecto.
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Como ya habiamos mencionado, elegir un z adecuado es una tarea que requiere
mgenio y que no siempre puede resultar trivial. Pero en este caso nunca lo vamos a
encontrar, este es un caso en el que no se puede aplicar el Contrarreciproco del Pumping
Lemma para Lenguajes Libres de Contexto.

Para este tipo de lenguajes en los que no se puede aplicar el Contrarreciproco
del Pumping Lemma para Lenguajes Libres de Contexto, existe un teorema mas fuerte
llamado Lema de Ogden, que no es méas que una generalizacién del Pumping Lemma
para Lenguajes Libres de Contexto. El contrarreciproco de este resultado permite con-
centrarnos en ciertas posiciones del z que llamaremos “distinguidas”, para asi no tener
que considerar casos que nos derribarian la demostracion. EI Pumping Lemma para
Lenguajes Libres de Contexto que hemos venido estudiando hasta ahora seria un caso
particular donde todas las posiciones de la tira son distinguidas.

Teorema 2.10 Lema de Ogden

Si L es un lenguage libre de contexto entonces
IneN /VzelL condist(z) 2n se cumple que

3 una descomposicion z = vvwzy | dist(vwz) <n, dist(vr) >1 y Vi>0: w'wr'ye L

Y la formulacién del Contrarreciproco del Lema de Ogden dice lo siguiente:

Si L es tal que
VneN : 3ze L condist(z) >n para el cual se cumple que

YV descomp. z =uvwzy en la que dist(vwz) <n y dist(vz)>1 : 3i>0 [ wwa'y ¢ L

entonces L no es un lenguaje libre de contexto.

{Como lo usamos? Dado L, fijamos n € N la constante del Pumping y elegimos
z € L asi como sus posiciones distinguidas / dist(z) > n. Luego consideramos todas las
descomposiciones z = uvwzry que cumplan dist(vwm) <ny dist(vx) > 1, y en cada una
buscamos un ¢ > 0 / z; = wviwaxly ¢ L.

Observacion: Para poder demostrar que un lenguaje no es libre de contexto mediante
el Contrarreciproco del Lema de Ogden, no solo hay que elegir “bien” el z sino que
ademas estara presente la dificultad de decidir qué posiciones distinguir. Por ejemplo,
si en el caso que acabamos de ver elegimos z = a? b™ ¢® d™ con cualquier 7 > 0 deseado,
definitivamente no nos sirve distinguir a’s, pero si nos sirve distinguir las b’s, las ¢’s o
las d’s, aunque seria mas conveniente distinguir todas ellas y de manera contigua para
asi tener menos descomposiciones.
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Ejemplo 2.8 Continuacion del [Ejemplo 2.7}, pero esta vez intentando con el Contra-

rreciproco del Lema de Ogden. Recordar que:
L={a'Vcfd" |i=0 6 j=k=(>0}
={bIcFd" | j,k,0>0} [H{a' b FdF [ i k>0}

Sea n € N la constante del Pumping.

Elegimos z = a b"c*d™ y como posiciones distinguidas las de la parte b c™*d",
es decir, todas las posiciones de la tira a excepcion de la primera (que contiene la a)
= dist(z)=n+n+n=3n>n Vv

Ahora consideramos todas las descomposiciones z = vowzy [ dist(vwx) < n y
dist(vzr) > 1:

1) X

2)

4)

|

x
3) v |

A%
5) |

6)

7)

8)

9)

10)

11)

X
\%

12) X

X

Dado que la tira comienza con una a, podemos discernir dos grandes “familias”:
cuando u contiene la a, y cuando v, w, o x contiene la a. Observar que al haber solo una
a, la seccion que la contenga implicard que las secciones anteriores sean iguales a €. En
ese sentido, notar que y no puede contener la a ya que, al ser la seccion final, implicaria
que u=v=w=x=¢ = no se cumple la condicion dist(vz) > 1.

Los Casos 1), 2) y 8) corresponden, respectivamente, a cuando x, w y v contienen
la a. Observar que para asegurar la condicion dist(vz) > 1, es importante que cuando
sea v o x la seccion que contiene la a, esta también alcance al menos una b.

Los Casos 4) al 12) corresponden a cuando u contiene la a. Mds ain, como el
resto de la tira estd toda distinguida, las condiciones dist(vwzx) < n y dist(vr) > 1
son equivalentes a |vwzx| < n y |vz| 2 1. Por lo tanto, los casos 4) al 12) son andlogos,
respectivamente, a los 1) al 9) estudiados en la prueba por Contrarreciproco del Pumping

Lemma para Lenguajes Libres de Contexto del[Ejemplo 2.4,
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Caso 1):

u=¢ p<n = 7z = wiwaly

v=eg p>1 =(abP)" b P " d"
w=e

r=abP

y=b""P " d"

Tomari=2 = z=(abl)" b" P ™ d" iz
=(ab?)* b P " d"
=a b’ a b’ 0"P " d"
=ablald"c"d"
Dado que establecimos p > 1, en z se mezclan a’s con b’s (a causa de haber
bombeado x). Luego zy tiene a’s pero no es de la forma a®b* ckd*, con lo cual z ¢ L.

uU=Ee p+tqgs<n :>zi=uviwxiy

v=¢€ qg>1 =a bP (bq)i P " d"
w=abl =a b b b M
x=0b? — g a1 o gn

y= prP=a o qn
Tomar i =2 = z9=aqa b1 ¢ dn |,y = a b9 " d”

Dado que 2z tiene a’s, para pertenecer a L debe ser de la forma a'b* cF d*. Luego
i K kK

m r— n
el <— Al brd et e = n+q=n <= q=0 £ FEstoes absurdo ya que
establecimos q > 1, luego z5 ¢ L.

Caso 3):

u=¢e p+tg+r<n = z; = w'wr'y

v=abl p+r>1 =(a WP)" b1 (b")" b P I " d”
w = bl =(a b)" b1 b P "
x=0"

— (CL bp)z bn+r(i—1)—p A
y= prP=a4-T on qn

Tomari=2 = 2= ((I bp)z bn+r(i—1)—p A dn |i:2

— (CL bp)2 bn+r—p o dr

=a bP a b’ O"TP AN

=a bl a b " d"

p=0 = r>1 = |z, >|2l.. Y como 2, tiene a’s = z ¢ L
prrzl = S5i En zy se mezclan a’s con b’s

p#+0 = p>1 = (a causa de haber bombeado v)

= 20¢ L
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Como ya habiamos adelantado, los siguientes casos son andlogos a los del [Ejem
[plo 2.6 Simplemente hay que agregar una a al comienzo de la u en cada descomposicion,
y reemplazar el 0 por la b, el 1 por la c, y el 2 por la d. En todas las descomposiciones
es suficiente considerar zo, y como en todos estos casos zy contiene a’s, debe respetar
la forma a'b* c*dF para pertenecer a L. A continuacion se muestra un resumen de la
demostracion para los casos restantes:

Caso 4): zo=a bntats ¢v dn. Entonces zs ¢ L porque tiene un exceso de b’s.
Caso 8): zy ¢ L porque tiene un exceso de ¢’s.
Caso 12): zy ¢ L porque tiene un exceso de d’s.

Caso 5): zp = a b™P ¢ b" ¢ d*. Entonces zo ¢ L porque mezcla b’s con ¢’s (a
causa de haber bombeado x).

Caso 7): z9 ¢ L porque mezcla b’s con ¢’s (a causa de haber bombeado v).
Caso 9): zy ¢ L porque mezcla ¢’s con d’s (a causa de haber bombeado x).
Caso 11): zy ¢ L porque mezcla ¢’s con d’s (a causa de haber bombeado v ).

Caso 6): zo = a b™P ¢"*s d". Entonces, segin p =0 o p # 0, zo ¢ L porque hay
mas ¢’s que d’s o mas b’s que d’s, respectivamente.

Caso 10): z5 ¢ L porque hay mds d’s que b’s o mds ¢’s que b’s.

FEstas son todas las descomposiciones z = uvwxy que cumplen dist(vwzx) < n y
dist(vx) > 1, y en cada una encontramos i >0 | z; ¢ L. Luego, por el Contrarreciproco
del Lema de Ogden, L no es libre de contexto.
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3. Lenguajes Recursivamente Enumerables

3.1. Gramaticas Irrestrictas
3.1.1. Caso General

Definicién 3.1 Una gramdtica irrestricta es una graméatica en la que todas sus
reglas de producciéon son de la forma

a—>f
donde a, e (VUT)* y a #e.

Definicién 3.2 L es un lenguaje recursivamente enumerable si existe una gramati-
ca irrestricta que lo genera.

Ejemplo 3.1 En el[Ejemplo 2.0 de la Seccion anterior vimos que el lenguaje
L ={01%2F | k > 0} no es libre de contexto. Vamos a probar que L es un lenguaje

recursivamente enumerable construyendo una gramdtica irrestricta G = (V, T, P, S) que

lo genere:
S - 0SU2 | 012

V={S,U} T={0,1,2} P=320-U2
1U - 11

Por ejemplo, si queremos generar la tira 000111222 (k = 3):

S = 00SU2U2 /| Genera recursivamente 0°~* S (U2)!
= 000120202 /| Termina la recursion
= 0001UU22 /| Acomoda las U’s en el medio
2 000111222 /| Reemplaza las U’s por 1s

Ejemplo 3.2 Construir una gramdtica irrestricta para L = {a™ # b™ | m =n}

S—>XS|A X# > 4

V={S A X} T ={a,b,#} P=X{ A-dA|# b# — #b
Xa—abX ba — ab
Por ejemplo, si queremos generar la tira aa#bbbbbb (n =2, m = 3-2), procederiamos
de la siguiente manera (tener en mente que m=n <= m=kn < m=n+ - + n):
keN —_—
k veces n
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3
S=XXXS /| Termina de generar el factor de multiplicidad (la cantidad de X es el k)
= XXXA /| Da inicio a la generacién de las a’s

2, XX Xaa# /| Termina de generar las n a’s y el #

= X XabXa+# // Comienza el pasaje de la X que estd mds a la derecha a través de las a’s

= X XababX# // Cuando una X llega al # significa que cumplié su funcion y puede descartarse
= X Xabab# // El paso de una X a través de las n a’s deja la misma cantidad de b’s

= X Xaabb# // Estas n b’s deben pasar a la derecha del # para no intervenir mds

2
= X Xaa#bb // El camino hasta el # queda “libre” para la siguiente X
6
= Xaa#bbbb // Se repiten los 6 pasos anteriores con la siguiente X, y se obtienen otras n b’s

6
= aa # bbbbbD // El proceso de atravesar las a’s y generar n b’s se repite hasta la k—ésima X
—— N———
n k veces n

3.1.2. Gramaticas Sensibles al Contexto

Un caso particular de gramaticas irrestrictas son las denominadas gramdticas
sensibles al contexto. La caracteristica fundamental que poseen estas gramaticas es que
sus reglas son no—-contractivas. Esto significa que por norma general, en todas las reglas
lo que esté del lado izquierdo debe ser a lo sumo tan largo como lo que esta del lado
derecho.

Definicién 3.3 Una gramdtica sensible al contexto es una gramatica en la que, en
principio, todas sus reglas de produccién son de la forma

a—>f

donde a, e (VUT)*, a#¢ey |a] <|B]. La excepcién a esta tltima condicién solo puede
ocurrir por tnica vez con la produccion «S — e», en caso de que el lenguaje contenga la
tira vacia.

Definicién 3.4 L es un lenguaje sensible al contexto si existe una gramaética
sensible al contexto que lo genera.

Observacién: La gramatica dada en el[Ejemplo 3.T]es no—contractiva, por ende, se trata
de una gramética sensible al contexto. En consecuencia, el lenguaje L = {0% 1¥2% [ k> 0}
para el cual hemos demostrado en el que no es libre de contexto, es —de

hecho— un lenguaje sensible al contexto.
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3.2. Maquinas de Turing
3.2.1. Caso General

A lo largo de la presentamos los autdématas push—down como maquinas
capaces de computar los lenguajes libres de contexto, y mas adelante vimos que existen
lenguajes que (al no ser de este tipo) no pueden ser reconocidos con esta clase de
maquinas.

El dltimo modelo de computacion que veremos es el de las llamadas mdquinas de
Turing que nos permitiran reconocer los lenguajes recursivamente enumerables. En este
modelo dispondremos de una cantidad finita de estados junto con una cinta virtualmente
infinita sobre la cual podremos movernos a la izquierda o hacia la derecha tantas veces
como sea necesario, asi como leer y escribirla donde queramos. Nos restringiremos a las
maquinas de Turing deterministas, de una cinta y con un solo estado de aceptacion del
cual no salen transiciones (de modo que, al llegar a este, la méquina se detenga), pero
la teoria se puede extender a maquinas no—deterministas e incluso con multiples cintas,
y se puede demostrar que todas las variantes son equivalentes al modelo aqui tratado.

Definicién 3.5 Una mdquina de Turing (MT) es una 7-tupla
M=(Q, %, 1,96, q,b, F) donde:

= () es el conjunto de estados
= Y c I es el alfabeto de la entrada

I" es el alfabeto de la cinta

§:QxT > QxT x{I,D} es la funcién de transicién de estados

qo € Q es el estado inicial

Pe (T'\ X) es el caracter BLANK, que representa que una celda de la cinta estd vacia

F ¢ @ es el conjunto unitario del estado de aceptacion, para el cual § esta indefinida

Asumimos que la maquina se inicia con el cabezal de lectura—escritura ubicado
sobre el primer simbolo de la tira a; --- a,, que queremos decidir si pertenece al lenguaje.

-U‘WW@;\"-\an\ﬁ\ff\l‘\'"

Definicién 3.6 Dadauna MT M = (Q, X, T, 6, q, 4, F'), el lenguaje aceptado por M
es Z(M) = {zeX* | M llega al gy € F' con x como entrada}. Es decir, £ (M) es el
conjunto de tiras de »* tales que, partiendo desde gy, M se detiene en su estado de
aceptacion tras procesarlas.

Definicién 3.7 L es un lenguaje recursivamente enumerable si es aceptado por
alguna MT.
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Ejemplo 3.3 Vamos a construir una MT para el lenguaje L = {0¥1%2F | k> 0}

Y.Y.D z,Z,D
0,.0,D 1,1,D
1.1,1
/N 0.X,D A 1.Y.D /\ 2.7.1 Y, Y, 1
> Qo > g1 > Q2 > Z,Z,I
\_/ _/ 0 o1

Al igual que en los automatas vistos anteriormente, colocamos una flecha apun-
tando al estado inicial y un circulo interior en el estado de aceptacion. La notacion que
usamos para el rotulo de las transiciones es:

simboloLetido , simboloImpreso , movimientoSobreLaCinta

La idea de como funciona esta MT es la siquiente: Para cada 0 leido estando en qo,
marcarlo con X y avanzar hacia la derecha ignorando el resto de los Os hasta encontrar
un 1. Tras encontrarlo, marcarlo con Y y avanzar hacia la derecha ignorando el resto
de los 1s hasta encontrar un 2. Luego de encontrarlo, marcarlo con Z 1y retroceder hacia
la 1zquierda tgnorando Os, 1s, Y'’s y Z’s hasta volver a la ultima X escrita. Estando
alli, moverse a la derecha y ver qué hay. Si hay otro 0, volver a repetir todo lo anterior
(ahora al avanzar hacia la derecha, también habrd que ignorar las Y'’s y Z’s escritas
previamente), y si lo que se encuentra es una Y, es porque ya no quedan 0’s por conta-
bilizar. En este tltimo caso, si la entrada era de la forma 0% 1% 2k lo 1inico que deberia
haber quedado escrito en la cinta (de acuerdo al procedimiento sequido) es X*Y* Zk.
Por lo tanto, avanzamos hacia la derecha salteando Y ’s y Z’s hasta alcanzar el final de
la tira (lo cual se reconoce con una celda vacia). En esta situacion exitosa, la mdqui-
na habrd llegado al estado de aceptacion y entonces reconocerd que la tira dada como
entrada forma parte de L. Si en algin momento no se encontrara el simbolo esperado,
es porque la cantidad de ese simbolo es menor a la de otro (entonces la tira no era de
la forma 0K 1K2k) y en tal caso la maquina —al no tener una transicion especificada—
se va a detener en un estado que no es el de aceptacion, y por ende, no reconocerd a la
entrada como parte de L. Si en la recorrida final en lugar de leer Y ’s y Z’s apareciera
otro simbolo, es porque hay un exceso de ese (entonces la entrada tampoco era de la
forma 0¥ 1% 2% )y de vuelta —al no tener una transicion definida — nuestra mdquina se
detiene en un estado que no es el de aceptacion y rechaza la tira.
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Ejemplo 3.4 Una MT para el lenguaje L = {a™ # b™ | m=n}:

3.2.2. Autémata Lineal Acotado

Un “caso especial” de MT son los autématas lineales acotados, lo cuales permiten
computar todos los lenguajes sensibles al contexto. La diferencia fundamental con una
MT “genérica” es que la palabra a ser analizada se encuentra encerrada entre dos simbolos
especiales, ¢ y ¢. En consecuencia, las operaciones que se pueden aplicar sobre esta
cinta acotada estan restringidas al espacio delimitado por dichos caracteres, donde estos
ultimos no pueden ser sobrescritos por ningun simbolo distinto.

Definicién 3.8 Un autémata lineal acotado (ALA) es una 8-tupla
M = (Qa Ea F? 5a qo, ¢7 %7 F) donde:

= () es el conjunto de estados

Y c I es el alfabeto de la entrada

I' es el alfabeto de la cinta

§:QxT'—>QxT x{I,D} es la funcién de transicién de estados

qo € Q es el estado inicial

= ¢e ) esel caracter delimitador del origen de la entrada, donde cualquier transicion
que lo involucre debe ser de la forma §(q,¢) = (p,¢, D), con p,q € Q

4 € es el caracter delimitador del final de la entrada, donde cualquier transicién
que lo involucre debe ser de la forma d(q, £) = (p,#,1), con p,q € Q

F ¢ @ es el conjunto unitario del estado de aceptacion, para el cual § esta indefinida
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Asumimos que el autémata se inicia con el cabezal de lectura—escritura ubicado
sobre el simbolo especial que indica el comienzo (a su derecha) de la tira a; -+ a, que
queremos decidir si pertenece al lenguaje.

[fla]]an]4]
1

Definicién 3.9 L es un lenguaje sensible al contexto si es aceptado por algin ALA.

Observacion: Segun Hopcroft, Motwani y Ullman, “actualmente las graméaticas sensi-
bles al contexto no juegan un rol importante en la practica”, y en consecuencia tampoco
los ALAs. Debido a eso, cuando en este curso corresponda construir una gramatica irres-
tricta (o bien una MT), no haremos hincapié en que la misma sea sensible al contexto (o
bien se trate de un ALA), aun cuando tedricamente sea posible hacerlo para el lenguaje
en cuestion. No obstante, para lo que sigue es importante destacar que se ha demostrado
la existencia de lenguajes recursivamente enumerables que no son sensibles al contexto.

3.3. Jerarquia de Chomsky

Todos los tipos de lenguajes que hemos visto a lo largo de este curso corresponden
a una clasificacién denominada Jerarquia de Chomsky, la cual fue presentada en 1959
por el lingtiista estadounidense Noam Chomsky.

Teorema 3.1 Teorema de la Jerarquia de Chomsky

Lenguajes de Tipo ¢1+1 c Lenguajes de Tipo 2

Recursivamente Enumerables
Tipo 0

Sensibles al Contexto
Tipo 1

Libres de Contexto
Tipo 2

Regulares
Tipo 3
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3.4. Una introduccién a la Teoria de la Computacién

Naturalmente surge la pregunta de si existen lenguajes mas alla de los recursiva-
mente enumerables, y la respuesta es que si los hay.

Comencemos recordando que, dados una MT M definida sobre un alfabeto ¥ y
una tira z € ¥*, para que = ¢ £ (M) debe suceder —de acuerdo a la |Definicién 3.6—
que M no se detenga en su estado de aceptacion con x como entrada. El hecho de
“no detenerse en su estado de aceptacion” puede darse por dos situaciones: o bien por-
que M se detiene en un estado que no es el de aceptacion, o bien porque M no se detiene.

Por lo tanto, nuestra definicion de méaquina de Turing no excluye la posibilidad
de crear maquinas que entren en bucles infinitos. Para ver un ejemplo bien simple,
considerar las siguientes MT para reconocer el lenguaje £ (1*) definido sobre X = {0, 1}:

Maquina que siempre se detiene

Ma&quina que entra en loop si lee un 0

Se dice que un lenguaje es decidible cuando existe una MT M que determina si
x ¢ L (M) por el primer caso para todo = € ¥*. Es decir, un lenguaje es decidible si es
reconocido por alguna MT que siempre se detiene.

En 1928, el matematico aleman David Hilbert planteé un problema denominado
Entscheidungsproblem (“problema de decision”), que consistia en determinar si existe
un procedimiento para decidir si una féormula légica de primer orden arbitraria es o no
universalmente vdlida (es decir, si es 0 no un teorema).

Tenemos la nocion intuitiva de que un procedimiento es “una secuencia de pasos
bien definidos”, y que cuando el procedimiento es para decidir, entonces la secuencia
debe ser finita (con lo cual, al terminar de ejecutarla, siempre se podré devolver una
respuesta por «si» o por «no»). Pero jcémo podriamos formalizar estos conceptos, de tal
modo que fuera posible demostrar afirmaciones como la del Entscheidungsproblem?

En 1936, el mateméatico britdnico Alan Turing quien se habia interesado por el
Entscheidungsproblem, publico un articulo en el que definia unas “méquinas de computar”
que le ayudarian a definir procedimiento con rigor. Y en particular, un procedimiento para
decidir, seria aquel que puede ser formalizado con una maquina que siempre se detiene.

Bruno Hernéndez Pagina 67



Teoria de Lenguajes FIng — UdelaR

Por lo tanto, el problema planteado por Hilbert resulta equivalente a determinar
si es decidible el lenguaje

ENTS ={¢ | ¢ es un teorema}

En el mismo trabajo, Turing mostré como cualquiera de sus méquinas M se puede
codificar e identificar mediante un nimero descriptor D(M). Y més sorprendentemente,
explicé como crear una maquina “universal”, en el sentido de que recibe como entradas
el nimero descriptor D(M) de alguna méquina M definida sobre un alfabeto ¥ y una
tira x € ¥*, y es capaz de decodificar D(M) y simular el comportamiento de M con x
como entrada.

Luego, a partir de ese marco tedrico, considerd otro problema denominado Halting
Problem (“problema de la parada”), el cual consistia en determinar si existe un proce-
dimiento para decidir si una maquina arbitraria dotada con alguna entrada se detiene.
O equivalentemente, si es decidible el lenguaje

HALT ={<D(M), x> | M se detiene con z como entrada }

Y logré reducir el Halting Problem al Entscheidungsproblem, es decir, suponiendo que el
lenguaje ENT'S fuera decidible, mostré cémo utilizar la hipotética maquina que lo decide
para construir otra que decida el lenguaje HALT. Pero por otro lado, Turing demostro
que HALT es indecidible. Por lo tanto, si ENTS fuera decidible se generaria un
absurdo, concluyendo asi que el problema planteado por Hilbert de verificar teoremas
“mecanicamente”, es irresoluble.

Notar que empleando una MT universal U es posible computar HALT"

» Size L(M) = M se detiene = < D(M), x > € HALT. Por otro lado, como U
simula a M, cuando esta se haya detenido & puede moverse a su propio estado de
aceptacion y detenerse alli = U reconoce el par v

» Siz¢ Z(M) = M podria detenerse o no.

e Si M se detiene = < D(M), z > € HALT. Entonces, al igual que el caso anterior,
U puede desplazarse a su propio estado de aceptacion = U reconoce el par v

e Si M no se detiene = <D(M), x> ¢ HALT, y por otro lado, como U va a estar
imitando a M, tampoco se va a detener = U no acepta el par v/

Por lo tanto, HALT es recursivamente enumerable.

Una propiedad destacada que vincula los lenguajes recursivamente enumerables
con los decidibles dice lo siguiente:

St L y L¢ son ambos recursivamente enumerables = L y L¢ son ambos decidibles

Entonces, si consideramos el complemento de HALT, i.e. los pares < D(M), = >
tales que M no se detiene con x como entrada, o sea, aquellos pares en los que x hace
que M entre en un bucle infinito:

HALT®={<D(M), x> | M cae en un bucle infinito con x como entrada }
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y el contrarreciproco de la propiedad anterior:
Si L o L¢ es indecidible = L o L° no es recursivamente enumerable

estamos en condiciones de responder la pregunta con la que iniciamos esta Subseccion.

Gracias a Turing sabemos que HALT es indecidible, entonces HALT o HALT' ¢
no ha de ser recursivamente enumerable. Pero nosotros hemos mostrado que HALT si
lo es, por lo tanto, debe suceder que HALT ¢ no es recursivamente enumerable.

Corolario: Entendiendo a las computadoras como méquinas de Turing, existen
problemas informaticos que ninguna computadora puede resolver. Ninguna
computadora que se haya construido, ninguna computadora que actualmente exista, y
ninguna computadora que alguna vez se vaya a construir. Particularmente, si vemos a
un programa como una computadora dedicada a resolver cierta tarea, el hecho de que
el lenguaje HALT ¢ no pueda ser reconocido con una maquina de Turing, demuestra
que nunca existira un programa que reconozca si cualquier programa con
cualquier entrada entrara en un bucle infinito.

Entonces, jpor qué usamos como modelo de computacién una teoria que sabemos
que tiene, por lo pronto, la anterior limitacién? Mas aun sabiendo que en la década
del 30°, cuando Turing publicé su extraordinario articulo, ya existian otros modelos
de computacién como las funciones recursivas o el cdlculo lambda (obras de los
matematicos Kurt Goédel y Alonzo Church, respectivamente).

Si bien las “médquinas de computar” definidas por Turing no son el tinico modelo
de computacion que se ha inventado, resulté ser que jtodos son equivalentes entre si!
Esto es, para cada caso se ha probado que todo lo que uno puede abarcar también lo
cubre el otro, y viceversa. La suposicién (indemostrable, pero ampliamente aceptada al
punto de considerarse un azioma) de que “ser modelado por una maquina de Turing”
es equivalente a “ser computable”, se conoce como la tesis de Turing— Church. Luego,
asumiendo que todos los modelos que sean capaces de abarcar “lo computable” tienen
las mismas limitaciones tedricas, surge otra pregunta:

., Qué hizo que el modelo de maquinas de Turing prevaleciera sobre los demds, y
fuera tomado por otros investigadores posteriores (como John von Neumann) para definir
las bases de las computadoras como las conocemos hoy en dia? Probablemente haya sido
a causa de la naturalidad que nos transmiten este tipo de maquinas, gracias a la simple
pero aun creativa idea de Turing de preguntarse como computaria un “humano ideal”.

Para responder esto, imagindé que este dispondria de todo el papel que fuera
necesario, mantendria en su mente una cantidad finita de estados en los que pudiera
ubicarse durante el computo, no se involucraria en tareas complejas (solo realizaria
operaciones elementales tales como escribir en un sector del papel o pasar a observar
un sector contiguo), y no se preocuparia por ser consciente mas alld de la observacién
actual.
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1. Computing machines.

We have said that the computable numbers are those whose decimals
are calculable by finite means. This requires rather more explicit
definition. (---) For the present I shall only say that the justification
lies in the fact that the human memory is necessarily limited.

We may compare a man in the process of computing a real number to
machine which is only capable of a finite number of conditions ¢, ¢,. ..., ¢,
which will be called “m-configurations”’. The machine is supplied with a
‘“tape” (the analogue of paper) running through it, and divided into
sections (called ‘““squares’’) each capable of bearing a ‘“symbol ™.

The ¢ scanned symbol ” is the only one of which the machine
is, so to speak, ‘“‘directly aware’. However, by altering its m-configu-
ration the machine can effectively remember some of the symbols which
it has ‘“‘seen” (scanned) previously. The possible behaviour of the
machine at any moment is determined by the m-configuration ¢, and the
scanned symbol &(r).

In some of the configurations in which the scanned square is blank (.e.
bears no symbol) the machine writes down a new symbol on the scanned
square: in other configurations it erases the scanned symbol. The
machine may also change the square which is being scanned, but only by
shifting it one place to right or left. In addition to any of these operations
the m-configuration may be changed.

Extractos del Capitulo 1 de “On Computable Numbers, with Application to the
Entscheidungsproblem” por Alan Turing
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4. Algoritmos

4.1. Conversiéon AFND en AFD

ENTRADA: AFND MN = (QN) ZN) 5]\[, don FN)
SALIDA : AFD M =(Q, X, 0, qv, F) equivalente

E<—EN

qo < [QON]

Qo
ANADIR(go, Q)
FOR-EACH ¢ IN @ DO
IF (NOT MARCADO(g)) THEN
FOR-EACH @ IN ¥ DO

Ra - U 5N(p7a)

peq

ANADIR(R,, Q)
4(q,a) < R,
ENDFOR
MARCAR (¢)
ENDIF
ENDFOR

F<{qeQ | gqnFy + 2}

//
//

//
//
//
//
//
//

//
//

//

//

Ambos autématas leen los mismos
simbolos.

El nuevo qp es el conjunto formado por
el anterior estado inicial.

El nuevo () se inicia vacio.

Se empieza a construir desde ¢p.
Para cada estado-conjunto ¢ en @ ...
Si atin no fue procesado ...

Para cada posible entrada ...

Juntar todos los estados alcanzables
con ella desde ¢

Agregar eso como un nuevo estado-conj.

Definir la transicién con a desde el ¢

actual al estado-conjunto recién
creado.

Marcar ¢ como ya procesado.

Un estado-conjunto ¢ serd de aceptacién

sii contiene alguno de los anteriores
estados de aceptaciédn.
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4.2. Conversion AFND-< en AFND

ENTRADA: AFND -¢ ME = (QE', EE, 5E7 qdog, FE)
SALIDA : AFND My =(Qn, XN, N, Qon, Fn) equivalente

ENGZE

qQony <~ Qog
QN‘_QE

FOR-EACH ¢ IN Qu DO
E < e-cl(q)
FOR-EACH a IN X, DO

on(q,a) < 6-65( U de(p, a))
pekE

ENDFOR
ENDFOR

5 st no

F {FEU {qu} St €—C€(qOE) ﬁFE *+*J
N(—

//
//
//
//
//

//
//

//

El alfabeto se mantiene.
El estado inicial se mantiene.
El conjunto de estados no cambia.

Para cada estado ¢ en Qn ...
Calcular su e-clausura, y
Para cada posible entrada ...

Re-definir la transicién desde ¢ con
la entrada a.

El conjunto de estados de aceptacidén
se mantiene, y se le agrega qop sii
e-cl(qop) contiene algin estado de
aceptaciédn.
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4.3.
de Equivalencia

Conversion AFD en RegEx: Andlisis de Kleene / Clases

Andlisis de Kleene

Clases de

Equivalencia

Cémo formar el
sistema de ecuaciones:

Transiciones salientes:
simbolo-estadoDestino,
cada uno separado por | .

Agregar € a los estados

de aceptacion.

Transiciones entrantes:
estadoPartida-simbolo,
cada uno separado por | .
Agregar ¢ al estado
inicial.

Cémo resolver el
sistema de ecuaciones:

Lema de Arden “versién 17

Lema de Arden “versién 27

e¢ L(r)
X=rX|s=—=X=r*s

e¢ L(r)
X=Xr|s=— X=sr*

Hallar X, pues

Hallar cada X, luego

L(M) = Z(Xp| - |Xy),
donde gy, € F'.
Cada X}, representa
una clase de R,y.

ZL(M) =2(Xo).
Cada X}, representa como
llegar a un estado de
aceptacion desde g.

Objetivo de resolver el
sistema de ecuaciones:

Eliminarlos, asi como
las transiciones que
llegan hacia ellos.

Qué hacer con los

T
estados pozo: No hay problema 7.

f Si lo que buscamos es simplemente conseguir una expresion regular para £ (M),
de acuerdo a este método los estados pozo —al no ser estados de aceptacion — no van a ser
empleados a la hora de construir la expresién. Por lo tanto, en la préactica es indiferente
tenerlos en cuenta.

Sin embargo, si es de nuestro interés obtener expresiones para todas las clases
de la relacién Ry teniendo como base un autémata minimo (donde, justamente por
ser minimo, estas clases coinciden con las de la relacién Ry, vinculada a los estados),
es importante conservar el estado pozo. Esto se debe a que si no consideraramos al
estado pozo, entonces jestariamos ignorando toda la clase de las tiras que este represental
Observar que en un AFD minimo, si tiene un estado pozo, este es tinico (como las clases
de equivalencia inducen una particion de X*, una tira no puede estar simultdneamente

en dos clases).
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4.4. Minimizacion de AFD

ENTRADA: AFD M =(Q, %, 6, go, F)
SALIDA : AFD M'=(Q', %, 0", q, F") equivalente y minimo

# PASO 1: Crear la particién base #
To - Q\F F

1«1

# PASO 2: Lo siguiente es para crear los subconjuntos C' del nivel m; #
FOR-EACH Cj IN i1 DO
FOR-EACH {p,q}p+q IN C; xC; DO
IF (VaeX : 3Crcmy [ 6(p,a)eCy A 6(g,a)eCy) THEN
p,geCrcm
ELSE
pe Cs C
qgeCicm; , t+s
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR

# PASO 3: ;Terminé? #
IF (m; = 1) THEN

T < T

GOTO PASO 4
ELSE

1< 1+1

GOTO PASO 2
ENDIF

# PASO 4: Construccidén del autdémata minimo #

Q' < {Cy | Cocmy}

Y

0 (Cpa)=Cy, <= 3FzeC, A JyeC, [ 0(xz,a)=y (Cx,Cycm : an’)

qo’<—C'5c7rf / qoeCﬂ

Fre{Cycmy | ConF +a}
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Explicaciones:

En el PASO 1 (lineas 1 a 4) se define la particion base, y se inicializa el contador
de niveles posteriores al base.

En el PASO 2 (lineas 7 a 16):

7 Para cada subconjunto C; en la particién m;_; anterior ...
8 Para cada par de estados p y ¢ (distintos) del C; considerado ...
9 Si para cada simbolo de X, p y ¢ van a un mismo C}, del nivel m;_1 anterior ...
Py g son equivalentes, entonces deben ser agregados a un mismo subconjunto
del nivel 7; que se esta creando.

11 Si no (1‘)
p y g son distinguibles, y por lo tanto deben ser agregados a dos subconjuntos
distintos del nivel m; que se estd creando.

14 FIDSI
FinPara
¢ FinPara

w

(1) Es decir, existe al menos un simbolo de ¥ para el cual p y ¢ van a dos subconjuntos distintos
del nivel 7;_; anterior

En el PASO 3 (lineas 19 a 25) se evalia si se ha llegado a un punto donde las
particiones no se pueden “refinar” méas (m; = m;_1). En caso afirmativo se deja de
particionar y se pasa a construir el automata equivalente, y en caso contrario simplemente
se vuelve al punto anterior para construir el siguiente nivel ;.

En el PASO 4 (lineas 28 a 36):

&)

¢ Los estados de Q' serdn cada uno de los subconjuntos C' de la particién m¢ final.

30 El alfabeto se mantiene.

%]

La funcién de transicién §’ se define segtin las transiciones de los estados internos de cada
subconjunto C' de 7y.

52 El estado inicial g’ serd aquel subconjunto C' de m¢ que contenga al go original.

56 Serdn estados de aceptacion todos los subconjuntos C' de 7y que contengan alguno de los
estados de aceptacion originales.
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4.5. Conversion Autéomata Finito en Gramatica Regular

ENTRADA: AFND - M =(Q, %, 6, qo, F)
SALIDA : Gramdtica Lineal Derecha G =(V, T, P, S) equivalente

# PASO 1: Asociar cada estado ¢; € (Q con una variable Q; eV #
V<o
FOR-EACH ¢; IN @) DO
ANADIR(Q;, V)
ENDFOR

# PASO 2: Mismos simbolos #
T+« X

# PASO 3: Definir las reglas de produccién de P en funcién de las transiciones y
los estados de aceptacién #
P<+g
FOR-EACH ¢; IN @ DO
FOR-EACH a IN (Su{e}) DO
R, < 5(%7 CL)
FOR-EACH ¢; IN R, DO
ANADIR(«Q; — aQ;», P)
ENDFOR
ENDFOR
IF (q; € F) THEN
ANADIR(«Q; — &», P)
ENDIF
ENDFOR

# PASO 4: S=Q #
RENOMBRAR(Qo, S)
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Observacién: Podemos aplicar el algoritmo més rapidamente si disponemos del dia-
grama de estados del automata:

» Para una transiciéon de ¢; a g; con a € X, creamos la regla «Q; - aQ);» € P

a

» Para una e-transicion entre ¢; y g;, creamos la regla «Q; — Q;» € P

&
=~ Q ——Qj

= Para transiciones saliendo desde un mismo estado podemos “juntar” las reglas

~ Q — an bQx

= Conviene llamar S a la variable del estado inicial (en vez de ()y) desde un principio,
para asi no tener que renombrar todas las apariciones de )y a lo largo de todas las
reglas de produccién creadas.
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4.6. Simplificacion de Gramaticas Libres de Contexto

ENTRADA: G2 Libre de Contexto G=(V, T, P, S)
SALIDA : G2 Libre de Contexto G'= (V' ,T', P', S") equivalente y simplificada

# PASO 0: Establecer configuraciones iniciales #
Vi<V
T <T
P <P
S' < S

# PASO 1: Eliminar e-producciones #
FOR-EACH «X; - ¢e» IN P’ DO
FOR-EACH «A - X7 -~ X;.1X; X1 -+ Xp» IN P’ DO
ANADIR(«A—)Xl Xi—lXHl Xt», P’)
ENDFOR
REMOVER(«X; — ¢», P’)
ENDFOR

# PASO 2: Eliminacidén de producciones unitarias #
WHILE (3«A—> B» € P") DO
FOR-EACH «B - a» IN P’ DO
ANADIR(«A — a», P’)
ENDFOR
REMOVER(«A — B», P’)
ENDWHILE

# PASO 3: Preservacién de variables positivas #
POS « {AeV' | «xA—w» € P con weT*}
REPEAT

IF (3«A—»a» eP'" | A¢ POS AN ae(POSUT)*) THEN

ANADIR(A, POS)

ENDIF
UNTIL ((POS no cambia) AND (Todas las reglas chequeadas))
Remover de P’ aquellas reglas que involucren variables fuera de POS

V'« POS

# PASO 4: Preservacién de variables alcanzables #
ALC < {S}
REPEAT

IF (3«A—>aBf» eP' | Ae ALC A B¢ ALC) THEN

ANADIR(B, ALC)

ENDIF
UNTIL ((ALC no cambia) AND (Todas las reglas chequeadas))
Remover de P’ aquellas reglas que involucren variables fuera de ALC
V'« ALC
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