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RESUMEN

Se analizan procesos cognitivos del aprendizaje significativo, desde un enfoque constructivista,
centrado en las practicas docentes aplicadas a la ensefianza de los conceptos de limite de sucesiones
y continuidad de funciones, en un primer curso de Calculo del semestre de ingreso a la Facultad de
Ingenieria de la Universidad de la Republica (Uruguay).

1.  INTRODUCCION

Paraddjicamente la mayoria de las dificultades en el aprendizaje de los contenidos del primer
curso de Calculo al ingreso a la carrera universitaria de la Facultad de Ingenieria, se encuentra en
aquellos contenidos de la asignatura que son revision de los ultimos afios de Ensefianza Secundaria:
limite, continuidad, topologia en la recta, sucesiones y series, entre otros. Una de las razones es la
dificultad intrinseca de dichos temas; aunque bésicos en la Matematica, involucran conceptos
abstractos que en apariencia quedan desconectados de las vivencias cotidianas de los estudiantes.

Las teorias constructivistas del aprendizaje (Piaget 1929, Vigotsky 1930, Ausubel 2002, [1])
conciben el conocimiento como resultado de la interaccion entre la nueva informacion y la
informacion previa, construyendo modelos para interpretar la nueva informacion y no sélo recibirla.

Ausubel formula en 1963 la teoria del aprendizaje significativo, una propuesta tedrica influyente
en el enfoque constructivista. [2] Posteriormente la teoria del cambio conceptual, planteada en el
modelo clasico de Posner y Strike (1982) aborda un aspecto esencial de la psicologia cognitiva al
centrarse en los procesos de transformacion del conocimiento, pero aportando una perspectiva
aplicada a la educacion, con estudios que han llevado a concebir el aprendizaje de los conceptos
cientificos como un proceso de cambio conceptual. Desde esta ultimo perspectiva aplicada a la
educacion en las ciencias, uno de los objetivos centrales consiste en transformar, no sustituir sino
cambiar, las nociones cotidianas y superficiales con que los alumnos llegan a clase de modo de
adquirir los conceptos académicos y cientificos. La teoria del cambio conceptual en ese sentido se
refiere al pasaje de las ideas previas a los conocimientos académicos que se pretende ensefar. [5]

A diferencia del modelo clasico de Posner y Strike sobre la teoria del cambio conceptual, en los
modelos contextualistas (Linder, 1987) no se pone énfasis en cambiar las ideas previas sino en
potenciar las capacidades de los sujetos para distinguir las distintas concepciones y la manera mas
correcta de aplicarlas en diversos contextos: el saber aplicar los distintos conocimientos en distintos
contextos.
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Una de las limitaciones del aprendizaje memoristico o verbalista, si no va acompafado de un
componente deliberado de aprendizaje significativo, es que se saturan las capacidades cognitivas. “El
potencial cognitivo humano a diferencia de un ordenador no puede manejar con mucha eficacia
informacion que se enlaza con él de manera literal.” [2] Esto adquiere particular relevancia en el
aprendizaje de la Matematica en el ambito universitario; requiere tanto de parte del alumno como del
docente estrategias que promuevan el enlace significativo de los conceptos, como forma de propiciar
un aprendizaje con sentido para el alumno. La significacion personal implica que el alumno atraviese
un proceso de construccion personal de la informacion recibida, tendiente a romper con un modelo
de aprendizaje repetitivo donde el alumno asimila para luego reproducir informacion que a corto
plazo perdera, o conservara como conocimiento inherte.

Numerosos estudios acuerdan en subrayar que el aprendizaje de conceptos cientificos exige
como condicion fundamental, partir de los conceptos espontaneos con que los alumnos llegan al aula
y que se han originado en la vida cotidiana, por fuera del &mbito académico. No obstante es sin duda
imprescindible la formalizacion racional y simbdlica en alguna etapa de la ensefianza de los
contenidos. Pero debe suceder y no preceder a los procedimientos constructivistas. En las secciones
siguientes se detallara un poco mas algunos aspectos de las teorias del aprendizaje expuestas antes,
en el contexto aplicado a la ensefanza de los conceptos matematicos de limite de sucesiones y
continuidad de funciones, en el curso de Célculo al ingreso a la Universidad.

2. EL APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE LIMITE DE SUCESIONES

Resulta artificial y limitante introducir el concepto de sucesion restringiéndose al espacio de
puntos de una recta. Resulta mas amplio y facil de comprender comenzar por sucesiones en un
conjunto cualquiera, por ejemplo como subconjunto numerado de puntos de un plano, (que puede
ser en el mapa de una region o de una ciudad, para fijar ideas), o el conjunto de personas de un pais
(que pueden estar ordenadas por su cédula de identidad).

El concepto matematico de sucesion es uno de esos pocos conceptos para los cuales el
significado usual de la palabra en la lengua espafola coincide con el de la definicion precisa
matematica general.

(1) Sucesion es un conjunto de cosas que se hallan o pasan una después de la otra (diccionario
Kapelusz de la Lengua Espaiiola).

(2) Definicion matematica: Sucesion es una descripcion ordenada, segiin la ordenacion natural’,
de elementos de un conjunto no vacio cualquiera A (en la que se admite repeticiones y ausencias de
elementos de A).

Castorina plantea: “Las ideas previas pueden ser un obsticulo o también pueden ser ideas
precursoras” [3] del concepto cientifico que se pretende introducir. Por una parte, en la definicion
matematica abstracta de sucesion, las ideas cotidianas son precursoras. Pero para eso es conveniente
que no estén deformadas por la escolarizacion previa que suele definir sucesion de manera
restringida y desconectada del significado usual y general en el lenguaje cotidiano. Por otra parte
algunas otras ideas cotidianas constituyen un obstaculo, por ejemplo algunas ideas previas al
concepto de limite de una sucesion.

La idea intuitiva pero precisa de limite es la siguiente: En el paso n el término de la sucesion y
todos los que siguen van a encontrarse tan cerca como se desee de su limite. [4]

La idea previa erronea es el unico modo de acercarse al limite consiste en avanzar hacia ¢l de
forma que en cada paso se est¢ mas cerca del limite que en el paso anterior. Se cree que la
aproximacioén al limite debe mejorar de un paso al siguiente, y que si esto no sucediera entonces la
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sucesion no podria ser convergente. El estudiante descarta equivocadamente el acercamiento al
limite con sucesivos avances y retrocesos, creyendo que estos implican la oscilacion permanente y la
inexistencia de limite.

El concepto previo aunque equivocado es persistente y resistente. Cuesta convencer al estudiante
de su falsedad. Aunque el alumno reconoce haber entendido un contraejemplo, no resulta facil que
asimile significativamente la afirmacion de que no toda sucesion convergente es necesariamente
mondétona. La persistencia de las ideas previas fue sefialada por diversos autores de las teorias de
cambio conceptual en el aprendizaje. Pozo sefiala en [7] uno de los factores explicativos de la tenaz
persistencia de las ideas previas: “Tomando uno de los tantos términos que delimitan el concepto
diremos que las ideas previas o espontdineas surgen de la actividad cotidiana del sujeto en un
proceso de interaccion con el entorno. Sirven entre otras cosas para predecir ese entorno.” Es
necesario lograr el cambio de las ideas cotidianas erroneas; para esto apelamos no solo a
contragjemplos teodricos, sino a nuevas ideas cotidianas que los ilustren. Un medio, en el caso del
limite de sucesiones no mondtonas, puede ser por ejemplo el siguiente argumento informal pero
preciso: Se puede aproximar desde el sur al punto A del Ecuador, sin alcanzarlo nunca, caminando
tres pasos hacia el norte, dos hacia el sur, y asi sucesivamente tres hacia el norte, dos hacia el sur,
cada vez pasos mas cortos de modo de no alcanzar nunca al punto A pero de aproximarse a él,
como limite asintotico, en infinitos pasos. La sucesion de pasos no es monotona y el limite seria A
lateralmente por el Sur.

Recordamos el planteo de Ausubel para quien la condicidon mdés importante para que el
aprendizaje sea significativo es que pueda relacionarse, de modo no arbitrario y sustancial, con lo
que el alumno ya sabe. Consideramos que el ejemplo anterior tiende a esa direccion.

3. EL APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD.

Al introducir el concepto de continuidad de una funcion en el aula suelen aparecer, en forma mas
o menos consciente, diversos conflictos cognitivos con ideas cotidianas y previas. Resulta dificil
lograr el aprendizaje significativo del concepto de continuidad de una funcion, principalmente por la
falta inicial de inteligibilidad para el alumno de la primera de las siguientes definiciones matematicas
precisas (aplicable a funciones reales de una variable real):

(3) Definicion: Un funcion f: D 2 C es continua en el punto a del dominio D si para todo & >0
existe 0 > 0 (llamado modulo de continuidad) tal que |f(x) —f(a)| < € si |x-a| <

(4) Definicion: Una funcion f- D =2 C es continua si lo es en todos los puntos de su dominio D.

La idea intuitiva previa con la que el estudiante accede al curso universitario es la de que “la
grafica de una funciéon continua tiene un trazo continuo”. Eso es incorrecto ya que depende de la
conexion del dominio de la funcion. Para reconocer el conflicto puede plantearse la siguiente
observacion practica: Si el dominio esta formado por dos intervalos disjuntos, la funcion puede ser
continua aunque su trazo en la representacion grafica no puede realizarse sin levantar el lapiz.

De acuerdo con las formulaciones de la teoria del aprendizaje significativo, la definicion (3)
presenta un desafio. Es usualmente repetido el concepto de continuidad de una funcién en un punto,
tanto por estudiantes como por docentes, verbalmente y desestructuradamente, a lo sumo
relacionandolo con propiedades de la grafica de la funcidon y con simbolos de implicacion logica.
Pero creemos que no es significativamente comprendido el concepto, entre otros motivos, porque
queda desconectado de ideas previas intuitivas y cotidianas.Veamos un ejemplo de como puede
subsanarse este problema.

Ejemplo: Consideremos un aparato f (usemos la letra f de funcidn), por ejemplo una caja con
una puerta de entrada, por donde entra la variable independiente “X”, y una puerta de salida, por
donde sale la variable dependiente “Y= f(X) ”.
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--- Hay un valor deseado a la salida Y, para el cual la entrada deberia ser exactamente X,. Es decir f
(Xo) = Yo. Ni la variable de entrada ni la de salida se pueden ajustar a valores exactos siempre, sino
que hay errores, imprecisiones que hacen que el valor de X sea aproximadamente pero no
necesariamente igual a X, y por lo tanto el valor de la salida Y = f (X) sea aproximadamente pero no
necesariamente igual a Y, = (X ).

--- El técnico de matenimiento del aparato debe satisfacer al cliente. El cliente evaliia como funciona
la caja observando Unicamente lo que sucede en la variable a la salida Y. En cambio el técnico
acondiciona el aparato de modo de satisfacer la demanda del cliente, ajustando Unicamente la
variable de entrada X.

--- El cliente demanda que sea Y = Y, pero admite que la igualdad no se cumpla exactamente sino
con un margen de error maximo € > 0: [Y — Y| <e.

--- El técnico entonces ajusta la variable de entrada, pero no puede siempre ajustarla de modo que X
= Xy exactamente. Se admite una tolerancia de variacion a la entrada 0>0: | X — Xo| <8

--- Finalmente el técnico debe ajustar la entrada con una variacion delta adecuada de forma que
valga la siguiente premisa: | X — Xo| <0 IMPLICA |Y — Y| < &. Significa que se ajusta la entrada
con una variacion adecuada que satisface la demanda del cliente.

Creemos que no alcanza con la exposicion del docente de su propia idea cotidiana relacionada
con el concepto a definir formalmente. Es necesaria una construccion reflexiva efectuada intra e
interpersonalmente a los alumnos. Estas actividades han sido promovidas mediante un foro de
discusion en la que los estudiantes preguntan, responden e intentan responder, moderado por el
docente. Este foro establece una actividad y actitud social de los alumnos entre ellos y con el
docente. Se aprende Matematica cuando se trata de justificar, sustentar y defender ante los otros los
conceptos aprendidos. Desde la perspectiva de Vigotsky las formas superiores de conocimiento son
socio-generadas. La atencion, la memoria l6gica, la formacion de conceptos, la voluntad, se generan
en el plano social y luego se desarrollan en el psicologico. Incluso al convertirse en procesos
psiquicos su naturaleza mantiene el rasgo cuasi-social: Hasta a solas el hombre ejercita funciones de
comunicacion. [6]

Como conclusion observamos que la definicion precisa (3) planteada anteriormente es
imprescindible en la ensefanza del concepto de continuidad de una funcién. No debe ser sustituida
por las ideas cotidianas o intuitivas que se utilicen para ilustrarla. Pero debe proceder y no anteceder
a la presentacion constructiva de la idea que la ilustra. Y esta debe ser ajustada con precision al
concepto cientifico que se pretende ilustrar.

4. CONCLUSIONES

El racionalismo est4 implicito en la actitud observada frecuentemente de encarar como primera y
a veces unica estrategia de resolucion o de demostracion, tanto por docentes en sus exposiciones en
clase, como por estudiantes en la resolucion de problemas, el uso exclusivo de premisas logicas
racionales sobre los simbolos formales de las definiciones, apelando a la racionalidad 16gica como
calidad innata en el conocimiento.



El empirismo, el otro polo en las teorias filosoficas clasicas del conocimiento, también esta
implicito en la actitud pasiva, no menos frecuente en docentes y alumnos, de encarar el aprendizaje
como una impresion de conocimientos provenientes del exterior en una mente rasa, a lo sumo bajo
un sistema de estimulo y respuesta, y de encarar como primera y a veces Unica estrategia de
resolucion o de demostracion la practica del ensayo y error.

Ambos polos se manifiestan frecuentemente en los textos y las clases expositivas, acopladas al
asociacionismo. Ambos, que son en realidad extremos de un continuo de actitudes frente al
aprendizaje, son necesarias. Pero no son suficientes si hay poca o nula interaccion continua con las
actividades y actitudes sostenidas por las teorias constructivistas del aprendizaje.
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