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RESUMEN

La renormalizacién de un sistema dinamico significa, a grandes razgos, la aplicacién
reiterada de una transformacién del espacio en una region reducida del mismo, y la obser-
vacion del nuevo sistema obtenido a través de un cabmio de variables adecuado que agranda
la pequena regiéon donde se efectiia la renormalizacion. Dicho de otra forma, la renormal-
izaciéon pasa de un sistema dinamico a otro que contempla el comportamiento del retorno
a una region reducida del espacio.

En casos excepcionales el sistema renormalizado es idéntico al sistema global antes de
renormalizar. Esta propiedad de autoidentidad caracteriza al llamado mapa de Feigenbaum
en el intervalo.

Buena parte de los sistemas renormalizables no son autoidénticos, (como el mapa de
Feigenbaum es) pero son autosimilares: el renormalizado no copia idénticamente al sistema
global, sino que lo imita deformandolo un poco. En particular, ya que el sistema original

era renormalizable una vez, también lo sera el sistema renormalizado.
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Los sistemas llamados ¢ascadas.®dmiten que el proceso de renormalizacion pueda repe-
tirse infinitas veces. En ellos el sistema renormalizado es a su vez renormalizable, y puede
repetirse la operacién una cantidad infinita numerable de veces. Contienen copias autosim-
ilares al sistema global, éstas a su vez contienen nuevas copias mas pequenas autosimilares,
y éstas nuevas copias... Cada copia deforma al sistema global, y por eso en general no
puede afirmarse que los renormalizados sucesivos sean convergentes. Pero por ejemplo en
el llamado atractor de Feigenbaum-Coullet- Tresser, los renormalizados pueden ser conver-
gentes. En dicho atractor convergen al mapa de Feigenbaum, que es autoidéntico por la
renormalizacion.

El atractor de Feigenbaum, Coullet y Tresser fue descubierto al final de la década de
los setenta, como la conducta generada por una sucesién de bifurcaciones de cuplicacién de
periodo. Durante la presentacion explicaremos este fenémeno, que consiste esencialmente en
la evolucion del sistema, al mover un parametro, pasando de conductas estables a conductas
caoticas, a través de una secuencia de bifurcaciones que van complicando paulatinamente
su dinamica, y que acumulan en una cascada. La cascada en si es inestable: se destruye
con pequenas perturbaciones. No es ain un sistema cadtico porque no tiene sensibilidad
a las condiciones iniciales. Pero se conjetura que estd en el borde del caos: pequenisimas
perturbaciones la conducen a conductas cadticas. Expondremos los resultados demostrados
y los problemas abiertos en relacion con esta conjetura.

Los atractores de Feigenbaum, Coullet y Tresser admiten ademaés propiedades de univer-
salidad: existen constantes que regulan la geometria microscopica del atractor, y la relacion
de valores del parametro entre dos bifurcaciones consecutivas de la sucesiéon que genera la
cascada. Estas propiedades de universalidad fueron demostradas para esos atractores, pero
existen ejemplos que muestran que no son validas para otras cascadas.

Expondremos ademas otras pautas que son indicio de la presencia de una cascada,
ademas de la autosimilitud y la universalidad. En la primera parte de la charla, nos re-
stringiremos a las cascadas de duplicacion, y en la segunda parte generalizaremos la defini-
cion y los ejemplos, para introducir las cascadas de multiplicacion.
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TRANSPARENCIAS

Transparencia 1

En la parte superior se muestra una bifurcacién de duplicacién de periodo en la que un
punto hiperbdlico atractor (pozo) se transforma en punto silla y genera una 6rbita periédica
de periodo doble atractora (pozo)

En la parte inferior se muestra, al mover el pardmetro, una sucesion de bifurcaciones de
duplicacién de periodo que acumula en un valor del parametro A, para el cual el sistema
exhibe un atractor de Feigenbaum-Coullet-Tresser.

Transparencia 2

Para un mapa unidimensional, se dibuja solamente el conjunto atractor para valores del
pardmetro intermedios entre dos bifurcaciones de duplicacion de periodo consecutivas, y se
observa la aparicién de gaps de repulsién en el conjunto de Cantor atractor donde acumula
la cascada.

Transparencia 3 Foto de los anillos de Saturno tomada por Voyager I en noviembre de 1980.
Se observa la similitud entre los gaps de repulsién en el conjunto de Cantor atractor donde
acumula una cascada de duplicacién de periodo, y los gaps que el mapa de retorno a una

seccién (aproximadamente unidimensional) transversal al anillo.
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(Esta fotografia fue utilizada durante la conferencia. No se incluye en esta publicacion
porque esta sujeta a derechos de Copyright. Se encuentra publicada en Scientific American,
Issue Jan. 1982)

Transparencia 4

Diagrama de fases de una bifurcacién de duplicacion de periodo de un diffeomorfismo
en dimensiéon 2En cada cuadro, arriba, se dibuja el comportamiento de las 6rbitas, y abajo
la ubicacién de los valores propios del punto periédico en el circulo unitario. En los diagra-
mas de fases se observa que para que se produzca la bifurcacién es necesario, debido a la
invertibilidad del mapa, que los valores propios pasen a ser complejos conjugados, en fases
intermedias, con fase en espiral, redondeada. Pero antes de la bifurcacion los valores propios
son reales, con uno mas grande que el otro al debilitarse la atraccion hiperbdlica del pozo.
Esto implica que el diagrama de fases se vuelva alargado, con atraccion axial cada vez mas
débil, hasta que se vuelve repulsién axial. Colapsa en dos atractores gemelos, cuando se
produce la bifurcacién que nacen como atractores con diagrama de fases axial (como en el
cuadro 1).

Transparencia 5

Foto de la divisién celular con tenido diferencial de microtibulos y cromosomas. Se
observa que las dos células obtenidas por la divisién de una , son redondeadas cuando
estan “lejos”de dividirse. Sus cromosomoas luego adquieren una distribucién axial, tal que
en la direccién de ese eje se produce la duplicacion. Inmediatamente después la foto de
los cromosomas mantiene una forma predominantemente axial, pero que luego se redondea
cuando seta todavia lejos de la préxima duplicacion.

(Esta fotografia fue utilizada durante la conferencia. No se incluye en esta publicacion
porque esta sujeta a derechos de Copyright. Se encuentra publicada en Scientific American,
Issue Oct. 1980)

Transparencia 6

Se muestra otro tipo de cascadas de bifurcaciones de duplicacién de periodo en dimensién
dos.

En el cuadro 1 el ejemplo de Gambaudo-Tresser, 1992 no se puede aproximar por bi-
furcaciones en dimension 1. Hemos probado que este ejemplo también es ruta al Caos: el
conjunto atractor donde acumula la cascada es aproximable por tangencias homoclinicas.
Pero la universalidad en la relacién entre pardmetros consecutivos de la cascada de bifurca-

ciones, rige para el atractor de Feigenbaum-Coullet-Tresser, pero no para este ejemplo de



Gambaudo-Tresser.

En el cuadro 2 se muestra que en general, cualquier cascada de duplicacién de periodo
en dimensién dos, que corresponda a un mapa que contrae area y tiene distorsion limitada
(propiedad de autosimilitud con distorsién que no se va a infinito), puede reducirse a dimen-
sién 1 (mapa unimodal o multimodal). Esta reduccién nos ha permitido demostrar que en
general, estan en el borde del caos: es decir, después de una perturbacion arbitrariamente
pequena, aparecen tangencias homoclinicas.

En el cuadro 3: extendemos el resultado anterior a cascadas de multiplicacién de periodo.
Hemos probado recientemente con Gambaudo y Moreira, que cuando la cascada es disipati-
va, con distorsién limitada, es reducible a dimension 1. Y si es de multiplicacién pero no de
duplicaciéon tienen entropia positiva. Es decir el conjunto atractor ya es cadtico en el valor
exacto donde acumula la cascada, sin necesidad de perturbar el sistema, a diferencia de lo
que sucede con las cascadas de duplicacién en que el atractor se aproxima por dinamicas
cadticas (es ruta al caos), pero él mismo no es caético.

Transparencia 7

Foto de la mariposa diurna Stichophthalma Camadeva. Se observa la semejanza ge-
ométrica entre el diagrama de construccion del ejemplo de Gambaudo-Tresser en dimension
dos (cuadro 1 de la transparencia 6) y los patrones de color en las alas de la mariposa. En
esta tltima, los perfodos son 4 (uno por ala), 5 (uno por mancha redondeada oscura en
cada ala), etc.

(Esta fotografia fue utilizada durante la conferencia. No se incluye en esta publicacién
porque esta sujeta a derechos de Copyright. Se encuentra publicada en Scientific American,
Issue Jan. 1982)

Transparencia 8

Conclusiones
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