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En este curso intensivo introduciremos a la teoria ergédica de los sistemas
dindmicos deterministas. En la primera parte repasaremos brevemente el enun-
ciado del teorema ergddico de Birkhoff, las definiciones equivalentes de ergodici-
dad y la propiedad de mixing. En la segunda parte repasaremos la definicién de
exponentes de Lyapunov y el enunciado del teorema multiplicativo de Oseledecs,
con ejemplos de sistema hiperbdlico en dimensién dos. Finalmente expondremos
el espacio del shift y transformaciones de Bernoulli.

Programa

1. Sistema dinamico. Objetivo de estudio de la Teoria ergddica desde el
punto de vista de los sistemas dinamicos.

2. Ejemplo de un sistema hiperbdlico (axioma A) que preserva la medida de
Lebesgue en el toro bidimensional.

3. Enunciado del teorema ergodico de Birkhoff.

4. Definicion de ergodicidad y enunciado de propiedades equivalentes a la
ergodicidad.

5. Definicién de la propiedad mixing.

6. Definiciéon de exponentes de Liapunov. Ejemplo.

7. Enunciado del teorema de Oseledets.

8. Ejemplo del shift de Bernoulli



1 Sistema Dinamico y Teoria Ergodica

Consideraremos sistemas dindmicos a tiempo discreto como iterados de un mapa
T : X — X continuo en un espacio métrico compacto X.

El espacio X puede tener ademas una estructura de variedad diferenciable y
T ser un difeomorfismo de X. En ese caso, denotaremos X como M, y T como
f € Diff'(M).

Denotamos B la sigma dlgebra de Borel en X. Sea p una medida de proba-
bilidad en (X, B), es decir

mw(X) =1

1 se dice T-invariante, o también que T preserva p si
u(T~H(B)) = u(B) Y B € B.

Teorema 1.1 Si X es un espacio métrico compacto y T : X — X es continua,
entonces existen medidas de probabilidad invariantes por T .

Demostracion: Ver [1].
La dindmica de T, es el sistema dinamico cuya érbita futura desde el estado
inicial x € X es

o(z) = {T" () }n>0,

donde T" =T oT o...0oT, n veces, es el iterado n-ésimo del mapa T aplicado
al punto x.

Si T es invertible se define también la 6rbita pasada, para n entero negativo,
y la 6rbita (completa) para n € Z.

El (primer) objetivo de la Teoria Ergédica es estudiar la dindmica de T para
p-c.t.p. x € X, donde p es una medida invariante por 7T'.

2 Ejemplo de sistema hiperbdlico

2 1
11
tificar f con la transformacién lineal invertible de R?, que tiene matriz asociada

Sea en el toro T? el automorfismo lineal f = ) méd(1,1) Podemos iden-

1 1
del toro T?. A menos de esa identificacién, la transformacién lineal con matriz
A coincide con la derivada df,, : T,T? — T, T? en todo punto p € T?.
Por simplicidad denotaremos como f = 2,1,1,1 en T2 al ejemplo de arriba.
Es facil chequear que la matriz A que define a f es diagonizable, con dos valores
propios A, o tales que 0 < A < 1 < 0. Entonces, en todo punto p € T? existen
dos direcciones S, y U, (correspondientes a los subespacios propios) tales que

A= ( 2 1 >, considerando un levantado de f al espacio de recubrimiento R?

ldf(s)| = A"|lsl| ¥n>0¥seS,VpeT?

ldfy (w)|| = o™ |lull Vn>0YueU,Vpe T2,



Es decir: df contrae hacia el futuro los vectores del subespacio S, con tasa
exponencial log A < 0, y dilata hacia el futuro los vectores del subespacio Up,
transversal a S, con tasa exponencial logo > 0.

En general, un difeomorfismo f : M +— M en una variedad compacta y
riemanniana M se llama uniformemente hiperbdlico (de Anosov), si existe un
splitting

TM =SaeU

del fibrado tangente T'M, y nimeros reales 0 < A < 1 < ¢ tales que

||df;(s)||§)\”||s|| Vn>0VseS,VpeM
ldfy ()|l > o™|lul| Yn>0VYueU,VYpe M.

El ejemplo f =2,1,1,1 en T? es, entonces, un difeomorfismo de Anosov.

Sea m la medida de Lebesgue en T? normalizada para que sea una probabil-
idad.

Proposicion 2.1 La medida de Lebesgue m es una medida invariante por f =
2,1,1,1 en el toro T?.

Demostracion: para todo boreliano B tenemos, haciendo el cambio de variable
q = f(p) la siguiente igualdad:

mld 1 B) = [ x50 @) o) = [ xg10) (@) et )] dmla) =
= [rw@|(§ 1)] dmto = [xt@ dmia) = mim). ©

3 Teorema Ergodico de Birkhoff

Definicién 3.1 Sea T : X — X continua en un espacio métrico compacto. Sea
1 : X +— R una funcién real medible. Sea n > 1 natural. Se llama promedio
temporal o promedio de Birkhoff de v hasta tiempo n a la funcién real:

n—1

1 .
_ = J
o= Y woT,
7=0
Teorema 3.2 (Birkhoff)
Para toda medida de probabilidad p invariante por T, para toda 1 € L*(p),
existe el limite p-c.t.p de los promedios temporales 1, de v. Es decir

n—1

~ 1 :
J¢(z) = lim 721/)0TJ w—ctp xzeX.
7=0

n—-+o0o N 4



Ademds la convergencia de vV, a QZ es también en L' (), y

[odu= [van

Si ademds ¥ € LP(u) para algin p > 2, entonces la convergencia es también
en LP(u).

Demostracion: Ver [1].

La funcién ’(Z, definida p-c.t.p., se llama promedio temporal asintdtico de .

En particular, si tomamos ) = x g, la funcién caracteristica de un borealiano
B, entonces 1, se llama frecuencia de visitas a B hasta tiempo n:

_#{0<j<n-1Ti(x)eB
- :

n—1
1 .
= — T’
XBa(2) =~ jE_l x5 o T’ (x)

Por el teorema ergédico de Birkhoff, existe el limite de xp,,(z) cuando n — +00
para p-c.t.p. Este limite se llama tiempo medio asintdtico de estadia en el
conjunto B de la érbita futura por el punto x.

4 FErgodicidad

Definicién 4.1 Una medida de probabilidad p invariante por T se llama ergddica
para T' (o T ergddica respecto de m) si para todo conjunto medible B que sea
invariante por T (es decir T-1(B) = B), la medida u(B) es cero o uno. Es
decir:

BeB, t'(B)=B = uB)u(B) =0,

donde B® = X \ B denota el complemento de B.

Teorema 4.2 Si T : X — X es continua en un espacio métrico compacto X,
entonces existen medidas de probabilidad invariantes ergodicas para T .

Demostracion: Ver [1].
Las siguientes afirmaciones pueden tomarse como definicién de ergodicidad,
pues son equivalentes a la Definicién 4.1.

Teorema 4.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) w es ergddica para T.

(b) Para toda funcién ¢ € L*(u) el promedio temporal asintético v es igual al
promedio espacial [ dp p-c.t.p.

(c) Para todo conjunto medible B tal que T~ (B) C B se cumple pu(B)u(B¢) =
0.

(d) Para todo conjunto medible B tal que T~*(B) D B se cumple u(B)u(B¢) =
0.

(€) Para toda pareja (A, B) de conjuntos medibles tales que p(A),u(B) > 0
existe n > 1 tal que T~"(A) N B (transitividad medible).



(g) 1 es un punto extremal de conjunto (que es convexo) de medidas de prob-
abilidad invariantes por T. Es decir p = apq + (1 — a)ps para py # pe medidas
de probabilidad invariantes y 0 < a < 1 real, solo si a es cero o uno.

(h) Para toda funcidn real continua v : X — R el promedio temporal asintdtico

1 es constante p-c.t.p.
Demostracion: Ver [1].

Corolario 4.4 u es ergddica si y solo si para todo boreliano B el tiempo medio
asintdtico de estadia X p(z) es constante igual a u(B) para p-c.t.p. r € X.

Demostracion:  El “solo si” se deduce inmediatamente de la propiedad (b)
del Teorema 4.3. El “si”se demuestra por el proceso de induccién clasico que
permite pasar de la integral abstracta respecto a una medida en las funciones
caracteristicas de los borelianos, a las funciones simples, luego a las funciones
medibles no negativas, y finalmente a L (). O

Corolario 4.5 p es ergédica si y solo si para toda pareja de borelianos (A, B)
se cumple
X T ()0 B)

n—-+4oo n

= j(A) - u(B).

Demostracion: Aplicando el teorema de convergencia dominada, el Corolario
4.4 y el teorema ergédico de Birkhoff, deducimos:

YL wTi(A)NB) o :
nkrfoo = n :ngrfoo (.Z%XAOT]) "XB d/l:
j=

— [ xwdn =) [ xwdu=p4)-u(B). O

Teorema 4.6 La medida de Lebesque m es ergédica para el difeomorfismo lineal
2,1,1,1 en el toro T2.

Demostracion: Es un corolario inmediato de las Proposiciones 77 y 8.5, y del
Teorema 8.6 que enunciaremos al final de esta exposicion.

Teorema 4.7 La medida de Lebesgue en el circulo S' es ergddica para la rotacion
irracional f : S* +— S definida por

f(z)=e?2 VzeS'={z€C: |z|=1},
donde a € R es una constante irracional.
Demostracion: Ver [1].

Teorema 4.8 (Descomposicién ergédica) Un conjunto medible B cumple
w(B) =1 para toda medida de probabilidad p que sea invariante por T si y solo
st v(B) =1 para toda medida de probabilidad v ergddica para T.

Demostracion: Ver [1]



5 Propiedad mixing

Sea T': X +— X una transformacién continua en un espacio métrico compacto
X, y sea  una medida de probabilidad invariante por T'.

Definicién 5.1 La medida p invariante por T' llama mizing para T (o se dice
que T es mixing con respecto a la medida u), si para toda pareja (A, B) de
conjuntos medibles se cumple

lim pu(T7"(A)NB) = p(A)u(B).

n—-+00

Proposicién 5.2 Si p es mizing para T entonces p es ergodica para T

Demostracion: Aplicando la definiciéon de mixing, y teniendo en cuenta que
cuando existe el limite L de una sucesidn, el limite a la Césaro (es decir el limite
del promedio aritmético de los primeros n términos) es igual a L, resulta la
igualdad del Corolario 4.5. Entonces u es ergddica. O
Contraejemplo: La medida de Lebesgue m para la rotacién irracional en el
circulo es ergédica (Teorema 4.7), pero no es mixing. En efecto, sea a € R\ Q, y
sea f(z) = €'?™.z para todo z € S'. Considérense dos intervalos abiertos I e I
de longitud menor que a/4 en el circulo. Si existe n > 1 tal que f™(I1) NIy # 0,
entonces f"T1(I;) N Iy = (. Entonces m no puede satisfacer la definicién de
mixing. O

Teorema 5.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) p es mizing para T.
(b) Para toda pareja de funciones 1, ¢ € L*(u) se cumple

i [(woTodu= [van [odn
n—-+oo

Demostracion (b) implica (a) inmediatamente tomando ¥ = x4,¢ = xp para
dos borelianos cualesquiera A y B. Por otra parte (a) implica (b) por el proced-
imiento clasico de induccién que permite computar la integral abstracta respecto
a una medida p pasando de las funciones caracteristicas a las funciones simples,
de estas por convergencia mondétona a las funciones medibles no negativas, y de

estas por linealidad y definicién de integral abstracta, a las funciones en L!(1).
O

6 Exponentes de Lyapunov

Se dard durante el curso.

7 Teorema de Oseledecs

Se dara durante el curso.



8 Shift y medidas de Bernoulli

Sea k > 2 un nimero natural fijo. Llamamos alfabeto al conjunto X = {1,2,... k}
dotado de la topologia discreta (todo conjunto es abierto y cerrado).

Definicién 8.1 El espacio del shift (completo y bilateral) de k simbolos, es el
conjunto ¥ = k% de todas las sucesiones

x=A{xntnez: xn €N VneZ,

dotado de la topologia producto. Por el teorema de Tichonov, ¥ es compacto.
Sean dados | € Z y s € N. Sea (ag,...,as) € X*T! una (s + 1)-upla de
elementos del alfabeto 8 = {1,..., k}. Definimos cilindro

Cl,s,(ao,“.,as) = {l’ €eX: = ag, ..., Tj4+s = as}-

Es estdndard (aunque engorroso) probar que la familia de todos los cilindros
generan la sigma-algebra de Borel de .

Definicién 8.2 Sea p = (p(1),p(2),...,p(k)) € R* un vector de probabilidad.
Esto es

k
0<p(i)<1 VieR={L2.. k} y > p(i)=1
i=1

En el dlgebra generada por las uniones finitas de cilindros disjuntos dos a
dos, definimos la premedida v tal que para todo cilindro se cumple:

V(Cis (ar,..vay)) = Plar)p(az) ... p(as).

Por el teorema de extension de premedidas, existe una tnica medida v en la
sigma-algebra de Borel de ¥, que cumple la igualdad anterior para todos los
cilindros. Tal medida v se llama medida de Bernoulli en el espacio del shift
(completo) X, con vector de probabilidad p. Es inmediato chequear que v(X) =
1; es decir, la medida de Bernoulli es una probabilidad.

Proposicion 8.3 Toda medida v de Bernoulli en el espacio del shift es mizing.

Demostracion: Dados dos cilindros C' y C’, por definicién de cilindro y por
definicién del shift o, existe ng > 1 tal que ™ (C)NC’' # OV n > ng. Més
precisamente, si

C:={zeX:x;=ag,...,Tits =as},

C'={zxel:iay=aj,...,vprsy =ay},
entonces para todo n > (I +s) — 1’ + 1, se cumple

a"(C)nC' =

. _ _ — 4/ _
{re¥ i n=a0,...,%4sn=0as, Ty =ag, ..., Tyyy = ag}



= U {zeX:ia_pn=ag, .., Tits—n = s,
{brts—nt1,-0p _1):bi€{l,... .k} }

Tits—nt1 = Oips—nt1y - s T0—1 = biys—n+1,
!
Ty = Qgy oo T4 = as’}'

La unién en esta ultima igualdad es de cilindros disjuntos dos a dos. Luego, por
la aditividad de la medida v, tenemos:

W(o™(C) N ) =
Z V({l'EE5113[—n:a07~--a17l+s—n:aa
{(r4s—nt15-sbpr_q)bs€{1,....k}}
Tits—nt1 = Dips—nt1, - o5, T1—1 = i s—nt1,
/
Ty = Qgy -5 T s = as’}) =

k

oy Ly

bits—nt1=1 by =1
p(a0)7 v 7p(a’8)? p(bl+8—n+1)7 RRE) ’p(bl+8—ﬂ+1)’ p(aé)’ s 7p(a'5') =
= (plao)--plas)) (p(ap), - plas)) = w(C) - v(C")

Entonces para toda pareja de cilindros C' y C’ con v-medida positiva existe
no > 1 tal que 6™ (C) N C" # §. Como los cilindros generan la sigma algebra en
el espacio del shift, entonces 0" (B) N B’ # () para toda pareja de medibles con
v-medida positiva. O

Definiciéon 8.4 Sea T : X — X una transformacién continua en un espacio
métrico compacto y sea p una medida de probabilidad invariante por T. La
medida p se dice que es de Bernoulli para T si existen una transformacion
bimedible (medible, invertible, con inversa medible)

h: X2,

donde ¥ es el espacio de un shift (completo) o : ¥ — X, y una medida v de
Bernoulli para o, tales que

hoT=0o0h p—ctp. y pu(B)=v(h(B)),
para todo B C X medible.
Proposicion 8.5 Toda medida de Bernoulli p para T es mizing; luego es ergddica.

Demostracion Por definicién, el isomorfismo h de espacios de medida que lleva
el espacio de medida p preservado por T : X — X en el espacio del shift
o : k% — k” con la medida de Bernoulli v, satisface ho T = T o h p — c.t.p.
Como v es mixing (c.f. Proposicién 8.3), entonces es inmediato verificar que p
también lo es. 0.



Teorema 8.6 La medida de probabilidad de Lebesgue m en el toro T2 es una
medida de Bernoulli para el difeomorfismo lineal f =2,1,1,1.

Demostracion: Primero chequear, usando que los vectores propios de la matriz

A= ( ? 1 ) tienen pendiente irracional, que f es topoldgicamente transitivo,

es decir:

Para toda pareja de abiertos no vacios U y V existe n > 1 tal que f~(U)N
V #£ 0.

Luego, usar el siguiente teorema, cuya demostracién es practicamente todo
el libro [2], usando la existencia de las llamadas particiones de Markov:

Para todo difeomorfismo de Anosov topolégicamente transitivo que preserva
una medida positiva sobre abiertos, esta medida es de Bernoulli.
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